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219

üeber die Anwendung des Princips des kleinsten

Zwanges auf die Elektrodynamik.

Von A. Wassmuth in Graz.

(Btngtku^ 5. MaQ

Ein Punkt m eines Sy>tenis von Partikeln möge sicli in

der Zeit r, wenn er frei wäre, von a nach h bewegen,

während seine wirkliche Bewegung durch die Strecke ac
dargestellt sei; dann sagt bekanntlich das von Gauss aufge-

stellte Princip des kleinsten Zwanges aus, dass ^m*&c* ein

Minimum ist oder dass, wenn a d irgend eine virtuelle d. h.

mit den Bedingungen des Systems verträgliche Bewegung

vorstellt, stets: 5w«6c*<5m'6rl* sein muss. Sind x ij z

die Coordinaten des Punkt(?8 m, auf den die Kräfte w? X,

m y, m Z wirken sollen, i^o geht irgend eine Coordinate x

in der sehr kleinen Zeit % für die wirkUche Bewegung über in

:

,
dx . 1 X 4

und für die freie Bewegung über in:

d X 1

so dass das Quadrat der Ablenkung b oder das Quadrat

der Coordinatendifferenzen gleich ^ " ^/ + • •!



220 SiUung der maihrphifs, Claase vom 6. Mai 1894.

Mau bat daber einen Ausdruck Z — er soll der Zwang
des Systems beissen — von der Form

z-.»[(-;-x)-+C>'-.)V(S-.)l

wobei sich die Suniiiie auf alle Partikeln erstreckt, zn einem

Minimum iu Bezug auf die diver^eu Beschleunigungen:

X v
T-Jiy • • kurz X, ij^ 0 , . . gesebrieben werden sollen,
a t* at*

zu macben. Differenzirt man dabei die Bedingnngsgleicbungen

des Systems: g)^s 0, s 0 . . . zweimal nacb der Zeit, so

muss man sieb, wie aus der obigen Ableitnng bervorgebt^),

gegenwärtig halten, dass die Coordinaten x nnd ihre ersten

Differentialquotienten als »gegeben" anzusehen sind; die

Gleichung: =»0 drückt nur ans, dass die
3 ^^+ • • •

unyeränderlichen Werthen gleich sein müssen. Fttr ge-

d X
gebene VVerthe der x und sollen also die x so bestimmt

Cr t

werden, dass Z zn einem Minimum werde. Man erbalt so

die bekannten Gleichungen:

— X) + ;ii^ + A,^/=^4-..«0 u. s. w.

Statt der Coordinaten y ^ ... sollen nun n von einan-

der unabhängige Variabein p^ p^P^ • • • Pn eingeführt werden,

so dass die virtuelle Arbeit = Pj d|)j+ -^a + • • + -f*« <^ P»

und die lebendige Kraft T=\^^a^xp^px wird, wobei

die P/i und ^xX^^Ax Coordinaten abhängen

und die griechischen Buchstaben, wie im folgenden immer,

von 1 bis n gehen.

1) Lipschitz, Borch. Jour. 82. Band 316 (Uausüiiberger Mechanik I

16ti); Gibbs, Beiblätter IV 319.
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r«i«r Sie jt—ii'wfcwif 4» Mmmw «te. 221

Daun wird d^r Zw&ng 2s vie Lipsehitx (&. a. O. p. 330)

zdgte, aoieedr&ckt doreh:

wobd ^ die I>eteniiiii«ite aas den m^i und A^r die adjimgiite

rorstelit und

ge»etzi ist

Der Auödru. 1: für Z wird übeisiehtücber und ftir Tsfe-

wiaBe) pfajfiikalisdie Probl^e geagneter, wenn die lebendige

Knft T eingefulirt wird. Sdxt man n&mlich:

_ d c T c T
e

80 ist^) auch

und es wird:

z- '

J„ (T. - P,)* +A^(T,-P,^ + ...

+ 2^(r,-p.)(r,-p.) + ...

1) C. f. e. g. VAyUigh, der Sihall. p. III: Sticke), Borck.

Jan-. 107. p. »2.
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222 SÜMung der mathrphys, Claaae vom ö, Mai 1894.

Da dieser Ausdruck für den Zwang wie es scheint,

neu ist, so ist es niclit überflüssig, nachzuweisen, dass man

in Ausführung der Minimumsbedingung für zu den I/igrange-

schen Gleichungen kommt. Dabei hat man zu Folge der

obigen Bemerkung bei der Differentiation des Z nach die

Grössen und als gegeben oder fix anzusehen und

von der Beziehung:

— = (lux — Uxfi

Gebrauch zu machen. Man erhält so:

oder, da diese Summen einander gleich sind,

oder:

Da nun nach einer Eigenschaft der Determinanten:

A^v + ^2' + • •
^ <^ oder Null wird, je nachdem

9 Z
y SB= 1 oder y > l ist, so folgt also aus: r-^r- =s 0 auch

T, — Pj = 0 d. i. die Lagrange'sche Gleichung:

Für den Zwang Z lassen sich ganz ähnlich, wie niun

für die Lagrunge'sche Grund^^^leichung Nebenformen') auf-

stellte, noch andere Ausdrücke üuden.

Wichtig für die Anwendung ist die Bemerkung, dass

sich der Zwang Z. so darstellen ISsst, dass darin eine Be-

1) Weinstein, Wied. Ann. 15. Badde, Mechanik I 397.
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Waasmuth: Ueb«r die Anwendunff des Prineips ete. 223

sohleuDxgang z. B. von den Übrigen losgelöst erscbeint;

es ist: Z- J ^^(L^pjj^+ 2 M^Pi + N^) wo die L^M^N^

Z Z
die p* nicht enthalten und und aus 7^ » 0 leicht

gefanden werden können.

»Sind bei einem pliysikiilischon Probleme die virtuelle

Arbeit ]2 Pi/^^Pii und die lebendige Kraft ^=ö]S PxPx

gegeben, so lässt sieb mittelst der Gleichung I der Zwang

des Systems bestimmen; die Minimamseigenschafb 7on Z
drückt ein — in Tieien Fällen sicher neues — Gesetz

für das System aus, ganz abgesehen dayon, dass andere,

vielleicht schon bekannte Gesetze durch wirkliches Differenziren

des Z daraus folgen.*

So hat z. B. Herr Boltzmann in wundervoll einfacher

VV^eise an der Hand der Lagrange'schen Gleichungen, somit

sich stützend auf mechanische Vorgänge, in seinen Vor-

lesungen I die MaxwelPschen Gleichungen der Elektrizität

abgeleitet. BU erhellt, dass man auch vom Principe des

kleinsten Zwanges in der Form der obigen Gleichung I als

Obersatz ausgehen kann und, da die virtuelle Arbeit und die

lebendige Kraft angegeben werden, durch Aufsuchen der

Mininuimsbedingung zu den Lagrange'schen (ileichungen und

— nun ganz an der Hand Boltzniann's fortschreitend —
zu den JSklaxweirschen Gleichungen kommen niuss. Wenn

es auch auf diese Art schwer möglich sein wird, die klassischen

Methoden Boltzmann*8, besonders die im 2. Theile seiner

Vorlesungen, noch mehr zu vereinfachen, so drückt die Be-

dingung: Zass Minimum immerhin eine neuerkannte Wahr-

heit ans.

Als ein Beispiel möge der Fall von 2 cykliachen Coor-

dinaten px= ^'i und pt =C — von den langsam veränder-

lichen Parametern h werde einstweilen abgesehen — be-
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Pj4 = Lu noch hinzu: — —.— Auch erhellt aus inneren

224 Sitzung der math.'^y8. Claaae vom 5. Mai 1894,

trachtet werden. Hier ist :
2*= ^ o,i pj -f- ^ 0^ + Pi Pi

A B
a= 2^ r* + -g- r,* + 0 Ti 6, wenn Boltzmann^s Bezeichnung

eingeführt wird. Es folgt: an = ii, — J9, Ou = 0,

^«
l^^l

- ^ ^ - C;^, = ^, ^, = - 0, ^a, = ^

T^^j-^(Äl'i + 04), T^-^j-^{BU + er,). Ausserdem

möge wegen der Reibung oder Zähigkeit die von I\ayleigh

aufgestellte Zerstreuungütunktion (a. a. 0. 108 und 109 pg.)

durch
12 ('^^ ^» + • = ^ \ ^" ^' ^" ^'

beseichnet werden; dann tritt bekanntlich zu den Kräften

Gründen, dass = 0 ist.

Hiemit wird denn schliesslich der Zwang Z ausgedrückt

durch:

ZX{AB-C') = B (Ä l\ + Cg - A - 6n rj'

+ A^^^(Bt, + CQ'-L,^buli^

und es soll Z ein Minimum sein, derart, dass ^,« = 0 und

dZ
ssz 0 ist. Hierin stellen (Boltzmann I pg. 34 und 35)

^1 und ti die Stromstarken in 2 Leitern, hn und 632 deren

Widerstände, L, und die elektromotorischen Kräfte in

ihnen, A und B die Coefficienten der Selbstinduction und

€ den der gegenseitigen Induction vor. Sind noch Condeu-
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Wasamuth: Ueher die Anwendung des Princi^ elc. 225

satoren (I. c. I 35) eingeschaltet, so treten noch Glieder von

der Form: r?, 7, und d^l^ in die Khunmern.

Die Bedingung: Z= Minimuni spricht alsf) ein elektro-

d yn aniiselu'S Grundjijesetz aus und liefert die Tlieorie

der Selbstiuduction und wechselseitigen Inductiou für nicht

zu schnelle Stromschwankungen. Will man auch die pondero-

niotorischen Kräfte erhalten, so muss ein langsam ver-

änderlicher Parameter Ic neben ^, und als 3. Yariabele

eingefE&hrt, der allgemeine Ausdrack für Z aafj^stellt und

die Gleichung .. 0, wobei k und k als constant auzu-
9 k

sehen sind, gel)ildet werden; erst nachher liat man k = 0 und

Ä; = 0 KU nehmen und erhält, wie Boltzmann, die Beziehung;

dk'^ 2 Bk 2 dk ' * dk

Auch die Akustik bietet ein weites Feld zur Anwendung

des obigen Principes. Es treten da häufig in dem Ausdrucke

flSr die lebendige Kraft nur rein quadratische Glieder mit

gleichen Coefficienten auf, wesshalb sich dann die Gleichung

f&r den Zwang einfacher gestaltet.

Führt man die Abkürzung: Tft — P/t — Qfi ein, so ist

der Zwang Z gegeben durch:

d Z d Z
Die Bedingung: —rr- « 0 iSsst sich durch: . vr- » 0

o Po o f^o

ersetzen. Man hat nämlich:

^Z_dZlQ^ d Z dQn

1894. Matk-phya. GL 2. 16



226 Sitzung der math.-phys. Classe vom 5, Mai 1894.

oder wegen
^

^-^^Org

aus diesen «-(llcichun<^en folgt, da die Determinante: D= \afi¥\

nicht verschwindet, .allgemein:

Ditlerencirt man demnach den ohigen Ausdruck wirk-

lich« so ergeben sich die »-Gleichungen

:

\l^^=A' + + •• + Ö« = 0; (»• = 1 • •")

die, da die Determinante \Aitv\ = D*^~^ nie Null werden

kann, wiederum die Lagrange sehen Qleichungen: = 0 .

.

Q^= 0 nach sich ziehen.

Haben die Kräfte P ein Potential U. so dass Pu= — ~—
wird, und enthalten die Bedingongen die Zeit t ezplicit nicht,

80 hat man f&r die lebendige Kraft T einerseits:

oder

d T ' d T '

während andererseits, da T auch Funktion von j>, . . ist,

hieraus folgt durch Subtraction wegen:

i^iyui^ud by Googl



Wumuik: Utk» dU Ämce»dtmg des Prmeip» rie. 227

(/ T

d t
Pi ^1 + + • • •

wozu man

dU dU

addirfc uad so achliessUch wegen — Pfi s= sur Uleivliung:

dlT+U)
dt

gelangt. Man siolit sofort, das8 für ^, sss Q . . Q^sssO iiuoli

12=0 d. i. T -i-Uss Gonfttante sein muf» oder dfiMR Mich

aas den oben gefundenen Lagrange^schen Gleichungen auch

das Princip der Erhaltung der Energie ergiebt. Beides

iSsst sich gleichzeitig gewinnen, wenn man in dem Aus-

(Inicko für Z mit Hilfe der l^'/icliung: Tl=^ (^\ (-...,

eine der Grösson ^ U. eiimiuirt und die Mininunns«

dZ ^ Z
bedingungen : r-yr- == 0 . . = 0 nachher uiif«t»?llt. Zweck-

^ Vi ^ V»

mSssig ist es dabei, fQr den Zwang Z die Determinantcnform

aozowenden; es ist /. \\ für n = 3:

0 Qx «t «8

Q\ «II «it

8S «88

0 Ä (?a

^1 *di

/^g, <i„ ff„

8i ^88^i/s ^^81 ^"

wobei

11 = («II Pi + «»I r« + «81 ä)!'! + • • •

a r

^1~ ^21 -1- V% 4- flga 7^3
=

= *lt= «»I J^l + ^'Sf + «88 /'s
= litt.
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228 Sitzung der math.-phys, Glosse vom 5. Mai 1894.

Die Ausführung der Minimumsbedingungen ergiebt:

At Ä+ «, [P, -k Ai] + «s \Pi ^18— Ps ^nl = 0

As Ä + [Pt ii„— i»,^«] + «, [p, ^8, -A At'\ = 0

oder, da die Determinante dieses Systems p] \Afiy\ =2^! •

nie verscliwindet, 22 = 0 und (^^ = 0, = 0 d. i. das

Phncip Yon der Eoergie und die LagrangeWhen Gleichungen.

Eliminirt man in der allgemeinen Gleichung' A^p

-f- A^v + • • • + -4^1 0, y =s 1 . . « etwa Q,, mit der

Relation: = PiQi-\- > - . so folgt natürlich ebenso: i2 = 0,

Nachtrag*

betreffend lineare Stromverzweigungen.

Sind pi • . Pn wiederum cyklische Coordinaten, h^inPl

m •1

+ 2 ^« P> + • • + ^is Pi Ps + • • clie lebendige Kraft und ist

1 • 1 •

F= ^ hu 2)] -f- 2 p' + . . . + ^uPi 2^2 + . . die von Lord

Rayleigh eingeführte Zerstrennngsfunktion, so kommt zu

jeder Kraft noch die Kraft: — — (6^^ -f-

-{-•••) dazu und es ergiebt das Princip des kleinsten Zwanges,

d.ass

Z'D=2Af.rQf,Qv= Än(fil-tA2Ql-t-- +^^A^Q,Qt+,, (1)

ein Minimum für jedes Q sein mflsse; dabei ist also:

Qt^'^Jl [«'/«i^»+ öfA»Pt+ .
.]
— -P/« +^bt^Pi+ ft^Pt+ .

.]
(2)
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Watmitihs ÜA» die Amomninimg d$$ Prineip$ eU, 229

Gebt man znr Elektrodynamik über und setet: pg ss J*,,

p^sssj^,,, sowie

^= dt h"*^*
+ «»f« + •]—^t^+[^^i+ •

.]
(3)

80 giebt die Minimnmsbedlngung (1) eine Eigenschaft

einer linearen Stromverzweigung an. Dabei sind a,t,aitt

. . . die Coef&etenten der Selbstinduction des ersten, zweiten

Umlaufes, «i,, a,.,, a.,3 ... die Coefficienton der ^c^cnsoitif^en

Induction, die constante elektroinotorisclie Kraft; fernor

ist hu der Widerstand des ganzen ersten Umlaufes, 1.^.^ der

des ganzen zweiten Umlaufes u. s. w. und 6„ der Wider-

stand jenes Stückes der Leitung, das dem 1. und 2. Umlaufe

gemeinsam ist; du ist positiv, wenn </i und Jt dieselbe,

negativ, wenn sie entgegengesetzte Richtungen haben. Die

dZ
Ausführung der Minimumsbedingnng r-r- = 0 liefert: Qi=^0

* Vi

d. i. Fl = bn c/» + &M cT, + . • . + ^tn +
et

^ [an Ji + flu + . • .] (4) U. 8. W.

Das sind — etwas verallgemeinert — jene Gleichungen,

die Herr H. von Heimholt/ 1851 (Abhandl. I 435) für die

Induction in linearen Ötroiuverzweigunpfen , die man sich in

die möglichst geringe Zahl einfacher Umgänge zerlegt deukeu

muss, aufgestellt hat.

Für die Arbeit der verzögernden Kräfte erhält man vom

Zeichen abgesehen: |^ Pi + . . = -j- . .1 ti ^= 2F
l^Pi J

— [6„ Jf 4- 5„ e/j» -1- . . + 2 ,L -]-.:] dt i. die Jonle-

sche Wärme und sind alle »Suuimanden in der Klammer

positiv.

Nun werde angenommen, dass o„ = a,a = tt« = . . = 0;

= On» Obs = • • a Sei, wclcber Fall experimentell un-

schwer zu verwirklichen wäre. Dann wird:

dl
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230 SitMung der maihrjpkyt, (Hont vom 5, Mai 1894.

Qpt'^a + J, + . .] — P/i + fti/« J; + ^tf»/t + • • »nd

es niiiss: Z • a ~ Q] -\- Ql -\- . . ein Minimum sein, wie klein

auch a genommen wird. Für lim a = 0 werden die Strom-

stärken unabhüngig Ton der Zeit, also constant und es folgt

aus der Bedingung: « -|- -f- . . s Minimum;

= ^j« «^1 + • • — JfV =™ 0.

Die Gleichung: ^-7r=^0 kann, weil die Determinante

aus den b nicht verschwindet, durch: ^-s-» 0 ersetzt werden.

Es ist demnach für constaute Ströme: ^'=^, [(^iiue/|+. O""-^/«]*

für jedes zu einem Minimum zu machen.

Anmerkung. Eine oft genannte Minimnmseigenschaffc

für constante Ströme ergiebt sich aus der wohlbekannten

Gleicbnng:

worin : U= PiPi~^ . . das Potential der constanten Kräfte

1 1
Toisiellt und wie oben: T=s pl-\- =~ +

F=lb,/p\-^ .. = lh,,Jl.. ist.

Erlangen die Stromstärken: cTi, . . die anfangs Null

waren, für ^ s= oo ihre yoUen Starken J'i, J« . . so ist (wegen

dT dTdJ,. . . dT . , , . _ . .

*:» j = STT "-n -TT • •) auch -5-7- = 0 und das in i rechts
dt dJi dt * ' dt

stehende i^, das aus lauter positiven Gliedern besteht, erlangt

seinen grüssten Wertli. Demnach wird diu negative linke

Seite in I d. i. JF H- - Jl + . . - (P. J;+ P, + ..)

ein Minimum für jedes J darstellen.
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