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Zur Integration der DiSusionsgleichuiig bei

variabeln Diffasionscoefäcienten.

Von Ludwig Boitin manu.

(Sktgikui/im S. MaL)

Herr 0. Wiener gab*) eine interessante Methode au,

den Vorgang der Diflfasion zweier Flüssigkeiten in allen

Schichten gleichzeitig zu beobachten. Dabei zeigte sich be-

deutende Veränderlichkeit des Diffasionscoefficienten. Herr

Wiener zeigt, wie man diesem Umstände bei Berechnung

der Versuche durch ein Näherungsverfahren Rechnung tragen

kann. Ich habe nun schon vor langer Zeit ein Integrale

der Difi'usions^leichung für variabeln Diffusionscoefficienten

gefunden, welches Uausmaninger^) allerdings mit geringem

Erfolge zur Berechnung der Versuche Waitz^s verwendete.

Da dasselbe vielleicht zur Berechnung der Wienerischen

Versuche nützlich sein könnte, so erlaube ich mir hier noch-

mals darauf zurückzukommen.

Zählen wir, wie Hr. Wiener die -\- x von der ursprüng-

lichen Grenze der übereinandergeschichteten Flüssigkeiten

aus vertikal nach abwärts, bezeichnen mit n^^ n die

Brechungsindices in der obern resp. untern reinen und an

irgend einer Steile der gemischten Flüssigkeit, mit t die

1) Wied. Ann. 49 p. 106, 1898.

2) Sitxongsber. d. Wien. Akad. Bd. 86, p. 1078, 1882.
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212 Sitzung der math^phys, CUwm vom S» Mai 1894,

seit Beginn der DiÖ'nsion verilossene Zeit und nehmen an,

dass n die partielle Differentialgleichung

dn d

dt d

erfüllt, wo k eine «^ei^ehene Funktion von n ist, sowie, dass

die Diffusion weder Hoden noch Niveau der obern Flüssig-

keit in merkliclier Weise erreicht hat, so folgt allgemein

i C

Vin = n^ 3— 2)

2k

— 00

Man sieht, dass n und daher auch h nur Funktion von

xiY^ ist. Unter den Integralzeichen ist immer der Werth

des k für x:Yi=X zu verstehen. Ich will mich hier nicht

weiter danuif einlass<'n, wie diese Formel al)geleitet werden

kann; dass sie alle Bedingungen der Aufgabe erfüllt, sieht

man ohne weiteres. Die Gleichung 2) würde auch richtig

sein, wenn k direkt als Funktion von X'.Vt gegeben wäre;

man konnte dann n unmittelbar daraas berechnen. Da aber

hier Tc nicht direkt als Funktion von xiVt gegeben ist,

sondern eine zu findende Funktion von n ist, so kann diese

Formel zur Berechnung der Versuche nicht verwendet werden.

Man muss vielmehr /: aus derselben berechnen. Man findet

zunächst, wenn man wieder X= x\yi setzt

und hieraus bei coustantem t

00

' X • dx* 4)

dx

^ 1 frf«
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Boltmann: Zur Integration der IHffftebmagleitihwng, 213

Ur. Wiener findet nun durch das Experiment direkt

Garven, deren (ron einer schrägen Geraden an gezählte)

d n
Ordiuateu jg den VVertheu von 3— niultiplicirt mit der Con-

ax
stanten a S gleich sind, während die Ahscissen y = yQ-\- xjij

sind. (Siehe dessen Fig. 13 pag. 123.) Dabei ist 17 eine

experimentell gegebene Constante, aber der Werth des ij

für die Stelle, wo die schräge Gerade die ursprüngliche

Trennungsiiäche der beiden Flüssigkeiten schneidet. Daraus

Wir berechnen nnn zn irgend einem x das dazu ge-

hörige ?/, ziehen die diesem y entspreclieiule Ordinate js

der Diffusionscurve, bezeichnen mit f den Flächeiiniuni, der

links von der Ordinate ^f, oben von der schrägen Geraden,

unten von der Diffusionscurve begrenzt ist, und mit die

Abscisse des Schwerpunkts dieses Flächenranmes. Dann ist

der Werth des Ditfusionscoeflicieuten für das betreffende x

und t. Kann der Anfang der Diffusion nicht genau festgestellt

werden, so ist er natürlich als 2. Unbekannte einzuführen,

die Gleichung 6) für 2 Terschiedene Zeiten aufzustellen, und

daraus h und der Zeitanfang zu bestimmen. Die Vermuthung

Herrn Wieners, dass der Diffasionscoeffieient besser aus Ver-

suchen mit geringen Concentration.-^uiiteiäehieden berechnet

werden kann, dürfte vollkommen richtig .sein. Dagegen kann

die obige Formel dienen, um zu contruliren, ob für beträcht-

liche Goncentrationsdifferenzen die Gleichung 1) gilt, in welchem

folgt

:

9

6)
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214 aUMung der Ohne vom 6, Mm 1894,

Falle für beliebige Zeiten für gleiche Werthe voq n also

von «2 — ff] auch für k derselbe Werth folgen raüsste.

Sollte die Gleichung 1) nicht gültig sein, so könnte

eine analoge yon der Ooncentration u gelten, so dass

— =— Tx

wwe. Wäre dann u=^f{n) und setzt man (») = A x= A;,

80 hätte man

oder

dt dx\ dX/ ^

dt hdx^

An Stelle der Gleichungen 2), 3), 4) und 5) wOrde folgen

X

ffls fI.—

2k

2 a)

— 00

hl dn , d^ti . dk (d w\*

T dl

j^hxdx^^^ XhsCy — y^dij 4a)

Wäre h als Function von n=sn^— iqf bekannt, so mfissten

also die Ordinaten der Diffusionscurve eine Oorrection er-

fahren und es müsst« erst von dieser corrigirten Curve der

Schwerpunkt gesucht werden.

Man könnte auch l)lo.s.s voraus.setztMi, dass n die Glei-

chung 1 a) erfüllt und ohne Rücksicht auf ihre Bedeutung

h und X; ab 2 unbekannte Functionen von ft betrachten.
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BolUmann: Zur Int^atio» der DiffmionsgUichung, 215

Dann niüsste mau so verfahren. Für eine bestimmte Diffusious-

curve itft t coustant. Daher folgt aus Gleicliuog 3 a)

hxdn
2

also

i dx * d«* ' dn \dxf '

\ d k
In dieser Gleichuus sind die beiden Grössen r und

^ also die beiden Goefficienteu der Gleichung 1 b) als die

beiden Unbekannten (unbekannte Functionen von n) zu be-

tracliten. Die übrigen Grössen können wie Hr. Wiener

zeigt, leicht für jede DitFusionscurve berechnet werden. Man

niiiss also in 2 zu verschiedenen Werthen von t gehörigen

Diifuäionscurven solche Ordinaten (y) suchen, fQr welche n

(also die Flächen f bis zu diesen Ordinaten) gleiche Werthe

bähen. Diese beiden Stellen der beiden Diffusionscurren

liefern 2 Gleichungen für die zu jenem n gehörigen Werthe

1 dk k
on 7-3— und ^. Wäre auch der Zeitanfang unbekannt,

n a n n

so müs.ste nocli eine 3. Gleichung aus einer 3. DitFusions-

curve beigezogen werden. Man kann also so für l)oliebig

viele n die Werthe der beiden Coefficienten der Gleichung 1 b)

bestimmen. Natfirlicb ist dieses Verfahren auch anf den

eingangs betrachteten Fall, dass die Gleichung 1) gilt, an-

wendbar nnd dflrfte auch da dem früher beschriebenen vor-

zuziehen sein.

Besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse natür-

lich wieder für den Punkt, wo ^ sein Maximum bat, also

dßfdy^O ist. Für diesen Punkt ist

h dn 2jst
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210 Sitzung der matk.-j^iys. Clane vom 5. Mai ItiUi.

Bezeichnen wir den Maximalwerth des z zu 2 verschie-

denen Zeiten und mit und die dazu ^eliöri^eii

y mit und y^^ so ist also, wenn mau anuiramt, dass sieb

, ,
'

in der Zeit L — t. nicht erfaebUch Terftndert hat
h an » i

1 ^J? ^ _ ^± ^ [//q
— y% _ - vA

IQ)
h d n 2 (/j — /J L *j .1

Man könnte nun ans Versuchen mit geringer Goncen-

triitionsdifferenz k als Function von n und daraus dJcidn

Ijcrechnen. Würden diese Werthe mit den für grosse Concen-

triitionsunterscliiede nach der letzten Formel (darin Ä = 1

gesetzt) berechneten stimmen, 80 wäre dies ein Beweis der

Gültigkeit der Gleichung 1).

Obwohl die vorliegeuden Versuche Hm. Wieners zu

einer ausführlichen theoretischen Discussion, wie er selbst

bemerkt, noch zu ungenau sind, so will ich doch die Formel9)

auf das Difigianim Wieners Fig. 15 p. 135 anwenden, um

überhaupt zu zeigen, wie die numerische Berechnung ge-

schehen kann. Daselbst ist

£»--a ^ 575 9 ^ j ^^IQQ.ß^j^ d«1.027cm
o7o»o

4*18
t = -^j- Tage, — y« etwa 4 mm, 0^20 mm, daher

1 rfA_ 53cm*

Ä äfi"" Tag

Würde die Gleichung 1) gelten, so w&re h^l; obiger

Ausdruck wäre also gleich dkldn. Anderseits findet Herr

Wiener für k zwischen Wasser und d^/oiger Salzsäure

den Werth Ä?, = 2 • 8, zwischen Wasser und 26^/oiger Salz-

säure aber Ä\, = 4 • 2, daher — Ä'j = 1 • 4 cm*: Tag. Der

Unterschied der Brechuugsiudices zwischen Wasser und der

Digitized by Googl



Boltzmann: Zw hitegralwn der DiffmionsgUiclmng, 217

letzten Salzsäure ist i]f:aö^ wobei /' die Fläche zwischen

fler schiefen (Jt-rath^n und einer der Curven der Fig. 15 ist.

Schätzt man / zu ü cm* (die Figur ist 7« linear verkleinert),

80 wird rjf:ad = 0'Ob. Ä*, und l\ sind die Diffusions-

eoefficienten beim mittlem Salzsäuregehalt. Es eDtsprichfc

also ib| fast reinem Wasser, aber 13®/o Salzsäure. Daher

entspricht der Aenderang — Diffosionscoefödenten

etwa die Aenderang 0*025 des Brechangsindez; es

iät also

Dies stimmt gut mit dem oben für dkidn gefundenen

Werth fiberein, was aber auch ein Zafall sein kann. Die

Ableitung weiterer ffir die Berechnung nfitzlicher Formeln

wird besser geschehen, wenn neue Beobachtungen Torliegen.

Digitized by Google


