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Zur Integration der Diffusionsgleichung bei
variabeln Diffusionscoefficienten.

Von Ludwig Boltzmann.

(Bingelaufen 5. Mai.)

Herr O. Wiener gab?!) eine interessante Methode an,
den Vorgang der Diffusion zweier Fliissigkeiten in allen
Schichten gleichzeitig zu beobachten. Dabei zeigte sich be-
deutende Veriinderlichkeit des Diffusionscoefficienten. Herr
Wiener zeigt, wie man diesem Umstande bei Berechnung
der Versuche durch ein Niiherungsverfahren Rechnung tragen
kann. Ich habe nun schon vor langer Zeit ein Integrale
der Diffusionsgleichung fir variabeln Diffusionscoefficienten
gefunden, welches Hausmaninger?) allerdings mit geringem
Erfolge zur Berechnung der Versuche Waitz's verwendete.
Da dasselbe vielleicht zur Berechnung der Wiener'schen
Versuche niitzlich sein kinnte, so erlaube ich mir hier noch-
mals darauf zurtickzukommen.

Zahlen wir, wie Hr. Wiener die + z von der urspriing-
lichen Grenze der iibereinandergeschichteten Fliissigkeiten
aus vertikal nach abwiirts, bezeichnen mit =, n, n die
Brechungsindices in der obern resp. untern reinen und an
irgend einer Stelle der gemischten Flissigkeit, mit ¢ die

1) Wied. Ann. 49 p. 105, 1893.
2) Sitzungsber. d. Wien. Akad. Bd. 86, p. 1073, 1882.
14*
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seit Beginn der Diffusion verflossene Zeit und nehmen an,
dass n die partielle Differentialgleichung

2n 9 on
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erfiillt, wo I eine gegebene Funktion von n ist, sowie, dass
die Diffusion weder Boden noch Niveau der obern Fliissig-
keit in merklicher Weise erreichb hat, so folgt allgemein
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Man sieht, dass # und daher auch k nur Funktion von
2:Vt ist. Unter den Integralzeichen ist immer der Werth
des k fir z:Vt =2 zu verstehen. Ich will mich hier nicht
weiter darauf einlassen, wie diese Formel abgeleitet werden
kann; dass sie alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt, sieht
man ohne weiteres. Die Gleichung 2) wiirde auch richtig
sein, wenn & direkt als Funktion von z:V/t gegeben wiire;
man konnte dann 2 unmittelbar daraus berechnen. Da aber
hier % nicht direkt als Funktion von z:Vt gegeben ist,
sondern eine zu findende Funktion von » ist, so kann diese
Formel zur Berechnung der Versuche nicht verwendet werden.
Man muss vielmehr % aus derselben berechnen. Man findet
zuniichst, wenn man wieder A=z:Vt setzt
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und hieraus bei constantem t
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Hr. Wiener findet nun durch das Experiment direkt
Curven, deren (von einer schriigen Geraden an geziihlte)
Ordinaten z den Werthen von g—:;
stanten a 0 gleich sind, wiithrend die Abscissen y =y, + zfy
sind. (Siehe dessen Fig. 13 pag. 123.) Dabei ist 5 eine
experimentell gegebene Constante, y, aber der Werth des y
fir die Stelle, wo die schriige Gerade die urspriingliche
Trennungsfliche der beiden Fliissigkeiten schneidet. Daraus
folgt :

multiplicirt mit der Con-

ol 5
k=5 120—w)dy 5)

y

Wir berechnen nun zu irgend einem z das dazu ge-
horige y, ziehen die diesem y entsprechende Ordinate 2
der Diffusionscurve, bezeichnen mit f den Flichenraum, der
links von der Ordinate z, oben von der schrigen Geraden,
unten von der Diffusionscurve begrenzt ist, und mit y, die
Abscisse des Schwerpunkts dieses Flichenraumes. Daun ist

f=f:°zdy, y.-f=f:° zydy, daher ist

T y’ f (.1/. i Lo)

= %
der Werth des Diffusionscoefficienten fiir das betreffende x
und ¢. Kann der Anfang der Diffusion nicht genau festgestellt
werden, so ist er natiirlich als 2. Unbekannte einzufiihren,
die Gleichung 6) fiir 2 verschiedene Zeiten aufzustellen, und
daraus k& und der Zeitanfang zu bestimmen. Die Vermuthung
Herrn Wieners, dass der Diffusionscoefficient besser aus Ver-
suchen mit geringen Concentrationsunterschieden berechnet
werden kann, diirfte vollkommen richtig sein. Dagegen kann
die obige Formel dienen, um zu controliren, ob fiir betricht-
liche Concentrationsdifferenzen die Gleichung 1) gilt, in welchem
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Falle fiir beliebige Zeiten fiir gleiche Werthe von n also
von 2, — fn auch fir & derselbe Werth folgen miisste.
Sollte die Gleichung 1) nicht giiltig sein, so konnte
eine analoge von der Concentration w gelten, so dass
Pue_ 0L (s0%
9t 9z \ dx
wiire. Wiire dann % =f (n) und setzt man £ (n) =h, hx =¥,
so hiitte man

an_i(,a_n)
hﬂ—az I”az L8)
oder an Ekda  10k[In)?

3 kg ;Tﬁ(—) Lh)

An Stelle der Gleichungen 2), 3), 4) und 5) wiirde folgen
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Wiire & als Function von #=n,—#f bekannt, so miissten
also die Ordinaten der Diffusionscurve eine Correction er-
fahren und es miisste erst von dieser corrigirten Curve der
Schwerpunkt gesucht werden.

Man kinnte auch bloss voraunssetzen, dass n die Glei-
chung 1a) erfiillt und ohne Riicksicht auf ihre Bedeutung
h und k als 2 unbekannte Functionen von = betrachten.
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Dann miisste man so verfahren. Fiir eine bestimmte Diffusions-
curve ist ¢ constant. Daher folgt aus Gleichung 3a)

hzdn d’n dk (dn
—‘:’._t(—l—;:-*- (lz"+dn dx) S L
also
22 1dk  ldzk | 9
ad hdn 11dyll+2-t(y_y°)z—0 L
In dieser Gleichung sind die beiden Grissen 14 und

han
7’:— also die beiden Coefficienten der Gleichung 1b) als die

beiden Unbekannten (unbekannte Functionen von n) zu be-
trachten. Die iibrigen Grossen kounen wie Hr. Wieuer
zeigt, leicht fiir jede Diffusionscurve berechnet werden. Man
muss also in 2 zu verschiedenen Werthen von ¢ gehorigen
Diffusionseurven solche Ordinaten (y) suchen, fiir welche #
(also die Flichen f bis zu diesen Ordinaten) gleiche Werthe
haben. Diese beiden Stellen der beiden Diffusionscurven
liefern 2 Gleichungen fiir die zu jenem n gehirigen Werthe

Z—g—é un d,’: Wiire auch der Zeitanfang unbekannt,
so miisste noch eine 3. Gleichung aus einer 3. Diffusions-
curve beigezogen werden. Man kann also so fiir beliebig
viele 2 die Werthe der beiden Coefficienten der Gleichung 1b)
bestimmen.  Natiirlich ist dieses Verfahren auch auf den
eingangs betrachteten Fall, dass die Gleichung 1) gilt, an-
wendbar und diirfte auch da dem friiher beschriebenen vor-
zuziehen sein.

Besonders einfach gestalten sich die Verhiltnisse natiir-
lich wieder fiir den Punkt, wo z sein Maximum hat, also
dzldy =0 ist. Fir diesen Punkt ist

Ldk_y(y,—y)ad 9)
hdn 22t
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Bezeichnen wir den Maximalwerth des 2z zu 2 verschie-
denen Zeiten £, und #, mit 2, und 2, die dazu gehirigen
y mit y, und y,, so ist also, wenn man annimmt, dass sich

]t:;:: in der Zeit f, — ¢, nicht erheblich verindert hat

1dk

hdn 2(t,—1t,)

2, 2,

')a", [.”o—‘?/s_.’/o'_yl] 10)

Man kionnte nun aus Versuchen mit geringer Concen-
trationsdifferenz & als Function von n und daraus dk:dn
berechnen. Wiirden diese Werthe mit den fiir grosse Concen-
trationsunterschiede nach der letzten Formel (darin A=1
wesetzt) berechneten stimmen, so wire dies ein Beweis der
Giiltigkeit der Gleichung 1).

Obwohl die vorliegenden Versuche Hrn. Wieners zu
einer ausfiihrlichen theoretischen Discussion, wie er selbst
bemerkt, noch zu ungenau sind, so will ich doch die Formel9)
auf das Diagramm Wieners Ifig. 15 p. 135 anwenden, um
tiberhaupt zu zeigen, wie die numerische Berechnung ge-
schehen kann. Daselbst ist

e,—a__ 575-9

p=-t—=- - =0:851, a=100-6cm, d=1-027 cm
e 676-5

- Tage, y, — y = etwa 4 mm, £ =20 mm, daher
1dk__53em?
hdn— Tag

Wiirde die Gleichung 1) gelten, so wiire A = 1; obiger
Ausdruck wiire also gleich d/Jdn. Anderseits findet Herr
Wiener fiir & zwischen Wasser and 3°[piger Salzsiiure
den Werth k, = 2. 8, zwischen Wasser und 26°oiger Salz-
siure aber ky, =4 -2, daher ky — &, = 1-4 cm*:Tag. Der
Unterschied der Brechungsindices zwischen Wasser und der
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letzten Salzsiure ist 3 f:ad, wobei f die Fliche zwischen
der schiefen Geraden und einer der Curven der Fig. 15 ist.
Schiitzt man [ zu G cm? (die Figur ist f; linear verkleinert),
so wird 7f:ad =0-05. % und k, sind die Diffusions-
coefficienten beim mittlern Salzsiuregehalt. Es entspricht
also %, fast reinem Wasser, k, aber 13 Salzsiure. Daher
entspricht der Aenderung &, —k, des Diffusionscoefficienten
etwa die Aenderung 4 n=0:025 des Brechungsindex; es
ist also

ks"kl

=56

Dies stimmt gut mit dem oben fiir d k:d n gefundenen
Werth iiberein, was aber auch ein Zufall sein kann. Die
Ableitung  weiterer fiir die Berechnung niitzlicher Formeln
wird besser geschehen, wenn neue Beobachtungen vorliegen.



