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Eatoptrisolie Eigenschaften der Flächen 2. Grades.

Von S. F inst erwalder .

(Eingtlanfm 6. Februar.)

In einer Reihe von Untersuchungen1) hat Herr Staude 
die Focaleigenschaften der Flächen 2. Grades mit Zuhilfe
nahme der hyperelliptischen Integrale behandelt und dabei 
schöne Resultate, darunter namentlich eine neue und elegante 
Fadenconstruction des Ellipsoides, erhalten. Ich habe später 
gezeigt, dass sich diese Construction unter Benützung ein
facher, der Optik entnommener Vorstellungen auf rein geo
metrischem Wege beweisen lässt und dann gleichsam als 
Ausfluss einer katoptrischen Eigenschaft der Flächen 2. Grades 
erscheint.*) Staude hat nun neuerdings auf eine weitere 
katoptrische Eigenschaft des Ellipsoides aufmerksam gemacht, 
deren erster Teil darin besteht, dass Strahlen, die von einem 
innerhalb des Ellipsoides gelegenen Punkte der Focalhyperbel 
ausgehen, sich nach dreimaliger Reflexion: zuerst an der 
(als spiegelnden Draht gedachten) Focalellipse, dann an der 
Focalhyperbel und endlich an der Innenseite des Ellipsoides 
wieder in Punkten der Focalellipse sammeln.3) Diese Eigen
schaft beruht gleich jener früheren auf einem speciellen Fall 
eines sehr leicht zu beweisenden Satzes, mit dem sich der

1) Mathematische Annalen, Bd. XX n. XXI.
2) Mathematische Annalen, Bd. XXVI.
•3) Mathematische Annalen, Bd. XXVII. pg. 417.
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§ 1 der folgenden Untersuchung beschäftigt. Der § 2 soll 
die Anwendbarkeit dieses Satzes auf das in dieser Allgemein
heit noch nicht behandelte Problem der R e f l e x i o n  eines 
St rah l enbünde l s  an e iner  s p i eg e lnde n  F l ä ch e  
2. Grades zeigen und die Erweiterung eines von Linde lö f  
für die Reflexion von Strahlen parallel zur Achse eines 
spiegelnden Ellipsoides gefundenen Satzes1) bieten. Im § 3 
endlich wird durch Hereinziehung der bekannten, auf Que- 
telet und Malus zurückreichenden Construction einer Wellen
fläche des Systems der reflectierten Strahlen der strenge Be
weis dafür gegeben, dass gewisse, in § 2 anftretende Curven 
Rückkehrkanten der Brennfläche des Systems der reflectierten 
Strahlen sind. Damit ist ein erster Beitrag zur gestaltlichen 
Untersuchung jener Brennflächen geleistet.

§ 1.
1) Der Tangentialkegel K, welcher von einem Punkte P 

ausserhalb einer Fläche 2. Grades E an diese gelegt werden 
kann, hat die Normalen zu den drei zu E confocalen Flächen, 
die durch P gehen, zu Achsen und die Tangentialebenen in 
P an dieselben drei Flächen zu Hauptebenen. *)

2) Wenn sich zwei Tangentialebenen eines Kegels 2.0rd. 
in einer Geraden einer der Hauptebenen des Kegels schneiden, 
so halbiert die zu dieser Hauptebene senkrechte Achse so
wohl den Winkel der beiden Tangentialebenen, als auch den 
Winkel der beiden Berührlinien, mit welch’ letzteren sie 
zugleich in einer Ebene liegt.

3) Berücksichtigt man, dass die Hauptebenen des Kegels K 
Tangentialebenen der drei zu E confocalen Flächen sind, so 
kann man den folgenden Satz aussprechen:

Zwei Tangentialebenen einer Fläche 2. Grades E, welche
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1) Vergl. das Citat bei § 2., 1).
2) Vergl. Salmon - Fiedler Analytische Geometrie des Raumes. 
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sich in einer Tangente T einer zu E confocalen Fläche F 
schneiden, liegen symmetrisch zur Normale N  auf F im 
Berührpunkte P von T.

Die Linien, welche P mit den Berührpunkten der 
Tangentialebenen an E verbinden, liegen mit N in einer 
Ebene und ihr Winkel wird von N  halbiert.

4) Denken wir uns irgend eine developpable Fläche Dx 
der Fläche E umschrieben und ihren Schnitt S mit einer zu 
E confocalen Fläche F aufgesucht. In jedem Punkte von S 
legen wir durch die zugehörige Tangente T die symmetrische 
Ebene zur Tangentialebene von D in Bezug auf die Normale 
N von F. Dieselbe wird, wie aus obigem, natürlich auch
umkehrbaren Satze hervorgeht, ebenfalls die Fläche E be
rühren und die Gesammtheit der zu den Tangentialebenen 
von Dt symmetrischen Ebenen umhüllt demnach eine zweite, 
der Fläche E umschriebene Developpable D8. Beide Develop- 
pablen schneiden sich in der Curve S auf der Fläche F, und 
Erzeugende von Dt und D,, die sich in einem Punkte von S 
treffen, können zufolge der in obigem Satze (3) ausgesprochenen 
Symmetrie als ein Paar an F reflectierter Strahlen gelten. 
Hierauf folgt der Satz:

W e r d e n  die E r z e u g e n d e n  e iner  Deve lop-  
pab l en  Dlf die  e iner  F l ä ch e  2. Grades E um
sch r i ebe n  ist, an e iner z u E  confocalen F l ä c he  F 
r e f l e c t i e r t ,  so b i lden  sie nach der R e f l e x i o n  
wi ederum eine D e v e l o p p a b l e  Da, die e b e n f a l l s E  
umschr i eben  ist.

Man kann nun weiter schliessen, dass ein ganzes Strahlen
system , das E als einen Mantel der Brennfläche hat, und 
dessen Geraden sich demnach zu Developpablen ordnen lassen, 
die diesem Mantel umschrieben sind, bei Reflexion an F ein 
Strahlensystem liefert, von dem ein Mantel der Brennfläche 
wieder durch E gebildet wird. Ein Strahlensystem endlich, 
das zwe i  confocale Flächen zu Brennflächen hat, geht bei

8*
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Reflexion an einer dritten in sich selbst über. Dieser letztere 
Satz bildete den Ausgangspunkt meines Beweises für die 
Fadenconstruktion des Ellipsoides. Was nun die Eingangs 
erwähnte, von Herrn Staude gefundene, katoptrische Eigen
schaft des Ellipsoides betrifft, so sei bemerkt, dass dieselbe 
einen Grenzfall des allgemeinen Satzes darstellt, bei dem 
abwechselnd die Ausgangsfläche E und die spiegelnde Fläche F 
in Focalcurven ausgeartet sind.

§ 2.
1) Der allgemeine Satz des § 1 verhilft uns zu einer 

-Bestimmung der Brennflächen, die bei Reflexion eines 
Strahlenbündels an einer beliebigen Fläche 2. Grades ent
stehen. Es gelingt nämlich leicht, die Strahlen des Bündels 
in doppelter Weise so in Kegel zusammenzufassen, dass die 
Strahlen eines Kegels nach ihrer Reflexion an der spiegeln
den Fläche eine Developpable bilden. In der That ist F die 
spiegelnde Fläche und P der leuchtende Punkt, so werden 
alle Tangentenkegel, die von P aus an die zu F confocalen 
Flächen gelegt werden können, die verlangte Eigenschaft 
haben. Diese Kegel bilden ein confocales System, dessen 
Brennstrahlen die Erzeugenden des durch P gehenden, zu F 
confocalen, einschaligen Hyperboloides sind. Sie schneiden 
auf der Fläche F das System k a t o p t r i s c h e r  L i n i e n  
aus, welche die Fläche doppelt überdecken und längs welchen 
sich die reflectierten Strahlen zu Developpablen zusammen
fassen lassen. l) Jede dieser Developpablen ist derselben zu F
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1) Der Begriff der katoptrischen Linien findet sich zuerst bei
Lindelöf („Note on caustics produced by reflexion.11 Report o f the 
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confocalen Fläche umschrieben, von der auch der zugehörige 
Kegel einfallender Strahlen berührt wird. Die katoptrischen 
Linien sind im Allgemeinen Raumcurven 4. Ordnung 1. Species, 
der Schnitt eines Kegels 2. Ordnung mit der spiegelnden 
Fläche. Die Klasse, der Developpablen ist 14, da sie zu
sammen mit dem Kegel der einfallenden Strahlen das der 
katoptrischen Linie (8. Klasse) und der spiegelnden Fläche 
(2. Klasse) gemeinsam Umschriebene ausmacht. Den Haupt
ebenen des confocalen Systems der Kegel entsprechend, 
werden drei der katoptrischen Linien in Kegelschnitte aus
arten. Die zugehörigen Developpablen sind demnach einem 
Kegelschnitt und einer Fläche 2. Ordnung umschrieben und 
daher von der 4. Klasse. Sie haben ausserdem die Ebene 
der eigfallenden Strahlen als Doppelebene und sind daher 
von der 6. Ordnung. Die Berührcurve der Developpablen auf 
der Fläche 2. Ordnung ist umgekehrt von der 6. Klasse und 
4. Ordnung und hat in dem leuchtenden Punkt einen Doppel
punkt.

2) Jede Developpable hat ihre Rückkehrkante auf der 
einen Schale der Brennfläche des Systemes der reflectierten 
Strahlen. Von den speciellen Developpablen 4. Klasse soll 
nun auch gezeigt werden, dass die vorhin erwähnten Curven 
4. Ordnung, längs welcher sie die zugehörigen Flächen 
2. Grades berühren, ebenfalls auf der Brennfläche liegen.

Die einfallenden Strahlen erfüllen nämlich in dem spe
ciellen Falle eine Ebene A, welche die zu F confocale Fläche E 
im leuchtenden Punkte P berührt und auf F den Kegel
schnitt C — eine specielle katoptrische Linie — ausschneidet. 
Der A nächstbenachbarte Kegel des confocalen Systems ver
läuft zu beiden Seiten der Ebene A und bestimmt in der 
Nachbarschaft des Kegelschnittes G zwei Zweige katoptrischer 
Linien, deren Distanz wir allenthalben als Unendlichkleines 
erster  Ordnung annehmen können. Die zu F confocale 
Fläche E', welche von diesem benachbarten Kegel berührt
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wird, weicht von E nur um ein Unendlichkleines zweiter 
Ordnung ab. Sobald wir dieses vernachlässigen finden wir, 
dass die 3 Developpablen, welche von C und den nächst
benachbarten Zweigen katoptrischer Linien ausgehen, ein und 
dieselbe Fläche E berühren und, da sie selbst unendlich benach
bart sind, sich auf dieser Fläche längs der Berührcurve R 
der C und E gemeinsam umschriebenen Developpablen 
schneiden. Die Curve R liegt dann notwendig auf der 
Brennfläche, als dem Ort der Schnittpunkte benachbarter 
Strahlen des Systems; ausserdem berühren sich längs ihr, 
die Brennfläche, die Fläche E und die specielle Develop
pable gegenseitig.

§ 3.

1) Die drei Berührcurven R, die den drei Hauptebenen 
des Systems der confocalen Kegel entsprechen, spielen auf 
der Brennfläche eine ausgezeichnete Rolle; sie sind, wie sich 
aus dem Vorhergehenden vermuten lässt und in dem Nach
folgenden bewiesen wird, Rückkehrkanten der Brennfläche. 
Um diesen Beweis zu führen, wollen wir einen ändern Weg 
einschlagen.

Wenn man zu dem leuchtenden Punkt P die Gegen
punkte in Bezug auf alle Tangentialebenen der spiegelnden 
Fläche F aufsucht, so erfüllen diese eine neue Fläche W, 
welche die Eigenschaft hat, das System der von P ausge
gangenen und an F reflectierten Strahlen normal zu durch
setzen. Die Brennfläche der reflectierten Strahlen ist dem
nach die Krümmung8centrafläche von W, und den katop
trischen Linien auf F entsprechen die Krümmungslinien von W.

Die Fläche W  steht in engster Beziehung zur Fuss- 
punktsfläche von F mit P als Pol. Beide sind ähnlich und 
Bezug auf P ähnlich liegend; die erstere dabei von doppelten 
Dimensionen wie die letztere.
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Nach einem bekannten Satze1) ist die Fusspunktsfläche 
identisch mit der inversen der reciproken Fläche der Original
fläche, wenn bei der inversen und der reciproken Transfor- 
formation dieselbe Eugel um P als Mittelpunkt zu gründe 
gelegt wird. Demnach kann die Fläche W durch folgende 
3T Transformationen aus der Fläche F erzeugt werden: a) F 
geht durch eine reciproke Transformation an einer beliebigen 
Eugel um P als Mittelpunkt über in 2 ; b) 2  geht durch 
eine inverser Transformation an derselben Eugel über in JI; 
c) I I  geht durch eine Aehnlichkeitstransformation mit P als 
Centrum und dem Vergrösserungsverhältnis 2 :1 über in W.

Die beiden letzten Transformationen führen die Krümmungs
linien wieder in solche über. Die Krümmungslinien von W  
kommen demnach wesentlich auf die Krümmungslinien von 2  
zurück. Die Fläche 2  ist in unserem Falle als reciproke 
Fläche der Fläche 2. Ordnung F eine solche zweiter Klasse 
und ihre Krümraungslinien sind bekannt. Ihnen entsprechen 
auf der Fläche F die katoptrischen Linien in der Art, dass 
den Punkten der Krümmungslinien auf 2  Tangentialebenen 
in Punkten der katoptrischen Linien auf F zugehören.

Unter den Krümmungslinien von 2  sind die Haupt
schnitte ausgezeichnet. Sie werden durch das Polartetraeder 
bestimmt, das 2  und dem unendlich fernen Kugelkreis ge
meinsam ist. Diesem Tetraeder entspricht vermöge der reei- 
fjroken Transformation das gemeinsame Polartetraeder der 
Fläche F und des Kegels I, der von P nach dem unendlich 
fernen Kugelkreis geht. Eine Ecke des letzteren Tetraeders 
ist P  selbst; dessen Gegenseite die Polarebene in Bezug auf F. 
Die drei anderen Seiten bilden das gemeinsame Polardreikant 
des Tangentialkegels K von P an F und des Kegels I. Es 
sind dies demnach die drei Hauptebenen des Kegels K und
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sie bestimmen die katoptrischen Linien auf F, welche den 
Hauptschnitten von 2  entsprechen.

Wir haben in § 2, 2) gefunden, dass denselben katop
trischen Linien ausgezeichnete Developpable 4. Klasse zu
gehören, deren Bertihrcurve R mit einer gewissen Flache 
2. Ordnung E auf der Brennfläche liegt.

2) Den Hauptschnitten von 2  entsprechen vermöge der 
inversen und der Aehnlichkeitstransformation gewisse sphä
rische Kegelschnitte auf W. Die Hauptschnitte von 2  haben 
die Eigenschaft, dass sich längs ihnen drei  benachbarte 
Normalen, der zu ihnen senkrechten Krümmungslinien in 
einem Punkte schneiden, was zu einer Rückkehrkante der 
Brennfläche Anlass gibt. Diese Eigenschaft geht anch auf die 
sphärischen Kegelschnitte der Fläche W  über, da sie iden
tisch ist mit der Möglichkeit eine Wulstfläche zu finden, 
welche die gegebene Fläche längs einer Curve hyperosculiert 
und diese Möglichkeit bei einer inversen* und Aehnlichkeits
transformation bestehen bleibt. Die drei sphärischen Kegel
schnitte auf W  sind also zunächst Krümmungslinien dieser 
Fläche; infolge dessen bilden auch die Normalen längs der
selben je eine Developpable. Gleichzeitig aber schneiden 
sich auch die zu beiden Seiten derselben auf einer Krümmungs
linie der anderen Schaar liegenden Nachbamormalen in je 
einem Punkte dieser Developpablen und bestimmen so auf 
ihr eine Rückkehrkante Rx der Centrafläche von W  oder, 
was dasselbe ist, der zu suchenden Brennfläche. Die drei er
wähnten Developpablen sind identisch mit den in § 2, 2) be
trachteten, da sie ja durch Reflexion derselben einfallenden 
Strahlen entstehen. Ebenso müssen auch die Curven R, 
längs welchen jene Developpablen die Brennfläche berühren, 
identisch sein mit den Rückkehrkanten R t der Brennfläche, 
in welchen diese Developpablen ebenfalls die Brennfläche 
berühren.
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3) Fassen wir endlich kurz zusammen, was sich aus dem 
Vorangehenden zur Construction der* Brennfläche ergibt:

Is t  eine sp i ege l nde  F läche  zwei ten Grades F 
und ein l e u c h t en d e r  Punkt  P g e g e b e n ,  so ordne 
m-an d ie  von P ausgehenden Strahlen nach den 
Er z e uge nde n  d e r j e n i g e n  Ke ge l ,  we l che  zum 
T a n g e n t i a l k e g e l  von P an F c o n f o c a l  sind. Diese  
K e g e l  s c h n e i d e n  die F l ä c h e F  nach d e mSy s t em 
der k a t op t r i s c he n  Linien ,  längs wel chen die re
f l e c t i e r t e n  Strahfren D e v e l o p p a b l e  b i lden ,  die 
j e  e i ne r  zu F c o n f o c a l e n  F l äc h e  2. Grades um
s ch r i e be n  s*ind. Den ge me i ns ame n  Hauptebenen

• de r  Kege l  entsprechen a u s g e z e i c h n e t e  k a t o p 
t r i s c h e  Linien,  die zu Rtickk eh r kan ten de r ’B renn
f l ä c h e  Anlass  geben.  Diese  R ü c k k e h r k a n t e n  
sind die Be r ü h r c u r ve n  der zu d en ausge z e i ch 
neten  k a t o pt r i s c he n  Li n i e n  g e h ö r i g e n  De ve l op 
p a b l en  mit  einer der durch P g eh e n d e n ,  zu F 
c o n f o c a l e n  F l ä c h e n  zwei ten Grades.

Sc h l ussbemer kung .  Der Satz der § 1 erlaubt uns, 
die für die einmalige Reflexion eines Strahlenbündels an 
einer Fläche 2. Grades entwickelten Theoreme nicht nur auf 
b e l i e b i g  of t  w i ed e r h o l t e  R e f l e x i o ne n  an derselben 
Fläche, sondern auch noch an allen zu ihr confocalen Flächen 
(einschliesslich der Focalcurven) auszudehnen. Da ihm zu
folge abwickelbare Flächen, die einer Fläche 2. Grades um
schrieben sind, bei e iner  Reflexion an einer Confocalen 
ihren Charakter nicht ändern, so thun sie es auch nach be
l i eb i g  v i e l en  nicht und desshalb gelten die katoptrischen 
Linien der ersten Reflexion auch für beliebig oft wieder
holte. Ja noch mehr: die Eigenschaft der s pec i e l l en  
D e v e l o p p a b l e n  gemeinsam mit ihren beiden nächst
benachbarten ein und dieselbe Fläche 2. Grades zu berühren, 
bleibt auch nach wiederholten Reflexionen aufrecht erhalten

Finster walder: Katoptrische Eigenschaften d. Flächen 2. Grades. 41



und damit auch die Vermutung, dass die Curven, in welchen 
jene Developpablen nach wiederholter Reflexion die Fläche 
2. Grades berühren, Rückkehrkanten der neuen Brennfläche 
sind. Die strenge Begründung dieser Vermutung gelingt auf 
dem in § 3 eingeschlagenen Wege nicht, sie scheint vielmehr 
ebenso wie die endgiltige Bestimmung der Gestalt der Brenn
flächen einer analystischen Behandlung der Problems Vor
behalten zu sein.
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