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Konstruktion komplexer Räume mit vorgegebenen 
globalen Eigenschaften 

Camilla Horst 

Nach Grauert [3] ist ein komplexer Raum Steinsch (holo- 

morph vollständig), wenn seine Reduktion es ist. Analoge Aus- 

sagen für schwächere Eigenschaften, die die Reichhaltigkeit der 

Menge globaler holomorpher Funktionen charakterisieren, sind 

hingegen i. a. falsch: Wie aus der Theorie der infinitesimalen Er- 

weiterungen (Schuster [6]) folgt, braucht ein komplexer Raum 

nicht holomorph separabel bzw. holomorph konvex zu sein, wenn 

seine Reduktion es ist. Da zu den in [6] ausgeführten Konstruk- 

tionen umfangreichere Überlegungen erforderlich sind, scheint 

weiterhin ein Bedarf an unmittelbar zugänglichen konkreten Bei- 

spielen dieser Art zu bestehen. Wir zeigen in Abschnitt 1, wie man 

solche aus einem einfachen Spezialfall eines Satzes aus [6] ableitet. 

In Verallgemeinerung obiger Problemstellung untersucht man, 

welche globalen Eigenschaften sich unter holomorphen Abbil- 

dungen vom Urbild- auf den Bildraum übertragen. So gilt in der 

Kategorie der reduzierten komplexen Räume: Das Bild eines 

Steinschen Raumes unter einer eigentlichen holomorphen Ab- 

bildung ist Steinsch (Narasimhan [5]). Entsprechende Sätze 

für schwächere Eigenschaften sind jedoch selbst dann falsch, 

wenn die betrachtete Abbildung ein holomorpher Homöomor- 

phismus ist: Wie B. Kaup [3] gezeigt hat, gibt es einen lokal 

irreduziblen komplexen Raum mit holomorph konvexer Norma- 

lisierung, der nicht holomorph konvex ist. Ergänzend hierzu ge- 

ben wir in Abschnitt 2 einen lokal irreduziblen reduzierten kom- 

plexen Raum mit holomorph separabler Normalisierung an, der 

nicht holomorph separabel ist. 

o. Definitionen und Vorbemerkungen 

Im folgenden werden nur komplexe Räume mit abzählbarer 

Topologie betrachtet. 
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Sei X = (|W|, Ox) ein komplexer Raum, und sei x E \X\. 

Das maximale Ideal in Ox x sei mit mx bezeichnet, und für 

f E 0Xx sei fix) die Restklasse von / in Ox■ / mx x = C- 

tx : H° (X, Ox) —*■ mx x /m^ x ordne cp die Restklasse von cpx— 

— cp fix) zu. 

Weiter sei Sx : = {y E \X\: cpfiy) = yx(x) für alle <p E 

H°(X,Ox)}. 

Definition (vgl. [l]) : X heißt holomorph- 

(i) ausbreitbar, falls Sx für alle x E \X\ diskret ist 

(ii) separabel, falls Sx = {x} für alle x E \X\ 

(iii) regulär, falls tx für alle x E \X\ surjektiv ist 

(iv) konvex, falls es zu jeder Folge {xn) in \X\ ohne Häufungs- 

punkt ein cp E //°(X, Ox) gibt mit limsup | <pXn (x„) | = oo. 

X heißt Steinsch (oder holomorph vollständig), wenn X holo- 

morph ausbreitbar und holomorph konvex ist. 

Trivialerweise ist X holomorph ausbreitbar, wenn X holomorph 

separabel oder holomorph regulär ist. Da jeder Steinsche Raum 

holomorph separabel und holomorph regulär ist, sind die Eigen- 

schaften (i)-(iii) für holomorph konvexes X äquivalent. Für be- 

liebiges X ist dies nicht der Fall: Wie Beispiele von Stein [7] 

und Wiegmann [8] zeigen, sind die Eigenschaften (ii) und (iii) 

voneinander unabhängig. Durch Verallgemeinerung der Kon- 

struktion aus [8] erhält man folgendes 

Beispiel eines holomorph ausbreitbaren reduzierten komplexen 

Raumes, der weder holomorph separabel noch holomorph re- 

gulär ist*) : 

Sei IX\ : = C2 — {(z,o) : \z\ E ^V}- Für G |TV| sei 

n _ I C(z — xx, w
2, w2" + 3>, falls x2 = o und n < |#i | < n + 1 

X'x j 0Ci x sonst 

X: — (|W|, Ox) ist ein komplexer Raum mit den geforderten 

Eigenschaften: 

X ist ein lokal geringter Raum. 

*) Weitere Beispiele hierfür sind Vereinigung und Produkt der in [7, S. 

78] und [8] angeführten Räume (nach K. Wolffhardt). Das oben konstru- 

ierte X ist jedoch zusätzlich irreduziebel und von minimaler Dimension. 
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Sei V: — \X\ — {(z,zu) : zu — o}; weiter sei für n G N 

Rn : = {z G C : n < \z [ < n + l}, U„: = R„ X C, und Yn der 

durch z2n + z = zu2 definierte Unterraum des C2. 

Dann sind (Un, Ox \ U„) und (R„ X Y„, ORn x yJ vermöge 

(z,zu) >-> (z,zu2,zu2n + a) als lokal geringte Räume isomorph. 

Daraus und aus (V, Ox\ V) = (V, Oc2 j V) folgt wegen \X| = 

= fulj U„ : X ist ein komplexer Raum. Wegen Ox C Oc21 

|W| ist X reduziert. 

Für * = (xltx^) £ |Ar| ist C {(^1,^2), (^1, —•^2)}» d. h. X ist 

holomorph ausbreitbar. 

Jedes cp £ H°(X, Ox) C W°(|W|, Oc2| |W|) läßt sich holo- 

morph auf C2 fortsetzen und hängt daher nach Konstruktion von 

Ox nur von z und zu2 ab. X ist also nicht holomorph separabel ; 

außerdem ist für n E N, x = (xlt o), n < \xx | < n + 1, die Rest- 

klasse von zu2” +3 nicht im Bild von tx, d. h. X ist nicht holo- 

morph regulär. 

1. Konstruktion spezieller komplexer Räume 

mit vorgegebener Reduktion 

Sei X = (|W|, Ox) ein komplexer Raum und sei § ein kohä- 

renter Ox-Modul. Dann wird Ox © g mit der Multiplikation 

y) eine lokale Ox-Algebra <9y©g, 
und die Projektion Ox © § —,► Ox induziert eine Einbettung 

j = (Ul, *» : X -* Specan Ox © g = (|W|, Ox © g) mit |/| = 
= *d\x\> *j(J> a) — f- Ist X reduziert, so ist j der Reduktions- 

morphismus von Specan Ox © g (vgl. [2]). 

Satz: Sei Y ein reduzierter komplexer Raum, X — (|Xj, Ox) 
ein offener Unterraum von C X V, und seien 21,, 2f2 C Ox ko- 

härente Ideale mit disjunkten Nullstellengebilden. Die erste Ko- 

ordinate in X sei mit z bezeichnet. Dann gilt: 

a) Durch ÖXx : = {(/, a, r) G {Ox © (21, © 21J), : dj = a + 

+ r}, x G \X\, wird eine Garbe von lokalen C-Algebren auf 

\X\ definiert. 

b) X (|W|, Öx) ist ein komplexer Raum, und die Reduktion 

von X ist gegeben durch red : X — > X, |red | = id^, 

*red(/, a, r) =/. 
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c) Ist H°(X, Stj ® 3l2) — o, so gilt für alle y G Y und alle 

<p £/f° (X, Ojp) = H°(X, Öx) : Die Abbildung x t-> <px(x) ist auf 

jeder Zusammenhangskomponente von (C X {y}) rv |AT| kon- 

stant. Insbesondere ist X dann weder holomorph ausbreitbar 

noch holomorph konvex. 

Beweis : Zu zeigen ist nur (b). 

Sei Ä C 2li © 312 der Kern von 3IX ® 312 3 (a> T) a + r £ 

EOx, und sei £/,: = \X\—supp Ox/2IV, v = 1, 2. Die Zuord- 

nungen ßx : t/x 3 (/, er, T) >-* {/, ff — d,f, r) £ (0* © &') | Ul 

und ß2 : Öx \ U2 3 {/, ff, r) (/, a, r — 3_./) £ (0A- ® Ä) | f/2 

sind wegen 31, | Uv = £/v, r = 1,2, wohldefinierte Isomor- 

phismen von C-Algebren, d. h. Specan ((Ox ® $) | Ur) und 

(Uv, Öx\ Uv), v — 1, 2, sind als lokal geringte Räume isomorph. 

Deshalb und wegen | X\ = Ux w U2 ist X ein komplexer Raum. 

Das Nilradikal ^Slx von Ox = Öx ist gegeben durch 51^ = 

= (o ® (31j ® 312)) r\ öx. Damit folgt der Rest der Behaup- 

tung. 

A. Beispiel eines komplexen Raumes mit holomorph separabler 

und holomorph regulärer Reduktion, der nicht holomorph 

ausbreitbar ist. 

Sei X der durch |X | : = C2 — {(z, w) : zw = o und \z\, \ w\ £ 

£ N} definierte offene Unterraum des C2. Fürrr = (xlt x2) £ | A 

wn + 1 • Ox x, falls x2 = O, n < \x1 \ < n -f- 1 

Ox x sonst, 

z” + 1 • Ox x, falls x1 = o, n < | x2 | < n + 1 

Ox x sonst. 

3IX und 312 sind kohärente Ideale mit disjunkten Nullstellen- 

gebilden, und es ist H°(X, Six ® 312) = o. Nach obigem Satz 

folgt: Ist Öx definiert durch ÖXx :={(/, er, r) £ (Ox ® (3lx ® 

© ^2))^ : 9,/ = er + r}, so ist X : = (\X\, Öx) ein komplexer 
Raum mit der holomorph separablen und holomorph regulären 

Reduktion X, und für jedes cp £ H°(X, Ox) hängt die Auswer- 

tungsabbildung x i—> <Px(x) nur von der zweiten Koordinate ab. 

Aust daher nicht holomorph ausbreitbar. 

sei 

^l.x '■ 

\,x- 
.( 
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B. Beispiel eines komplexen Raumes mit holomorph konvexer 
Reduktion, der nicht holomorph konvex ist [6] : 

Sei X : = C X Pv 21j das Ideal von C X {(o : 1)}, 2I2 das von 

C X {(i :o)}. 

2tx und 2I2 
sind kohärente Ideale mit disjunkten Nullstellen- 

gebilden und H°(X, 2l1 0 2I2) = o. Für X gemäß obigem Satz 

gilt daher: X hat die holomorph konvexe Reduktion X, und für 

jedes (p 0 H°(X, Ox) hängt die Auswertungsabbildung x i—»■ <px(x) 

nicht von der ersten Koordinate ab, ist also konstant. Somit ist 

X nicht holomorph konvex. 

2. Beispiel eines lokal irreduziblen reduzierten komplexen 
Raumes mit holomorph separabler und holomorph regulärer 

Normalisierung, der nicht holomorph ausbreitbar ist: 

Sei \X\ : = C2 — {(a, o) : \z\ 0 N}, und seien V, Rn und U„ 

für alle« 0 TV wie in Abschnitt o definiert. Für x = (xx, x^) G \X\ 

. ( C (z—xlt w
2n + 1, w2n + 2'), falls x2 = o, n < Ix-, | < 

x' I Oc2, * sonst < n +1 

Für n G TV sei Yn der durch z2n + 2 = w2n + 1 definierte Unter- 
raum des C2. Dann sind (JJn, Ox\U„) und R,: X Y„ vermöge 
(z, w) H-> (z, w2” +1, w2” + 2) als lokal geringte Räume isomorph. 

Daraus und aus (V, Ox \V) = (V, Oci | V) folgt : X : = (\X\, Ox) 
ist ein komplexer Raum, der wegen Ox C Oc21 j X ( reduziert ist. 

Die identische Abbildung [X | —*■ \X\ induziert einen holomor- 
phen Homöomorphismus (\X\, Oc2 | |A^|) —+ X; die Normali- 
sierung von X ist also holomorph separabel und holomorph re- 
gulär. 

Andererseits folgt mit der gleichen Argumentation wie in Ab- 
schnitt o, daß jedes cp 0 H°(X, Ox) nicht von der zweiten Ko- 

ordinate abhängt, d. h. X ist nicht holomorph ausbreitbar. 
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