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Bilmearformen nnd Differentialsysteme.
Von E. von Weber.

{Biiigilaufen 8. Jul·'.)

Die algebraischen Thatsachen, die den bisher entwickelten 
allgemeinen Integrationstheorien partieller Differentialprobleme 
zu Grunde liegen, fliessen fast ausnahmslos aus derselben Quelle; 
es ist dies die Theorie der Schaaren von Bilinearformen. 
Der hiermit berührte Zusammenhang soll in der vorliegenden 
Note für den Fall der Differentialsysteme mit zwei unab­
hängigen Veränderlichen des näheren dargelegt werden.

§ I. Passive Differentialsysteme.
1. In diesem § werden die für das Folgende nötigen Sätz<‘ 

aus der Theorie der Differentialsysteme beliebiger Ordnung 
zusammengestellt.l)

Es seien x , y unabhängige Veränderliche, zx z% ..  zn unbe­
kannte Funktionen dieser Variabein, und es werde gesetzt:

â+ß s .
2aß =  =  z< ß 1, 2 , . . . . )

Unter einem Differentialsystem versteht man dann ein 
beliebiges Gleichungensystem in x y zx .. zu und einer endlichen 
Zahl der Ableitungen z*â ; die Ordnung des Differentialsystems 
ist die Ordnung der höchsten darin auftretenden Ableitungen.

l) Vgl. C. Meray und C. Riquier, Ec. Norm. 1890, p. 23; Biquier 
Er·. Norm. 1893, p. 65, 123, 167; Sav. Etr. 82; C. Bourlet, Ec. Norm. 
1891 Supplem.; A. Tresse Acta Math. 18 p. 1 (1894).



2. Wir wollen die zt und ihre Ableitungen bis zur fiien 
Ordnung einschliesslich folgendennassen in eine Reihe schreiben:

( 1) *U' < - ' .> · · ·  *%·· < . · *  ^ 0 ·· **,· <-»/ )· ··
afM #1 gt I «2 «fl· »l• · 0̂ —i · · · · 10* 01 ’ 10 ' ' 01’ 00 ’ * 00*

In dieser Reihe, die sich nach links hin auf Grund des­
selben Anordnungsprincips unbegrenzt fortsetzen lässt, steht 
demnach die Ableitung

ẑ t5 rechts von
wenn entweder

1) 7 +  < a +  ß;  
oder 2) y +  d =  a +  ß ; k >  i;
oder 3) y +  d =  a -j-ß ; k — i ; y <  a.

Eine Relation

(2)
heisst canonisch, wenn alle in der Funktion <p vorkommenden 
Grössen zh z ŝ in der Reihe (1) rechts von z ^  stehen.

Ein Differentialsystem S heisst canonischl), wenn 1) jede 
einzelne Gleichung von 8  canonisch ist; 2) keine der Grossen 
z*^, die auf den linken Seiten von S auftritt, in einer der 
rechten Seiten von S vorkommt.

3. Ist die Gleichung
^  =  ip [xy ,.. t { ..

canonisch, und substituiert man flir die Funktion y  in die 
rechte Seite der canonischen Gleichung (2), so erhält man 
wieder eine canonische Gleichung. Daraus folgt sofort, dass 
jedes beliebige Differentialsystem durch geeignete 
Auflösung auf die canonische Form gebracht  werden 
kann.

4. Ist f  eine Funktion der Grössen
00 *» y, (a, ß =  0, 1 ,2 ...)

!) Tresne a. a. 0.
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so verstehen wir unter Dx /*, Dg f  die folgenden Ausdrücke:

aß

3y  3Zi 01 3^ ,  '■ ^ + l

Die Operationen Dx, Z)y bezeichnen wir als Derivationen 
oach x bezw. y, die Gleichungen

Dxf =  0 , D „ f =  0

als die ersten Derivirten der Gleichung f  =  0 , ferner die 
Gleichungen

D*(Dsf) =  0, Dx{ D , f ) ~ D y (Dxf) =  0 , Dy{Dyf) =  0 

als die zweiten Derivirten etc.
Genügen 4 Zahlen g, (/, o, o' den Bedingungen 

£ <  £, ö <  0
und steht die Ableitung ^  in der Reihe (1) rechts von 
so steht auch die Ableitung

A. * jij. ' rechts von & , *, ;

daraus folgt sofort, dass die unbegrenzt vielen Derivirten 
einer canonischen Gleichung wieder canonisch sind.

5. Tritt die Ableitung z\̂  in einer der Gleichungen des 
canonischen Differentialsystems S auf der linken Seite auf, so 
bezeichnen wir sie selbst und alle Ableitungen der Form

(ß, t =  0 , 1, 2 , .  . in inf.)

als principale Grössen des Systems $, alle übrigen Variabein
(3) als parametrische Grössen von S. Die Anzahl der princi- 
palen Grössen ist also stets unbegrenzt, aber nicht notwendig 
die der parametrischen.

Enthält S zwei principale Grössen mit demselben obern 
Index:

(4) Kr
1899. 8itznngsh. d. math.-pUys. CI.



und ist a ' die grössere der Zahlen a, a', ferner ß” die grössere 
der Zahlen ß, ß\ so heisst die (gleichfalls principale) Ableitung 

eine cardinale Ableitung des canonischen Systems S.
6 . Es sei fi die Ordnung des canonischen Systems S; dann 

ist ix auch die Ordnung der höchsten principalen Ableitungen, 
die in den Gleichungen S Vorkommen. Ist dann v eine Zahl 
>  /*, so denken wir uns jede Gleichung in S nach x und y 
wiederholt derivirt, und zwar so lange, bis die derivirten Gleich­
ungen die Ordnung v erreichen. Indem wir alle so erhaltenen 
Gleichungen dem System S hinzufiigen, erhalten wir ein 
Differentialsystem Sv.

Dieses System ist nun zwar im Allgemeinen nicht canonisch; 
aber es besteht nach Nr. 4 aus lauter canonischen Gleichungen, 
und da die Anzahl der Grössen die in der Reihe (1) rechts 
von einer bestimmten Ableitung 2*a/i stehen, begrenzt ist, so 
schliesst man nach Nr. 3 leicht, dass mittels des Systems S, 
jede principale Ableitung bis zur Ordnung einschliesslich 
vermöge einfacher Substitutionen durch die parametrischen 
Grössen allein dargestellt werden kann.

Enthält aber S zwei principale Ableitungen (4) mit dem­
selben obern Index und wählt man

v > a +  ß'\
wobei zLp. die zugehörige cardinale Ableitung bedeutet, so tritt 
die letztere auf den linken Seiten mindestens zweier verschie­
dener Gleichungen des Systems Sv auf, lässt sich also mit Hülfe 
von 8̂  auf mindestens zwei verschiedene Arten durch die para­
metrischen Grössen allein darstellen. Diese beiden Darstellungen 
sind natürlich im allgemeinen verschieden, und ihre Vergleich­
ung führt dann zu einer Relation zwischen den para­
metrischen Grössen allein.

7. Ein canonisch es System S heisst passiv, wenn sich 
mittels der Gleichungen S und ihrer Derivirten jede principale 
Ableitung auf nur eine Art durch die parametrischen Grössen 
allein darstellen lässt, wenn also aus dem System SVJ wie gross
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auch der Index v gewählt sein mag, keine Relation zwischen 
den parametrischen Grössen hervorgeht.

Ist co die Ordnung der höchsten cardinalen Ableitung von 
S und ergeben sich aus S(U (bezw. aus Ŝ  im Falle co fx) 
keine Relationen zwischen den parametrischen Grössen, so gilt 
dasselbe a fortiori für alle Systeme Sr (v >  co). Die notwen­
digen und hinreichenden Bedingungen für die Passivität des 
canonischen Systems S der Ordnung finden also ihren Aus­
druck in einem gewissen System partieller Differentialgleich­
ungen, in dem die Variabein x , y1 zx . .  zn und die parametrischen 
Ableitungen bis zur juten Ordnung einschliesslich als Independente 
tiguriren, und dem die rechten Seiten der Gleichungen S iden­
tisch zu genügen haben.

8 . Das canonische System S sei von der Ordnung jli und 
nicht passiv. Bildet man dann das Differentialsystem 
bringt dasselbe auf die canonische Form und verfahrt mit 
letzterer wie mit S etc., so gelangt man nach einer endlichen 
Zahl von Schritten1) entweder zu Widersprüchen, eventuell zu 
Relationen in x y allein, und das vorgelegte System S besitzt 
dann kein Integral, oder zu einem passiven System, auf dessen 
Integration die von S hinauskommt.

Die Aufsuchung der etwaigen Integrale eines beliebigen 
Differentialsystems kommt also stets auf die Integration eines 
canonischen, passiven Systems hinaus.

9. Es sei S ein canonisches, passives System der Ordnung /1; 
ferner sollen die Grössen

(5 )  X o V o · ·  z < · ·  · · ·
constante Anfangswerte der parametrischen Grössen von S be­
deuten und folgenden Bedingungen genügen:

1) Die rechten Seiten von S sind in der Umgebung der 
Stelle x0 y0 et zfs regulär.

2) Falls die Zahl der parametrischen Grössen, also auch 
die der Constanten (5) unbegrenzt ist, so sollen die Potenzreihen
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— x0Y(if — ytf (* =  i,2,. .»)

in denen die Summe über alle parametrischen Grössen mit dem 
obern Index k zu erstrecken ist, einen gemeinsamen Konvergenz­
bezirk besitzen.

Unter diesen Annahmen gibt es ein und nur ein System 
von Funktionen zl . . z H1 die sich an der Stelle x0 y0 regulär 
verhalten, dem System S identisch genügen, und die Eigen­
schaft besitzen, dass die parametrischen ẑ s an der Stelle x0 y0 
bezw. die vorgeschriebenen Werte ẑ d annehmen.

10. Im Folgenden werden ausschliesslich passive Systeme 
erster Ordnung betrachtet. Die canonische Form eines solchen 
Systems besteht aus Gleichungen der Form

3 Za (  dza dzb dzb d Z f  9 Zb· \
dx ~  9a V*’ y’ *' · - *M’ d j ’ ääT’ 9g' T x ' d y ' ’ j
3 Zc /  9 &d 9 3 z# 9 Ztf

— Vc\x,y,zv ..z», d y , —

(b ,V . . .> a ;  d ,d . . .> c ) .

Bezeichnet man mit £«, ze·, ze··. . .  diejenigen unter den 
#,·, deren erste Ableitungen beide auf den rechten Seiten von 
(K) Vorkommen, so sind die cardinalen Ableitungen des Systems 
(K) die folgenden:

3 %ze 9 3 %Zf 
9x9 y' 9x9 y' 9 x d y m" '

und die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Passivität von (K) bestehen dann nach Nr. 7 darin, dass sich 
jede der genannten Ableitungen mit Hülfe der ersten Derivirten 
von (K) auf eine und nur eine Weise durch x , y, zx . . zn und 
die ersten und zweiten parametrischen Ableitungen ausdrücken 
lässt.
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§ II. Zur Theorie der Schaaren von Bilinearformen.

11. Es seien xxx2. .x mi bezw. yx y2. . yn zwei Variabein­
gruppen, u und v willkürliche Parameter, endlich P,*, Q,k Con­
stante. Dann wird das volle Invariantensystem, das die Schaar 
von Bilinearformen

W =  u £ ,  £> P,k Xi yk +  v f j ,·£* Qik Xi yn 
1 1  1 1

gegenüber beliebigen linearen homogenen Transformationen der
beiden Variabeingruppen x  und y besitzt, nach Kronecker1)
folgendennassen gebildet :

Der Rang der Matrix
1 « Pn • P » +  v Q\i , · ■ «  Pin v Qi»

(A) i u P f, +  v Qt\ » u PiS . uP 2n +  v Q >„

1 «  Pml +  V Qm 1 , M Pm2+  V Qmi , . • w JPmM+  V Qmn

sei gleich t ,  d. h. es mögen in diesem Schema alle r +  1-reihi- 
gen, nicht aber alle r-reihigen Determinanten für beliebige
ii, v verschwinden. Dann gibt es m—r Systeme von je m ganz­
rationalen homogenen Funktionen der Variabein u v mit con- 
stanten Coefficienten:

(6) au a2s. . a m8 (s =  1, 2 , .  . m — r)

derart, dass die Identitäten

dW  , d W  , * W  
a,* ^ 7  +  a2‘ i * ;  +  "  +  a" · ^ - 0

für jedes beliebige Wertsystem w, v1 yx ..  yH befriedigt sind und 
dass in der Matrix, die aus den w — r Zeilen (6) besteht, nicht 
alle m — r-reihigen Determinanten für beliebige u v ver­
schwinden. Dann ist jedes andere Formensystem ax. .  am, das 
die Identität

!) Sitzungsber. der Berl. Ak. 1890, p. 1225.



dW  9 W(7) a , ^  +  ..  +  a . ^  =  0

erfüllt, eine lineare Combination der Systeme (6), mit Coefti- 
cienten, die in den u v rational sind. Wir denken uns die 
m — r Formensysteme (6) so ausgewählt, dass ihre Grade in
u, v möglichst klein sind, und es sei M8 der Grad des sk*n 
dieser Formensysteme.

Ebenso bezeichnen wir mit
b\s b'2a · · bns (ß ^  1» 2, . . fl f)

n — r Formensysteme, in deren Matrix nicht alle n — r-reihigen 
Determinanten für beliebige u, v verschwinden, und die der 
Identität

, 3 W  , 3 W .  n
3 y, dy9 3 yn

für beliebige Werte u, v, xx . . genügen. Diese Formen­
systeme seien so ausgewählt, dass ihre Gradzahlen Nv Nv ..Nn- r 
möglichst klein werden.

Wir dürfen ohne die Allgemeinheit zu beschränken an­
nehmen, dass die r-reihigen Determinanten der Matrix A für 
v =  0 nicht alle verschwinden. Es sei dann

(tü —  Wj)*« (w —  W2)ln . . (w —  Wx)*1* ,
von einem constanten Faktor abgesehen, der grösste gemein­
schaftliche Divisor aller r-reihigen Determinanten der Matrix
(A') Qtk — w i (i =  1, . . m; h =  1 . . n)
wobei die Constanten wv w%, ..  wH alle verschieden sind. 

Allgemein sei

(iv — w $a (w — w8)A,‘- . .  (w — w^fiH

der grösste gemeinsame Divisor aller r — i -f- 1-reihigen Deter­
minanten obiger Matrix. Setzt man dann:
Xih — k * =  eu; 2̂* — hh =  ß2*; ·. =  eT-i j , ; l Th = e,»,
so bilden die Zahlen

238 Sitzung der math.-pkys. Glosse vom 8. Juli 1899.
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M x, M , M m. r, N „  N %, . .  N n- T;

6uß 1» 2 , . . t; ^ — 1, 2 , . .  x)

das vollständige Invariantensystem der Schaar W, und man hat
(8) T =  2 2 e aß +  2 M i +  2 N k.

12. Für das Folgende ist eine genauere Bestimmung der 
Zahlen 3f, nötig. Es sei allgemein ///, die Anzahl deijenigen 
der Zahlen Jf,, die gleich h sind; ebenso seien vk von den 
Zahlen Nk gleich A. Da die Zahlen Jf,, Nt offenbar nicht 
grösser als x sein können, so hat man

/M-l =  Vr+1 =  /*r+2 =  Vr+2 =  . . . =  0 .

Ferner gelten die Beziehungen:
(9) /4o + ^ i  +  -* +  ^ r = m  — t; v0 +  v, -f- ..  +  vx =  n — t. 

Die beiden Matrices
p X 11 P „  ·■Pin Qu Qli · • Q lH ]

Pm 1 P m2. . P*n
?

1 Qml Qm2 . • Qmn 1

mögen mit P  bezw. bezeichnet werden, ferner mit Bx die 
Matrix

Pu * » · • P i» Q n $1* · . Qi,

Pm 1 Pm 2 · • P-H Qm 1 <?»2 · • Qmn

Allgemein bezeichne Bh die aus (A +  1) * Colonnen und aus 
h m Zeilen bestehende Matrix, die dadurch gebildet wird, dass 
man das Schema Bx A-mal in staffelförmiger Anordnung hin- 
sclireibt, also in leicht verständlicher, abgekürzter Schreibweise 
folgende Form hat:

| P  Q 0 . . 0 0 j
: 0 P Q . . 0 0

0 0 0 . • P  Q

endlich sei Qu der Rang der Matrix B
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Werden dann diejenigen unter den Formensystemen (6), 
deren Grad A ist, mit
(10) a{*>, aW . . oW (s =  1, 2 , . .  /**)

bezeichnet, so bestehen folgende Sätze:
1) Genügt ein System ax . . am von ganzrationalen 

homogenen Functionen A*6“ Grads der Variabein u v der 
Identität (7), so ist es eine lineare Combination der 
den obern Indices 0,1,..A—1,A entsprechenden Formen­
systeme (10), und zwar sind die Coeff icienten dieser 
Linearcombination ganze rationale homogene Funk­
tionen in u, v.

2) Es gilt  die Gleichung:
Uh — (A +  1) m — {?A-H — 2 //*_ i — 3 jih-2 . . . .  — (A +  1) /j0.

Beide Behauptungen sind für A =  0 evident; wir wollen 
annehmen, dass sie für A =  0 , 1 , . .  I — 1 bewiesen seien, und 
zeigen, dass sie unter dieser Annahme auch für A =  i zutreffen.

13. Zu diesem Zwecke sestzen wir 
a( aj0) ul +  «J1* M*“ 1 v +  . .  -j- u " 1 -f- v*

worin die aW Constante bedeuten, und drücken aus, dass die 
linke Seite von (7) für beliebige w, v, yx. . y* verschwindet. 

Dadurch erhalten wir:

1

h  («<°> Q* +  «<’> P J  =  0 
1
m

(11) I («S" Qm +  f  P J  =  o (* =  1, 2, . . .  n)
1

o
1



Es ist dies ein lineares homogenes Gleichungssystem mit 
den (i +  1) m Unbekannten
( 1 2 )  a f )  a</>. .  a ® ,  a j . .  a ® . .  a£> . .

und die Matrix dieses Gleichungssystemes ist ; also be­
sitzen die Gleichungen (11) genau

2 =  (i +  1) m — Qi+i
linear unabhängige Lösungensysteme:

< > · ·  <  « f f · .  < · ·  «2 ·· ( * = 1, 2 , . . 8).
Wir multiplizieren nun das Formensystem (10) der Reihe 

nach mit den Produkten
ui-h. ui-h-i . V; v1-*.

Indem wir diese Produkte für h =  0 , 1 .. I — 1 bilden, er­
halten wir Formensysteme Zton Grades, die alle der Identität (7) 
genügen, und deren Anzahl gleich:
(13) (l 4- 1) -f- l /*, +  Q — 1) ^2 +  · · “l· 2 i
ist. Diesen Formensystemen entsprechen ebensoviele Wert­
systeme (12), die den Gleichungen (11) genügen, und diese 
Lösungensysteme, deren Inbegriff wir der bequemeren Aus­
drucksweise halber mit L bezeichnen wollen, sind linear un­
abhängig. Andernfalls wäre nämlich eines der obigen Formen­
systeme lUn Grads mittels constanter Coefficienten aus den 
übrigen linear zusammensetzbar; also wäre eines der Forrnen- 
systeme
(14 ) < >  <  . .

(s =  1, 2 , . .  juh; h =  0 , 1 , . .  I —  1)

eine lineare Combination der ändern, was der Definition dieser 
Formensysteme widerspricht.

Ausser den Lösungensystemen L, deren Anzahl durch (13) 
gegeben ist, besitzen nun die Gleichungen (11) noch aj weitere 
Auflösungen:

< > . .  a ® ,  < > . .  a ® . . . .  a < ° > . .  a ®  ( s = l , 2 , . . o o )

E. v. Weber;  BUinearformen und Differentialsysteme. 241
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die mit den Systemen L zusammen q linear unabhängige 
Lösungensysteme darstellen; dabei ist gesetzt:

ü) =  (l +  1) m — Qi+X — 2 jut-i — 3 jug-a — +  1) AV
Bilden wir jetzt die nachstehenden Formen Grads:

a® ul +  w,_1 v +  ..  +  a® v* ($ =  1 . . .  co)
so verschwinden in der Matrix, die aus den (o Zeilen
(15) «® a g . .  a® ( * = l , 2 . . a > )
und aus den /<0 +  ..  +  1 Zeilen (14) besteht, nicht alle 
Determinanten der Ordnung

/*0 +  ^1 +  · · +  ^  
für beliebige ti, v. Andernfalls verschwänden nämlich diese 
Determinanten insbesondere auch für u =  1, v =  0. Dann gäbe 
es offenbar ein Constantensystem von der Beschaffenheit, 
dass nicht alle Constanten A® Ä®.. A® verschwänden, und dass 
die m Formen Zten Grads:

(o /— 1 f*k
X> W  «ff +  2 > 2> %k) h (i =  1, 2 , . .  m)
1 0 1

durch v teilbar, also in der Form v Bi darstellbar wären; die 
Bi wären dann Formen l — l Un Grads in u v, die der Identität

+ U = °3̂ 1 3 3/m
genügen. Da nun die Behauptung 1) des vor. Art. für den 
Fall h =  l — 1 bereits bewiesen sein sollte, so wäre das Fornien- 
system Bx.. Bm als lineare Combination mit ganz rationalen, 
in u v homogenen Coefficienten aus dem Formensystem (14) 
zusammensetzbar; also wäre eines der co Grössensysteme (15) 
in derselben Weise durch die übrigen Systeme (15) und die 
Systeme (14) darstellbar, was der Definition der Systeme (15) 
widerspricht.

Aus dieser Definition folgt ferner, dass jedes Formensystem 
at .. am vom Grade l in den u v, das die Identität (7) befriedigt, 
sich als lineare Combination mit ganz rationalen Coefficienten



in u v aus den Formensystemen (14) (15) zusammensetzen lässt; 
also hat man (o =  /ii, und die beiden Behauptungen der Nr. 12 
sind sonach auch für den Fall h =  l als richtig erkannt.

Man hat infolgedessen die Itecursionsformeln

/*o =  m — i?i; 
fit = 2 m  — q%— 2 /v ,

(18). V* =  3m — (?3 — 2/ij — 3/i0;

/ir =  ( t +  l)m — £r+i — 2 //r_i — 3/ir_ 2 — (r +  l )/ i0

/* r+ l =  0 ,  juz+2 =  0  . . .

und es lassen sich mittels dieser Formeln die g, durch die /<, 
ausdrücken, und umgekehrt.

Genau ebenso erhält man natürlich auch die Gleichungen:

n =  (A +  1) w — 1 ~  2 vk-\ — 3 i'a-2  — .. — (A +  1) v0 
(A =  0, 1, . . t),

wenn o* den Rang der aus (A -J- l)m  Colonnen und An Zeilen 
bestehenden Matrix bedeutet, die aus dem Schema

E. v. Weber: Büinearformcn und DifferentiaAsysteme. 243

P M . • P * . v . , V*1 · • 4 .1

i P i . P i « . . p - « I . • ^nm
(Ci)

genau ebenso gebildet wird, wie die Matrix Bh aus Bv

§ III. Involutionssysteme erster Ordnung.

14. Es werde unter J  ein beliebiges Differentialsystem 
erster Ordnung

(j) fi (*. y. · · *»» Pi · · «1 · · i«) =  0 (i =  1, 2, . .  m)

mit n unbekannten Funktionen zx . . zn verstanden; dabei ist 
gesetzt:

d Zi d Zi
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Wir dürfen, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, an­
nehmen, dass die Gleichungen J  hinsichtlich der 2 »  Variabein 
Pi Qi unabhängig sind, also nach nt derselben aufgelöst werden 
können; dann ist wt <  2 n und die Matrix Bx des vorigen §, 
in der

(17)

gesetzt wird, besitzt vermöge des gegebenen Gleichungssystems 
J  den Rang

Qi =
d. h. es verschwinden vermöge J  nicht alle m reihigen De­
terminanten.

Wir nehmen jetzt an, dass die canonische Form des Systems 
J  passiv sei, und wollen untersuchen, welche Bedingungen 
sich hieraus für die unaufgelöste Form des Systems J  ableiten 
lassen.

15. Die Matrix A des vorigen §, in der die P,* <&* wieder 
durch (17) definiert seien, besitze den Rang t, d. h. also es 
mögen in A alle r -+· 1-reihigen, aber nicht alle r-reihigen 
Determinanten für beliebige w, v vermöge der Gleichungen J 
verschwinden; wir bezeichnen A  als die charakteristische 
Matrix des DifFerentialsystems J. Ferner möge die canonische 
Auflösung K dieses Differentialsystems aus Gleichungen der Form:

Pa =  <Pa f a  y , Z X--  (Za, Pb, <?ö, P · -)

(K) qe =  Ve (x, y, ex.. zn, pd, qA, p#, qd.,.. .)
(6, V .. . >  a ; d, et. . .  >  c)

bestehen, und es sei o die Anzahl dexjenigen unter den Zahlen 
0, die auch unter den Zahlen a Vorkommen, m. a. W.: Die 
Anzahl der Unbekannten zaj deren erste Ableitungen pM9 q4 
alle beide auf den linken Seiten des canonischen Systems K  
auftreten.

Indem wir jede der Gleichungen K  je einmal nach x und 
y deriviren, und die zweiten Ableitungen



E . v. Weber: Büinearformen und Differentidlsysteme. 245

d% Zi d* Zi d% Zi
a « * ’ dxdy' dy% 

bezw. mit r,, s,·, bezeichnen, erhalten wir 2 m Gleichungen

eines Paares die gleiche Ableitung sa enthalten. Eliminirt 
man aus den rechten Seiten eines solchen Gleichungenpaars 
die etwaigen principalen Ableitungen 2 . 0. mit Hülfe der 
übrigen Gleichungen K\ so müssen, falls K  passiv sein soll, 
die genannten rechten Seiten identisch verschwinden, m. a. W .: 
Betrachtet man K' als ein System linearer Gleichungen in den 
3 n Unbekannten r,· s4 ti} so reduciren sie sich vermöge K  auf 
genau 2 m — o linear, unabhängige Gleichungen (vgl. Nr. 10).

Da nun K  die Auflösung von J  ist, so gilt die letztere 
Thatsache auch von dem linearen Gleichungensystem, das aus 
J durch je einmalige Derivation nach x und y entsteht:

vermöge der Relationen J  gleich 2 m — o sein, d. h. es müssen 
in B alle 2 m — o +  1-reihigen, nicht aber alle 2 m — a- 
reibigen Determinanten vermöge J  verschwinden. Offenbar 
muss jetzt auch die im vorigen § definirte Matrix Br  die aus

K' der zweiten Ordnung, und unter ihnen befinden sich o Paare 
der Eigenschaft, dass die linken Seiten der beiden Relationen

Jf* “h rk +  Qik Sk =  0

(18) (i =  1 . .  m)M N
Ni +  P* sk +  ]►> Q* tk =  0

1 1

(B)
Mm Pml..  Pm„ 0 . .  0
Nt 0 . .  0 Pu . .  PlH Qn . .  Qtu

Nm 0 . .  0 Pm\. . Pmn Qm] . .  Qt
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B  durch Streichung der ersten Spalte entsteht, vermöge J  den 
Rang 2 m — σ besitzen. Denn wäre dieser Rang kleiner, so 
ergäbe sich aus den Gleichungen (18) eine von den r,· s, freie 
Relation, die keine Consequenz von J  wäre.

Genau ebenso erkennt man allgemein: Betrachtet man die 
Am Gleichungen Ater Ordnung, die sich durch A — 1-malige 
Derivation nach x und y aus dem System K  ergeben, als ein 
System linearer Gleichungen mit den (A +  1) * Unbekannten:

(* =  ! , . · « ;  a =  0 , l . . A V )

so müssen sie sich, falls K  passiv sein soll, vermöge K  und 
der derivirten Gleichungen bis zur A — l ten Ordnung einschliess­
lich, auf genau

Am — (A — 1) σ
linear unabhängige Gleichungen reduciren. Letzteres gilt dann 
offenbar auch von den A m Derivirten hi<ST Ordnung des 
Systems J :

(19) m  +  £> p* ** +  Ü> Q* =  o
1 1

(i =  1,.2,.. m\ a — 0 ,1 . .  A — 1),
worin die Mflia gewisse Funktionen von x, y, zx..  zn und von 
den Ableitungen der bis zur A — l ten Ordnung bedeuten. 
Die Matrix dieses Gleichungssystems muss also vermöge J und 
der Derivirten bis zur A — l ten Ordnung einschliesslich den 
Rang hm — (A — 1) σ besitzen. Diese Matrix besteht aus hm 
Zeilen und (A -J- l).w -f* 1 Spalten, und wird aus der im vorigen 
§ definirten Matrix Bh erhalten, wenn man die hm Elemente

m i> . .  m \ ,  m . . .  . . .  M h . ,10 wO1 11 wil 1,A—1 mfik—1
als neue Colonne hinzufügt. Der Rang, den die Matrix ver­
möge der Gleichungen J  besitzt, kann nicht kleiner als 
hm — (A— 1) σ sein, da andernfalls aus den Relationen (19) 
eine Gleichung folgen würde, die die Ableitungen der nur

l) =  * ' i
**- α ·α d x h~ a d y a



bis zur h — l 4*“ Ordnung enthielte, und doch keine Folge des 
Systems J  und seiner Derivirten bis zur h — 11,611 Ordnung 
wäre, was mit der Passivität von K  in Widerspruch stände.
Die im vorigen § definirten Zahlen qv qv @s, ........ haben daher
bezw. die Werte:

m, 2 m — a, 3 m — 2 a, 4 m — 3 o . . .
und aus dem Formelsystem (16) der Nr. 13 schliessen wir jetzt:

[ao =  0 ; /ij =  o; Uj =  0 , /ij =  0 , . . . .  =  0 .
Da aber nach Art. 12 andererseits:

Mo +  t*i +  · · · +  =  m — T,
so folgt:

o — m — r.

Als eine notwendige Bedingung für die Passivität 
der canonischen Auflösung von J haben wir demnach 
die erhalten, dass die Matrix B  vermöge J  den Ran^

2 m — ö =  m +  t
besitze, wenn unter r der Rang der charakteristischen 
Matrix verstanden wird.

16. Ein Differentialsystem <7, das die eben genannte Be­
dingung erfüllt, soll fortan ein Involutionssystem erster Ord­
nung heissen. Durch eine Transformation der unabhängigen 
Variabein gelingt es nun in allen Fällen, das gegebene In­
volution ssystem J  auf eine besonders einfache Normalforin zu 
reduciren.

Es seien wieder r und m +  t die Rangzahlen, die den 
beiden Matrices A und B  vermöge der gegebenen Gleichungen 
J zukommen. Wir können dann die Gleichungen J  und die 
Unbekannten von vorneherein so numeriren, dass insbeson­
dere die Determinante:
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(20)
U P n + v Q n . .U P i r + V  QiT |

!
m P,x +  v Qr] .. u P„ +  V Q„ |j
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vermöge J  nicht filr jedes beliebige Wertsystem u, v Null ißt. 
Es seien a, ß und y, & zwei Constantensysteme, die dieser Be­
dingung genügen und deren Determinante ad — ß y nicht Null 
ist. Führen wir dann mittels der Formeln:
(21) x' =  ax +  ßy\ y = y x  +  i>y
die neuen Independenten x\ y ein, und schreiben wir:

dZi , , d2zt-
Pi~ d x  ; q‘ ~  dy’ 5 U ~  da!*

so hat man:

(22) pi=ap'i +  yqi\ ß pi +  SqU
r{ =  a%ri +  2 a ysi +  y%ti etc.

Verwandelt sich vermöge der Transformation (21) (22) die 
Funktion fi in:

fi (x \j zx.. zup [ . .  q«)
so hat man:

(23) P *—-lA  =  aP<k +  ßQ,k; Q‘<k =  yP<k-{-ÖQ*.d Pk
M < = a M ;+ yN r, N< =  ßM ( +  8N] *).

Bezeichnet man ferner mit Ai, Bi die linken Seiten der 
beiden ersten Derivirten der Gleichung f) =  0, mit Ai Bi die 
linken Seiten der ersten Derivirten von
(J') fi =  0 ( i = l , 2 . . . w ) ,
so folgt leicht:

Ai =  a A'i 4 “ y Bi; Bi =  ß Ai -f- 6 BJ.
Da sich nun unter den 2 m Gleichungen Ai =  0 , J?4= 0  

genau m +  t linear unabhängige befinden, so gilt dasselbe von 
den Gleichungen A\ =  0 , Bi =  0 , d. h. die Matrix B ', die der 
Matrix B  analog aus den Elementen Mi, Ni, P,·*, Qik gebildet 
wird, besitzt vermöge der Gleichungen J7 wieder den Bang m +  r.
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Ebenso erkennt man ohne weiteres, dass der Rang der zu <T 
gehörigen charakteristischen Matrix ebenfalls r ist.

Das transformirte System J7 ist also ein Involutions­
system und hat überdies die Eigenschaft, dass die beiden 
Determinanten

1**1  \Qit\ M  =  1, 2 , . . t )
vermöge J* nicht verschwinden. Wir dürfen daher, indem wir 
die Accente jetzt wieder weglassen, ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit von vorneherein annehmen, dass die beiden 
Determinanten
(2 4 )  I P ,k  | | Qik | ( t ,  Ä =  1 , 2 , . .  t )

vermöge des gegebenen Differentialsystems J  nicht Null sind. 
Dann verschwinden in der Matrix:

Pu P „ . • Pu Qu ^ 1* · .Qu

Pm 2 · . Pmt Qm 1 Qm2 ■■ Qmr

vermöge J  nicht alle m-reihigen Determinanten. Um 
dies zu zeigen, bemerken wir vorab, dass:

2 i > m ; 1) t<Cm.
Ist t  =  m, so ist unsere Behauptung evident. Ist aber 

t <  tn, und nehmen wir an, dass in dem Schema D alle m - 
reihigen Determinanten vermöge J  Null sind, so verschwinden 
in der Matrix U, die aus D durch Hinzufügung der Colonne

P | |T+1 ,  P 2, r+l · · P m , r + 1

entsteht, alle diejenigen m-reihigen Determinanten, welche die 
erste der Determinanten (24) als Unterdeterminante enthalten. 
In der That ist ja jede Determinante, die mehr als z Colonnen 
der Form Pja. . Pms enthält, vermöge J  Null; der Rang von 
ly ist also vermöge J nach einem bekannten Determinantensatz

l) Denn unter der Annahme r <  ~ verschwinden in der Matrix Bt2
des vorigen § alle m-reihigen Determinanten.

1899. 8iUungftb. d. math.-phys. CI. 17



250 Sitzung der math.-phys, Glosse vom 8. Juli 1899.

< m . Aus analogen Gründen gilt nunmehr dasselbe von der 
Matrix D", die aus D  durch Hinzufügung einer Colonne

Ql, T+1 , Q2, r + 1 , . . Qm, r+l

hervorgeht etc. Durch Wiederholung dieser Schlussweise ge­
langt man zu dem Resultat, dass in der Matrix Bx des vorigen 
§ alle w-reihigen Determinanten vermöge J  Null sind, was 
unsern Annahmen widerspricht.

17. Unter den nichtverschwindenden Determinanten von 1) 
befindet sich mindestens eine, welche die r ersten Colonnen 
enthält; darnach kann das System J  nach px . .p t und nach o 
von den Variabein qx. . gy1) aufgelöst werden, und wir diirfen 
daher ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass 
das System J  auf die Normalform:

(N)

Pi =  Vi · · *h» Pr+\ -*Ph, q*+1 - - q«)

Pr =  (fr (s, y,zx . . z u, p*+\ . .  pn, g*+i. .  q«) 
qx =  yjx (x, y, zx..  znj q„+, ..  qn)

q« =  Wo (x, y , * x. . *  n,  J*+i .. q„)

gebracht werden kann. Wir bemerken ausdrücklich, dass 
die </>, keine der Grössen px+\ . .  pn enthalten können, da andern­
falls die Gleichungen J  nach t + 1  von den Yariabeln px.-p· 
auflösbar wären, was wegen des Verschwindens aller t -j-1- 
reihigen Determinanten der Matrix P,*" nicht der Fall ist.

18. Zwischen den 2 m Derivirten zweiter Ordnung der 
Gleichungen ^bestehen nun, wenn sie als lineare Gleichungen 
in den Variabein r, s, t( betrachtet werden, genau o verschiedene 
lineare Identitäten. Derivirt man nun die ersten t Gleichungen 
N nach y und die letzten o Gleichungen nach x , so erhält man:

('05 ') c. — d<Pi-L\' 9<P·' n i ( d<P‘ e i ?<P< f \ . v  d(P‘ f .
( ) *  +  V  ü .  +  VÜÄ V  + £ ,  H ,

l) Wegen 2 r >  m; o =  m — % ist. a <  t.
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+ »  W *  + | ;  t  * ·

(i =  1 . .  t; i  ss 1 . . .  a)

und die vorhin genannten o linearen Identitäten bestehen offen­
bar darin, dass die Gleichungen (26) bezw. mit den o ersten 
Gleichungen (25) identisch werden, wenn man vorher auf den 
rechten Seiten von (26) die Grössen $0+i . . sT durch ihre Werte 
aus den letzten t  — o Gleichungen (25) ersetzt hat. Man er­
hält so die nachstehenden Beziehungen:

(27)

>?/V
dx

, “ 3 W , ' 9 V’i \ d(r- . *
+ V Hi iTy-+ Y*t. q·) “  w + V s .i·o-f-1

3^· drpi dcpy _d<p,'
+  £9tf* ' 3.P* 3Pk'

* 9y. 3yy_. 3 y ..
„+i ~  a* ’

(i =  1, 2 , . .  a; & =  t 1 .. n; l =  o -f* 1 . . w).

Diese Beziehungen werden von den Funktionen <p, \p iden­
tisch erfüllt; in den Relationen der ersten Zeile sind die 
Grössen pt . .pr g, . .  q„ durch ihre Werte <p, yj zu ersetzen.

Umgekehrt, sind diese Bedingungen erfüllt, so ist das 
Differentialsystem J  offenbar ein Involutionssystem, d. li. der 
Rang der charakteristischen Matrix ist t, und derjenige der 
Matrix B  ist gleich m +  r.

19. Das Differentialsystem iV ist nicht canonisch; es besitzt 
aber vermöge der Bedingungen (27) die charakteristische Eigen­
schaft der passiven Systeme. Vermöge des Systems N  und 
seiner Derivirten kann man nämlich alle (principalen) Ab­
leitungen

Zi aa+/H-» zk
dirdyfi' dxn+ldyp (i =  1 , . .  a; k = a  +  1 . . t ;  a,ß =  0 ,1 ,2 , . . . )

durch x, y, zx.. zH und die parametrischen Ableitungen:
17*
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d* zk dY+s Si
dyr ’ dxrdy* (y, i  =  0, 1 . . . ;  ft =  a +  1 ..  t ; Z =  r -f-1 .. w)

ausdrücken, und es ergeben sieh aus den Derivirten des Systems 
N  keine Relationen zwischen den parametrischen Grössen allein.

Das System N  gehört sonach dem von C. Bourlet (a. a. 0.) 
studirten Typus „unbeschränkt integrabler“ Differentialsysteme 
an, und es gilt daher hinsichtlich der Existenz der Integrale 
von N  folgender Satz:

Es seien
o>T+i (a, y), 2 (x, y ) . .  cou (x, y)

beliebige, an der Stelle ic°, y° reguläre Funktionen der Variabein 
x , y, ferner:

Xo+i (y), Xc+2 (y) · · Xr (y)
beliebige, an der Stelle y° reguläre Funktionen von y, und 

^  beliebige Constante. Setzt man dann

d ü)° dü)°
K =  < ’ $ ==-iJ '> ($ ==9!jo (y =  T +  i · . « ) ;

und sind sämtliche Funktionen <p, y  an der Stelle

S V * ® . . * ? ,  j »?+1 · . jp2» «2+ , · · ^

regulär, so besitzt das Differentialsystem N  ein und nur ein 
System von Integralfunktionen zx . . zn mit folgenden Eigen­
schaften :

1) alle Zi sind an der Stelle ofi y° regulär;
2) die zT+i . . zH sind mit den willkürlichen Funktionen 

ü)r+\ . . co* identisch.
3) die Funktionen zâ i . .  zT reduciren sich vermöge x =  3? 

auf die Funktionen *0+1 ..  %T resp.
4) die Funktionen zx. . za nehmen an der Stelle af* y° bez. 

die Werte an.1 a
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20. Besonders einfach ist der Fall o =  r. Die Gleich­
ungen (27) lehren dann, dass die Funktionen q\ die Variabein 
q nicht enthalten. Ferner hat man vermöge (27):

32* *Pk V '

n tDarnach sind die (pt lineare Funktionen von pr+1 .. pt 
und die yu lineare Funktionen von qr+i . .  qM, d. h. das System 
N hat die Gestalt:

(28)

Pi =  7ti (x y z l . . z H) +  ^l an ph
r+i (alh Funktionen von
* x y z x. . z n; i — l . . . r )

qi =  Hi (x y z x. .z H)-\-'£l a*A qh 
*+i

und die Relationen (27) lehren, dass die totalen Differential­
gleichungen

M
(29) dzi =  7Zidx +  Xi dy +  £  «a &zh (i =  1, 2 , . .  x)

*+i
unbeschränkt integrabel sind. Man erhält also das allgemeinste 
System von Integralfunktionen zx.. zn des Differentialsystems 
(28), indem man zx+\ . .  zH beliebig wählt, und sodann die 

.zx aus den allgemeinen Integralgleichungen

Q.(xy =  .. tft) (i =  1, 2 , . .  r)

des unbeschränkt integrabeln Systems (29) berechnet.
21. Ersetzt man in den Gleichungen N  die Grössen zr+\..zH 

durch irgend welche Funktionen der Variabein x, y, so bildet 
das so entstehende Differentialsystem N' mit den t Unbekannten 
s, .. zT wieder ein Involutionssystem.

In der That, die zu N' gehörige charakteristische Matrix 
entsteht aus A  durch Weglassung der letzten x Colonnen. 
Ferner erhält man die Matrix B ,  die zu N* in derselben Be­
ziehung steht wie B  zu N, indem man in B  die x -j- 2**.

t 4- 3U___ n -j- l tc Colonne bez. mit ferner di<.dx dx



letzten n — t Colonnen von B  bezw. mit f —■1.. multi-dy dy
plicirt und zu der ersten addirt, schliesslich die soeben er­
wähnten 2 n — 2 t Colonnen fortlässt. Also ist der Rang von 
B' höchstens gleich m +  r. Er kann aber auch nicht kleiner 
sein, denn unter den m -f  r-reihigen Determinanten von B' 
befinden sich alle Produkte aus je einer m-reihigen Determi­
nante von D  (s. Nr. 16) in eine der beiden Determinanten (24).
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§ IV. Die Elementarteiler der charakteristischen Matrix.

22 . Nach der Schlussbemerkung des vorigen § können wir 
uns in der Theorie der Involutionssysteme erster Ordnung auf 
die Annahme beschränken, dass der Rang der charakteristischen 
Matrix der Anzahl n der unbekannten Funktionen gleich i*>t. 
In einer früheren Abhandlung1) habe ich, allerdings unter 
specieller Annahme über die Beschaffenheit der Elementarteiler 
der charakteristischen Matrix, die Theorie dieser Art von In­
volutionssystemen ausführlich entwickelt. In diesem § soll nun 
dargelegt werden, welcher Zusammenhang zwischen den soge­
nannten Charakteristiken des betrachteten Involutionssystnns 
und den Elementarteilern jener Matrix stattfindet, wenn die 
letzteren keinen beschränkenden Bedingungen unterliegen.

23. Unter der Voraussetzung t  — n hat man m 2> »; wir 
können daher setzen

m =  n - f  p (p ^  0).
Die Gleichung (18) des § II wird hier:

n — p =  JSHeaß
m. a. W. die n-reihigen Determinanten der charakteristischen 
Matrix:

(A') I, Qik — wPik\\ (i =  1, . .  n +  p; h =  1 . . n) 
besitzen vermöge des gegebenen Involutionssystems

Grundzüge einer Integrationatheorie etc., Journal f. Mathem. 
Bd. 118, p. 123-157.
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(j) =  o (i =  l, . .n  +  p)

ein ganzrationales Polynom n — jpton Grads in w als grössten 
gemeinschaftlichen Divisor. Dieser Satz, den ich in der citirten 
Arbeit durch ziemlich weitläufige Determinantenrechnungen 
bewiesen habe, erweist sich sonach als eine einfache Consequenz 
der Theorie der Bilinearformen.

Es sei wv einer der x verschiedenen Werte von w, für die 
alle w-reihigen Determinanten der Matrix Ä  verschwinden, 
ferner e\r, 02V, · · die Exponenten der zugehörigen Elementar­
teiler; gr derselben (und zwar natürlich die qv ersten) seien 
von Null verschieden. Die Zahl

£lv H” fyr +  · · 4" eov,y

bezeichnet dann die Vielfachheit, mit der der Faktor w — ivv 
in allen n-reihigen Determinanten von Ä  auftritt, und cs ver­
schwinden in Ä  vermöge des gegebenen Gleichungssystems J 
alle n — ov +  1-reihigen, nicht aber alle n — 0v-reihigen De­
terminanten für w =  wv identisch. Die ivv sind Funktionen der 
Variabein x y zx. . zH und von n — p unter den Variabein p> gy, 
die vermöge J  willkürlich bleiben.

24. Dies vorausgeschickt, fragen wir nun nach den Be­
dingungen dafür, dass die Relationen:

(30) dpi =  r, dx +  Si dy\ dq> =  s4 dx -f- U dy

zusammen mit den ersten Derivirten des Systems J :

Ai —̂  Mi +  (Pik rk 4" Qik Sk) =  0

(31) (i =  1 . .  n +  p)

Bi hie N,· -f- (Pi* Si, - }-  Qik h )  =  0

die Grössen r,, s,·, U nicht bestimmen.
Indem wir die r, s, mittels (30) berechnen und in (31) ein- 

setzen, erhalten wir die Relationen:
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(38) N, +  P.» ^  +  £ *  t„ ( q*·-  Pa ^  =  0(* «  1, .. » -M

Damit diese Gleichungen die Grössen t\ . .tn unbestimmt 
lassen, ist zunächst notwendig, dass
(34) dy  =  wv dx ,
wo w¥ eine der oben definirten x Funktionen bedeutet.

Substituirt man diesen Wert von dy in (32) (33), multi- 
plicirt man ferner die Gleichung (33) mit wv und addirt sie 
zu (32), so entstehen Relationen, die unter Hinzunahme der 
Gleichungen
(35) dzi =  (j>i +  Wy ?.) dx (i =  1 . .  n) 
folgende Form annehmen;
(36) dfx =  0, df% =  0, . . dfH+p =  0;
das Differentiationssymbol dfr bezieht sich dabei auf alle
3 n 4" 2 Variabeln x, y , ..  qH.

Die »  linearen Gleichungen mit den Unbekannten fit ..
(37) Pl(Q* — WvP<k)+...+ l·ln+p(Qn+ptk— WrPn+p,k) =  oik=L·n) 
besitzen nach dem Obigen qv -}- p linear unabhängige Lösungen­
systeme
(38) /x<J> · · · (*ln+p ( s =  1,2, ..ß ,+ i> ).

Indem man die Gleichungen (33) bezw. mit yuj.·) multiplicirt 
und nach i summirt, erhält man die noch übrigen der Be­
dingungen, die ausdrücken, dass die Relationen (32) (33) die 
tk unbestimmt lassen. Nun gibt es aber, da der Annahme 
nach 2 n -f- p der Rang der Matrix B2 (§ H) ist, genau p linear 
unabhhängige Funktionensysteme

/ ^  · ■ · / * &  ( * - l , 2 . . i )

die vermöge J  den Gleichungen
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(39)

M+P
aj·) P *  =  0

1

S V ’ & + fl*’ P*) = 0  
1

«+P
x> Q* =  0

(* =  1,

genügen. Daraus folgt, dass die Funktionensysteme
(40) Pp — «V a<*>. .  ßM+p — wv (s =  1, 2, ..  j?)

Lösungensysteme der linearen Gleichungen (37) darstellen. 
Diese p Lösungensysteme sind linear unabhängig; denn ändern* 
falls beständen Beziehungen der Form

setzt man also

/?<*>=

o, =  £ J .  a<*>

so erhielte man mit Rücksicht auf (39):
»+ P  »4-P

0 , £ o , < f o = 0  ( * = l . . n )
1 1

was nicht möglich ist, da der Annahme nach n +  p der Rang 
der Matrix Bx (§ II) ist, und die o, nicht alle identisch ver­
schwinden können. Ausser den Systemen (40) besitzen also 
die linearen Gleichungen (37) noch q v weitere Lösungensysteme, 
die wir mit den Qv ersten Funktionensystemen (38) identificieren. 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
die Gleichungen (30) (31) die r, s, nicht bestimmen, schreiben 
sich daher schliesslich, unter Hinzunahme der Gleichungen (35), 
folgendennassen;

dy =  Wy dx; d z i=  p( dx -f q>dy (i =  1 ..  n),
d fx =  0, df% =  0, . .  dfn+p =  0;

(41) "+ P
dq« +  A‘ '*) N td x = 0 ( s = l , 2 , . .e,.), 

1



und man erkennt leicht, dass diese PfafTschen Gleichungen 
hinsichtlich der Differentiale üx, dy , dzg, dp,, dq( linear 
unabhängig sind. Die Funktionen sind natürlich von der 
Wahl der Wurzel wv abhängig.

Den Wurzeln %vx . . ivH entsprechend erhält man sonach x 
verschiedene Systeme PfaiTscher Gleichungen, die ich im An­
schluss an meine oben citirte Abhandlung die dem gegebenen 
Involutionssystem J  beigeordneten P fa f f ’ schen Systeme 
erster Stufe nennen will.

Bezeichnet man, in Verallgemeinerung einer bekannten 
von Lie herrührenden Ausdrucksweise* ein Wertsystem

x y z x . .  %n Pi q | · Pnqn

als ein Flächenelement erster Ordnung, ferner jede Schaar von
oo 1 Flächenelemente 1.0., die den totalen Differentialgleichungen

(42) d e ^ p i d x  +  qtdy (i =  1 ..  n)

genügt, als einen Streifen erster Ordnung, so kann man 
einen Streifen 1. 0., der einem der Pfaff’schen Systeme (ofi) 
genügt, als einen charakteristischen Streifen oder eine 
Charakteristik 1. 0. des gegebenen Involutionssystems be­
zeichnen. Es gibt also x verschiedene Systeme charakteristi­
scher Streifen, und man erkennt leicht, dass jedes Integral 
von «7, d. h. jedes System von oo2 Flächenelementen 1. 0., das 
dem System J  und den totalen Differentialgleichungen (42) 
genügt, von je oo1 charakteristischen Streifen eines jeden der 
x verschiedenen Systeme erzeugt wird.

25. In ganz analoger Weise lassen sich x Charakteristiken­
systeme jeder beliebigen Ordnung h (>  1) definiren. Man hat 
zu diesem Zwecke auszudrücken, dass die. Relationen:

—4+1./» dx +  *S?/»+i dy (a +  ß — A> a =  o» i ’ · · *)
zusammen mit den Derivirten h -f- l ter Ordnung des gegebenen 
Involutionssystems die Ableitungen h +  l ter Ordnung nicht 
bestimmen. Man erhält solcher Weise x verschiedene »bei­
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geordnete P fa f f ’ sche Systeme Ater Stufe “ ; das einzelne 
dieser Systeme besteht aus den Relationen

dy =  icr dx ; dz^ =  < +, ß dx-\- z‘aJi H dy
(i =  1 . .  n; a +  ß <  h — 1)

ferner aus den Gleichungen, die durch totale Differentiation der 
Gleichungen J  und ihrer Derivirten bis zur hien Ordnung ein­
schliesslich entstehen, und aus gy weiteren Pfaff’schen Gleich* 
ungen in den Yariabeln
(43) x ,y ,zx. . z H, . . i ^ ß (« +  /? <  h).

Als * charakteristischen Streifen hteT Ordnung“ bezeichnet 
man dann jede Schar von oo1 Wertsysteme (43), die eines der 
beigeordneten PfafFschen Systeme hicr Stufe, und alle Derivirten 
von J bis zur Aten Ordnung befriedigt.

26. Wenn das vorgelegte Involutionssystem J  hinsichtlich 
der 2 »  Variabein jp,·, qt linear ist, lassen sich auch x ver­
schiedene beigeordnete Pfaff’sche Systeme „nullter Stufe“ defi- 
niren, indem man ausdrückt, dass die Gleichungen (42) zu­
sammen mit den Relationen J  die 2n Variabein p< nicht be­
stimmen.1)

27. Auf die Integrationstheorien, die mit dem Begriff der 
beigeordneten PfafTsehen Systeme in Zusammenhang stehon 
und die ich a. a. 0. unter der speciellen Voraussetzung x =  n — p 
ausführlich entwickelt habe, soll an dieser Stelle nicht näher 
eingegangen werden. Wir wollen hier nur noch den Fall her­
vorheben, dass nur eine einzige Funktion wx vorhanden ist, 
und die Exponenten der zugehörigen Elementarteiler alle gleich
1 sind.1) Dann hat man qx =  n — p , und es gibt nur ein 
einziges beigeordnetes System erster Stufe, bestehend aus 3 n +  1 
gewöhnlichen Differentialgleichungen in den 3 n -f- 2 Variabehi
(44) x y z 1. . z np1pt . . p Hq1.. qn.

E. v. Weber: Büinearformen und Differentialsysteme. 2T>f)

J) Vgl. den § 5 meiner oben citirten Arbeit.
2) Dieser Fall wird unter der speciellen Annahme p =  0 von M 

Hamburger (Journ. f. Math. 93) gelegentlich betrachtet.



Die Schar der charakteristischen Streifen 1. 0. hängt also 
jetzt nur von einer endlichen Parameterzahl ab, derart, dass 
jedes Flächenelement 1 . Ord., dessen Coordinaten (44) den ge­
gebenen Gleichungen J  genügen, auf einer und nur einer 
Charakteristik 1. Ordn. enthalten ist.

Bestimmt man einen beliebigen Streifen 1. Ordnung, dessen 
Flächenelemente das System J  befriedigen,1) so erzeugen die 
bezw. von diesen Flächenelementen ausgehenden ool Charakte­
ristiken die allgemeinste Integralmannigfaltigkeit des gegebenen 
Involutionssystems.*)

x) Diese Bestimmung erfordert im Allg. noch die Integration eines 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen, vgl. den Schluss des § 1 
meiner oben citirten Arbeit.

2) Es sei zum Schluss hervorgehoben, dass nach R iq u ie r  (ßc. Norm. 
1893), wenn man den Begriff des „canonischen Systems* etwas erweitert 
jedes beliebige Differentialsystem auf ein canonisches passives System 
erster Ordnung reducirt werden kann, dass also die Entwickelungen 
dieser Note auf beliebige Differentialsysteme mit 2 Independenten an­
wendbar sind. I n s b e s o n d e r e  kann also j e d e s  Differential· 
prob lem in zwei Independenten  auf  die passive Normalform 
(N) des § III zurückgeführt werden.
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