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Ueber Potenzreihen auf dem Convergenzkrelse
und Fourier’sche Reihen.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 2. November.)

§ 1.
y B z‘l v . ) e . ]
Es se1 A, z" eine Potenzreihe mit dem Convergenz-
¥ . =]
radius |z = 1. Setzt man alsdann zuniichst fir z|<1:
£ 7
1) £a,0 = @)

so mag f(z) fir die Stellen z==¢% des Convergenzkreises

im allgemeinen durch unmittelbare andlytlsche Fortsetzung

und fiir etwaige singuliire Stellen 7 als lim £ (%) definirt
d=9'

sein, bezw. da, wo dieser Grenzwerth nicht existirt, als un-

definirt gelten.

Convergirt nun die Reihe EA,, x¥ fir z = e’ noch
durchweg oder wenigstens im allgem‘einen (das soll hier
und im folgenden stets bedeuten: mit eventuellem Ausschluss
einer endlichen Anzahl von Stellen), so ist fiir alle Con-
vergenzstellen nach einem hekannten Abel’schen Satze:

(2) f(e”") sl i‘,,, Ar cm?;‘
0

@D
= 2 Ar (cosyd +i-sinvd).
0
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Andererseits ist f (%) in Folge der gemachten Voraus-
setzungen mit Ausschluss einer endlichen Anzahl von Stellen
J' eine nicht nur stetige, sondern unbeschriinkt differenzir-
bare Function der reellen Veriinderlichen ¢. Unter Hin-
zufiigung der weiteren Annahme, dass jene singuldren
‘Stellen 9 die Integrabilitit von f(¢%) nicht alteriren
sollen, muss sich daher f(¢%) in eine Fourier’sche Reihe
entwickeln lassen :

o 17tx
3) fle) = fr(

le (B . KT P
+ =2 l‘f/ (%) cosvi-di-cosv®+J f(eb)siny i+ di-sin w’)j-
7T 1 - — T

Alsdann folgt aber aus einem bekannten Satze, dass die
Coefficienten dieser Entwickelung keine anderen sein konnen,
als die oben mit A, bezeichneten. Mit anderen Worten:
Allemal wenn die Potenzreihe EA,, ¥ = f(x) fir
x=1¢" im allgemeinen convergirt und f (%) als in-
tegrable Function von ¢ definirt, so ist sie diden-
tisch mit der Fourier'schen Reihe fiir f(e%).

Von den drei Voraussetzungen, unter welchen dieses
Resultat hier ausgesprochen wurde, nimlich:

1) der endlichen Anzahl der singuliren Stellen von
f (&™),

2) der durchgingigen Integrabilitit von f(¢%),

3) der Convergenz von Za,, i —
ldsst sich die erste ohne weiteres beseitigen, wie die Unter-
suchungen von Du Bois Reymond iiber die Darstellbarkeit
einer beliebigen trigonometrischen Reihe als Fourier'sche
Reihe lehren,!) sofern nur die Voraussetzungen 2) und 3)

1) ,Beweis, dass die Coefficienten der trigonometri-
schen Reihe etc. Abh. der Bayer. Akademie, Bd. XII (1875). Vgl.
insbesondere p. 43.
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bestehen bleiben. Da indessen die besonderen Eigenthiim-
lichkeiten, von welchen hier gesprochen werden soll, schon
bei Functionen mit einer endlichen Anzahl von Singulari-
titen zum Vorschein kommen, so soll im folgenden immer
nnr von solchen die Rede sein.

Auch die zweite Voraussetzung kann man bis zu einem
gewissen Grade fallen lassen. Wie ndmlich Riemann ge-
zeigt hat,!) schliesst das Auftreten gewisser Unendlichkeits-
stellen, welche die Integrabilitidt von f (%) aufheben, den-
noch die Darstellbarkeit durch eine trigonometrische
lethe nicht aus. Es sind das solche Stellen 9, fiir welche
{(¢%) ohne Maxima und Minima von viederer Ordnung als
der ersten unendlich wird (NB. wenn auch nicht von hin-
linglich niedrigerer Ordnung, um die Integrabilitit von
(%) zu sichern) und fiir welche f (O TPy f(e? P in-
tegrabel ist. Freilich werden in diesem Falle die Integrale,
welche die Coefficienten in der Fourier’schen Form darzu-
stellen hitten, In dem gemeinhin iiblichen Sinne divergent.
Sie behalten jedoch ihre richtige Bedeutung, wenn man
ihre Hauptwerthe im Cauchy’schen Sinne nimmt, d. h.
wenn man setzb:

b P —s b
fo @20 = iizng{‘gqy(l‘))wlﬂ -+ﬂ£g¢(ﬁ)-dﬁ},

Und mit Hinzuftignng dieser Modification bleibt, wie
Du Bois Reymond gezeigt hat,?) die Eindeutigkeit der
Coefficienten-Bestimmung, also die Identitdt zwischen tri-
gonometrischer beziehungsweise Potenz-Reihe einerseits
und Fourier'scher Reihe andererseits bestehen. Ich mochte
derartige Reihen als uneigentliche Fourier’sche Reihen

1y Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch
eine trigonometrische Reihe", Art. 12. (Ges. Werke, p. 244, 245.)
2) a. a. Q. Art. 24, p. 87 fT.
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bezeichnen und beniitze diese Gelegenheit, um ein einfaches
Beispiel einer solchen Reihe mitzutheilen (s. § 5 dieses Auf-
satzes), bet welcher die Convergenz durch ganz elementare
Rechnung direct erwiesen werden kann, withrend die Diver-
genz der Coefficienten in der Fourier’schen Integralform
ohne weiteres aus der Form der zu entwickelnden Function
hervorgeht.

Im iibrigen bleibt hier noch die Frage offen, ob die
durch die convergente Reihe 24 4, ¢% dargestellte Func-
tion £ (¢”") nicht auch solche Singularititen besitzen kinnte,
welche, ohne zu der eben betrachteten Kategorie zu gehoren,
die Integrabilitit von £ (%) aufheben und damit die Dar-
. stellbarkeit der Reihen - Coefficienten in der Fourier’schen
Form unmdglich machen wiirden? Ob dieser Fall in Wirk-
lichkeit eintreten kann, muss vorlinfig dahingestellt bleiben:
das Gegentheil ist wenigstens, so viel ich weiss, bisher nicht
bewiesen worden. —

Was nun endlich jene dritte — die Convergenz von
Y s . g . o
2 Ay "% verlangende — Voraussetzung betrifft, so diirfte

man vielfach der Ansicht hegegnen, dass man dieselbe ohne
weiteres fullen lassen kinne, sobald nur die Entwickelbarkeit

von f(¢?) in eine convergente Fourier’sche Reihe fest-
steht, und dass man geradezu aus der Existenz dieser lets-

teren anf die Convergenz von ¥ Ay &% (und damit eo
ipso auf die Tdentitéit der Dbetreffenden beiden Reihen)
schliessen diirfe. So sagt z. B. Herr Darboux in seinem
,Mémoire sur 'approximation des fonctions de tres-
grands nombres ete.* ganz ausdriicklich?): ,Nous voyons
que, si f(z), considérée comme fonction de 'argu-
ment w de 2 sur le cercle de convergence, est dé-

1) Journal de Mathém, gitme Série, T. 1V, p. 13.
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veloppable en série trigonométrique,l) la série qui
développe f(2) suivant les puissances de 2 demeurera
encore convergente sur le cercle limite. Dieser Aus-
spruch stammt zwar schon aus dem Jabre 1878, d. h. in-
dessen immerhin aus einer Zeit, in welcher die in den Ar-
heiten der Herren Christoffel?), Prym?) und Schwarz?)
(1871/72) zu Tage tretende schiirfere Priifung der Grund-
lagen des sog. Dirichlet’schen Principes bereits ge-
griindete Bedenken gegen die Stichhaltigkeit der obigen Be-
hauptung hervorrufen konnte. Im iibrigen glanbe ich, dass
anch heute noch viele Mathematiker jene Darhoux’sche
Ansicht theilen und die Frage nach der Convergenz einer
Potenzreihe auf dem Convergenzkreise schlechthin mit der-
jemigen nach der Entwickelbarkeit der betreffenden Rand-
function in eine Fourier’sche [eihe identificiren. Eine
strengere Behandlung dieser Frage ist mir nur in den Ar-
beiten des Herrn Thomé iiber lineare Differentialgleichungen®)
und einer daran ankniipfenden Abhandlung ,Ueber Con-
vergenz und Divergenz einer Potenzreihe auf dem
Convergenzkreise*®) hegegnet. Hier wird vor allem be-
wiesen, dass unter den iiber die Natur der singuliren Stellen

!) Hierunter ist immer, wie aus dem ganzen Zusammenhange
unzweideutig hervorgeht, eine Fourier’sche Reihe zu verstehen.

?) Ueberdie Integration vonzwei partiellen Differen-
tialgleichungen. Gott. Nachr. 1871, p. 435, o

3) Zur Integration der Differential-Gleichung Sz

?u
3 y?
4) Zur Integration der partiellen Differentialglei-

2w %u
ik . . f Math. Bd. 74, p. 218.
3 + 3 0. Journ. f. Math. Bd. 74, p

o= = 0. — Journ. f. Math. Bd. 73, p. 360.

chung

5) Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen
— Journ. f. Math. Bd. 91, p. 222 ff. s. besonders Art. 4, 9, 10. —.
Desgl. Bd. 95, p. 44 ff. s, Art. 8.

5) Journ. f. Math. Bd. 100, p. 167.
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gemachten Voraussetzungen die Coefficienten der Potenz-
reihe wirklich identisch sind mit den Fourier’schen Ent-
wickelungs - Coefficienten der Randfunction, und sodann erst
aus der Convergenz dieser Fourier'schen Reihe auf die-
jenige der (auf dem Convergenzkreise mit ihr identischen)
Potenzreihe geschlossen. Obschon nun aus dieser Art der
Beweisfiithrung die Meinung des Verfassers dentlich hervor-
geht, dass es Fille geben konnte, in denen die fragliche
Schlussweise nicht zutrifft, so ist es doch weder hier, noch
auch, so viel ich weiss, in anderen Arbeiten, deren Gegen-
stand dies nahe gelegt hiitte,!) direct ausgesprochen worden,
dass es derartige Fillle — und zwar solche von verhiltniss-
miissig einfacher Natur — wirklich auch giebt. Ich will
“nun in diesem Anfsatze zeigen:

Es giebt thatsiichlich Potenzreihen, welche auf
ihrem Convergenzkreise divergiren, obhschon die zu-
gehorige Randfunction in eine convergente Fourier’-
sche Reihe entwickelt werden kann.

In den folgenden beiden Paragraphen theile ich zuniichst
die allgemeinen Ueberlegungen mit, welche mich zur Con-
struction derartiger Functionen gefiithrt haben und die so-
dann in § 4 zur Bildung bestimmter Beispiele beniitzt wer-
den sollen.

§ 2.

Es seien die beiden Reihen:

@ (@) = i‘r (ay cos v & -+~ b, siny 9)
0

(1) 2,
p (@) = 27 (— by, cosy i 4 a,sinv )
0 :

1) z.B. Harnack, Anwendung der Fourier'schen Reihe
auf die Theorie der Functionen einer complexen Veriin-
derlichen. — Math. Ann. Bd. 21, p. 305.
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fir 0 <94 <22 durchweg oder wenigstens im allgemeinen
convergent:; dabei sollen die Coefficienten a,, b reelle Grossen
von der Beschaffenheit sein, dass fiir » = w0 der Grenz-
werth bezw. die obere Unbestimmtheitsgrenze von

mindestens einer der beiden Grissen |a, |*, ¥,|” den Werth
1 hat, wiihrend der entsprechende Werth fiir die andere
dieser Grossen auch <1 sein darf. Setzt man sodann:

(2) Yo (a, +b,i) 5" = f, (2),
0

so convergirt diese Reihe fiir |z | > 1, sie divergirt fiir
xz! <1, wihrend sie fiir |z|=1 tbergeht in:

3 £ = Sv@, +b,i) (cos v9 —i-sinvd)
0

=) —i-w()

also in Folge der gemachten Voraussetzung auf dem Con-
vergenzkreise noch durchweg oder im allgemeinen con-
vergirt.

Angenommen nun, f, (x) lasse sich iiber das gesammte
Innere des Kinheits-Kreises als eindeutige analytische
Function ohne singulidre Stellen fortsetzen, so muss eine
fir || <<1 convergirende Potenzreihe existiren, deren Summe
f, (@) ist, also:

(4) fi(z) = Sr A, (lz <1).
0

Es ist nun leicht zu ersehen, dass diese Potenzreihe auf
dem Kinheitskreise nicht convergiren kann. Denn wire
dies der Fall, so hitte man:

[s 2]
(5) [ (%) = 27 4, (cos v & + i -sin v 9)
0

und die Vergleichung mit (3) wiirde ergeben, dass gleichzeitig:
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A,= a,+b,i wnd 4,= —(a,+b,7)
sein miisste, was unmdglich ist. "

Man hiitte also auf diese Weise in der That eine Potenz-
reithe f(z) =2 A, 2" gewonnen, welche die oben verlangte
Eigenschaft hat, auf dem KEinheitskreise zu divergiren,
obschon daselbst eine convergente trigonometrische Reihe
fiir f, (¢%) vorhanden ist.

Diese letztere besitzt hier in gewisser Beziehung noch
einen ganz speciellen Charakter: sie bildet nidmlich die
Grenze der Entwickelung von f; (#) nach negativen Po-
tenzen von x. Man erkennt indessen, dass diese Eigenschaft
durchaus unwesentlich und in Wahrheit auch leicht zu
beseitigen ist. Bezeichnet man némlich mit f, 2z =2 B, «"
eine Potenzreihe, deren Convergenzradius ¢ >1 ist, und
die im Falle o =1 anf dem Einheitskreise noch durchweg
oder im allgemeinen convergirt, so wird offenbar die Reihe:

@»n
€ f@ =fH@tL0) = 24,+B) 2

0
fiir 2= ¢’
withrend

(M 1) = ¥ {(a,+b,i)- "+ B, %)
0

gerade so divergiren, wie die Reihe f (z),

wird, und diese convergirende trigonometrische Reihe jetzt
nicht mehr die Grenze der Entwickelung von f(x) nach
negativen, und im Falle o =1 anch nicht diejenige der
Entwickelung von f(z) nach positiven und negativen
Potenzen von z bildet. Man erzielt dies z. B. am einfachsten,

wenn man speciell setzt:

i) : :

®) fs () = 2» (av — b7 -2

also : .
0]

(9) ") = X (a, —b,i)(cosv I A i-sinvd)
0

= @ @)+ iy (D),
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in welchem Falle dann f(z)=/{, (®) +f, (z) auf dem Ein-
heitskreise durch die. trigonometrische Reihe 2 ¢ () hezw.
24y (9) dargestellt wird.

Durch die vorstehende Betrachtung ist die Moglich-
keit, Rethen der gedachten Art zu construiren, erwiesen,
sobald es gelingt, Reihen nach negativen Potenzen von z,
wie die oben mit f; (x) bezeichnete, herzustellen, welche auf
dem Kinheitskreise convergiren und in das Innere als
eindeutige, durchweg reguldre Functionen von z fort-
gesetzt werden konnen. Um dies zu erreichen, wird man
natiirlich zunichst nicht wie oben von irgend einer bestimmten
Annahme beziiglich der Coefficienten «,, b, ausgehen

konuen, sondern vielmehr von einer Feststellung der Singu-
larititen, welche fiir £, (z) auf dem Einheitskreise erfor-
derlich und zuliissig erscheinen. Man erkennt aber ohne
weiteres, dass hierbei ausserwesentlich singulire Stel-
len, sowie algebraische und logarithmische Verzweigungs-
punkte jedenfalls von vornherein auszuschliessen sind, da
die ersteren die Divergenz von 25 (a, + b, 1) -e="% nach
sich ziehen, die letsteren die eindeutige Fortsetzbarkeit
von f, (z) verhindern wiirden. Als mpglicherweise zulissig
bleiben daher nur wesentlich singuldre Stellen, welche
noch die besondere Kigenschaft besitzen miissen, dass f; (@),
falls die Variable # von aussen her oder lings der Peri-
pherie des Einheitskreises sich einer solchen Stelle nihert,

unter einer endlichen Grenze oder zum mindesten integrabel
hleibt.

Der Einfluss, den eine derartige, auf dem Convergenz-
kreise einer Potenzreihe angenommene singulire Stelle aunf
deren Convergenz und Divergenz ausiibt, soll nun zunichst
genauer untersucht werden.

1895. Math.-phys. Cl. 3. 23
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§ 3.

s sei f(z) eindeutig und regulir finr |z <R, wo
R>1, mit Ausnahme einer einzigen Stelle auf dem Hin-
heitskreise 2 == o = ¢*. Beziiglich der Beschaffenheit dieser
singuldren Stelle 2 =g« unterscheiden wir die folgenden
zwel Fille:

I. Es sei f(z) fir.2 =a noch absolut integrabel,
sobald der Integrationsweg dem Inmnern oder der Peri-
pherie des Einheitskreises angehort, d. h. das Integral

f1f(@)|-dz werde in diesem Falle mit |z,— a| beliebig
Zo

klein — eine Bedingung, welche z. B. stets erfiillt ist, wenn
'f(2)| im Innern und auf der Peripherie des Einheitskreises
in jeder beliebigen Nihe der Stelle a stets unter einer festen
Grenze bleibt.

Alsdann liisst sich zeigen, dass die zuniichst fiir |z <1

@xO :
~geltende Potenzreihe fiir f(z) = 2» 4, 3" noch fiir [z =1
0

mit eventuellem Ausschlusse der Stelle # =a convergirt
und wit der Fourier’schen Reihe fiir f(¢”) identisch ist.

Um dies nachzuweisen, denke man sich den Kinheits-
kreis (E) construirt und die Stelle «# mit einem Kreise (K)
von beliebig klein anzunehmendem Radius ¢ umgeben. Be-
zeichnet man sodann mit (C) diejenige Curve, welche aus
dem Einheitskreise (/) entsteht, wenn man das kleine durch
den Kreis (K) ausgeschnittene Bogenstiick (e¢) durch das
entsprechende, innerhalb (Z7) verlaufende Bogenstiick ()
vou (K) ersetzt, so hat man fiir alle Stellen 2z im Innern
von (C), also sicher fir |z |<1—o:

L
1) f@ =, (19
' (FE)

(wobel das Pluszeichen vor € die positive Integrationsrich-
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tung andeuten soll. Da aber in Folge der gemachten Voraus-
setzung der von dem Bogenstiicke (%) herriihrende Bestand-
theil dieses Integrals, gerade so wie ein iiber (e) zu er-
streckendes mit (%) und (¢) — also schliesslich mit o —
beliebig klein wird, und da andererseits f(x) einen ein-
deutig bestimmten, von ¢ unabhiingigen Werth hat, so kann
man ohne weiteres das Integral iiber (%) durch das ent-
sprechende iiber (e) ersetzen und erhilt somit an Stelle der
Bezichung (1) jetzt fir |z | <1 die folgende:

1 ¢
@) fa) = 5o (K
(+F)
und hieraus in der iiblichen Weise:
: @, "
(3) f(x) = 2w A, =
wo: &
1 of() 1%
- L ey -
A, Zrm'f - dt anf(e )-dy
(4) (-+E) 0
£(t) 1p
A, = )7-1 t7+1 dt El[/'(cm-).e—i')]r.(])] ()r »112’3“”)
(+I) 0

Dabei lassen sich diese Coefficienten A, noch in fol-
gender Weise umformen. Bezeichnet man wieder mit (C)
den oben definirten Integrationsweg, so hat man offenbar:

wfﬂni dt =0 (v=1,23,..)

oder, da man hier wieder genau wie oben den Integrations-
weg (C) durch den Weg (I9) ersetzen kann:

27
e v-1 Loy g g - —1.9.5
))27-fo(f)f .dt,..z;[f/(e}).(gn-dj] 0 (‘I 1,23.)
0

T
23
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Durch Addition und Subtraction dieser letzten Gleichung
liisst sich daher A, in die doppelte Form setzen:

21T
i—ff(e”‘)-cos v - dy
6) 4, =1 2 (r=1,2,3,...)

21

1f ate
c— / . § Y
m.of(e ) -sinyy - dy

q.
und wman erhilt daher, wenn man z=7-¢" setzt und

» <1 annimmt, aus Gl (3) die Entwickelung:

27 2
(7) f(r- (30") %ff(e”’) cdy+ I'i” r -ff(c’?i) ccosv(y—d)-dy
7 A
0 1 0

Andererseits muss sich f(e?") in Folge der gemachten
Voraussetzungen in eine wmit eventuellem Ausschluss der ein-
zigen Stelle J = a convergirende Fourier’sche Reihe ent-
wickeln lassen, nimlich:

27 27
v Dy 1 - g R e
®) 1™ = o [1) - dn+ LE [ - cosv iy 0)-ay
27[0 T

und da die Reihe (7) fiir » =1 in diese letztere iihergeht,
so folgt, dass in dem hier betrachteten Falle die Potenzreihe
[@)=24,%" noch fir z &% (mit eventuellem Ausschluss
der Stelle x = a, ¥ = a) convergirt und mit der Fourier'-
schen Reihe fiir f(e%) identisch ist. — '

II.- Es sei jetzt f(z) fir x =« noch absolut inte-
grabel, wenn der Integrationsweg dem Aeusseren oder
der Peripherie des Einheitskreises angehort.

Fir das Gebiet 1 <|z|< R existirt alsdann nach dem

Laurent’schen Satze eine Entwickelung von der [form:
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: @ &, @
(9) [(x) = dv A, &"=23rA,2+24_ 57,
[e ) ) 1

wobel die Reihe der positiven Potenzen (welche sich auf
die Constante A, reducirt, wenn f(z) iiberhaupt keine wei-
tere singulire Stelle ausser x = a besitzt) fir |z <R, also
insbesondere noch fiir || =1 absolut convergirt. Setzt man
also GL (9) in die Form:

@ . ®,
(10) 2 AV = f(xg)y—2v4,z"
1 0

so folgt mit Hillfe der Substitution z =; aus dem Ergeb-

—

nisse des Falles I ohne weiteres, dass >3 A_, =" noch auf

dem Einheitskreise — mit eventuellem Ausschluss der Stelle

z=u — convergiren muss. Das Gleiche gilt somit von

der Gesammtreihe (9), woraus dann auch wiederam die

[dentitdt von +f1'A,, ¢ mit der Fourier’schen Reihe fiir
—a0

f (e%) sich ergiebt.

Daraus kann man aber mit Hilfe der in § 2 angestellten
Betrachtung weiter schliessen, dass die im Innern des Ein-
heitskreises geltende Entwickelung von f(2) nach positiven
Potenzen von z auf dem Einheitskreise divergiren muss.

Um die Beschaffenheit dieser letzteren Reihe und ihre
Beziehung zu der Fourier’schen Entwickelung von f(e?
genauer festzustellen, hat man auch hier wiederum fiir
|z|<1-—p zunichst:

. . 1 £

++0)
(wo o und (€) die in I angegebene Bedeutung haben). Be-
zeichnet man sodann mit (%') das ausserhalb des Einheits-
kreises verlaufende Bogenstiick des kleinen Kreises um @, so
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kann hier offenbar das iiber den aus (e¢) und (%') zusammen-

gesetzten, geschlossenen Weg erstreckte Integral: |- ~dt

durch Verkleinerung von o beliebig klein gemacht werden,
muss also, da es einen von o unabhiingigen, bestimmten
Werth besitzt, gleich Null sein. Addirt man dieses Inte-
gral zu dem in GL (11), so ergiebt sich:
, 1 ) . 1 pr@)
(12) flx) = 5i) {:%-(It—z—m Zé—x-dt
(+E) (+£)

fir || <1 —p, bezw. fiir 'z/ <1, wenn man schliesslich o
unendlich klein werden lisst.

Um zunichst das zweite Integral auszuwerthen, hat man:

I 1 1 o @ (t—ay—1
t—z  x—a ]_t-a T (—a)y
X —a

und daher:
1 f(t o __1_ o, Y ( at
[_ omi) t—z T o %”(”—“) J [(#)- (t—a)' =1 d¢
(15) +5) i o
l = 2 Uy (z—a)™.
1

Die rechte Seite lisst sich in eine fiir |z|<<|a| d. h.
fir {z| <1 convergirende Reihe nach positiven Potenzen
von z entwickeln, so dass sich ergiebt:

L rr@ _® )
(14:) ﬂ@ i‘_—x" dt — 20_;“/ .Bvx s
)
WO :

(15) B, = (=1 (x4 »—1),- C_a=0n,
1

Ferner hat man fir = <1:
* 1 /(t> 4 LI CD‘ ’ .
(16) 50 Z—x.dt = %v B, x

+5)
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WO
) 27
y 1 /@) 1 P
(17) (+E) 207
: I/ = :
b, Gy ;if_*_)l-dt-—:é%[f]‘(e’ﬁ)-c‘”’”-dv; (r—1,2,3,...)
+E 0

Hiernach liefert Gl. (12) fir 2z <1 die folgende Ent-
wickelung :

(18) f@) = S B+ 5 0o (6 — )~
0 1

for)
= (B, +B,) 7"
0

deren zweiter Theil, wie die Form der Coefficienten C_,
(s. GL. (13)) lehrt, die Gesammtheit derjenigen Bestand-
theile enthilt, welche die Stelle @ zu einer (wesentlich) sin-
ouliiren machen: es sind ni#mlich die Coefficienten C.»
genau diejenigen, welche man als Coefficienten der negativen
Potenzen von z—a erhalten wiirde, wenn man f(z) in der
Umgebung der Stelle = ¢ nach dem Laurent’schen Satze
entwickelt. Hieraus folgt aber, dass die Reihe:

%v B 2" = f(z) — 21 O_v(z—a)~”
1] 1

noch fiir £ =«a, also schliesslich auf dem ganzen Einheits-
kreise sich reguldr verhiilt. Sie besitzt somit einen Con-
vergenzradius, der grésser als 1 sein muss (ndmlich den
Convergenzradius R1), so dass sie insbesondere fir |z|=1

1) Dabet ist R = o, wenn f(z) keine weiteren singuldren Stel-
len im Endlichen besitzt; und falls auch die Stelle = ® keine
singuliire ist, so reducirt sich jene Reihe auf das constante Anfangsglied:

By = (o) = YwC_p(—a)™"
1
= f(O) - Bo-



352 Sitzung der math.~phys. Classe vom 2. November 1895.

noch absolut convergirt. Da aber die Gesammt-Entwicke-
lung von f(z) nach positiven Potenzen von z, wie oben be-
merkt, fir 2| =1 divergirt, so erkennt man, dass diese
Divergenz ausschliesslich von jenem zweiten Bestandtheile

[0 e]
2» B, 2" herriihrt.
0

Es ldsst sich aber auch genau angeben, welche con-

D

vergente Entwickelung fiir £ =¢" an die Stelle jenes

divergenten Bestandtheils tritt, dergestalt dass fiie f(e?)

schliesslich eine convergente trigonometrische — niimlich
die Fourier’sche — Reihe zu Stande kommt.

Hierzu bemerke man, dass die Coefficienten B, zwar in
(17) zuniichst genaun in derselben Integralform erscheinen,
wie die 4, im Falle I (s. GI. (4)): aber es ist a priori
klar, dass sie nicht, wie jene, mif den Fourier’schen Ent-
wickelungs-Coefficienten von f(¢%") identisch sein konnen.
Um den Zusammenhang mit diesen letzteren aufzukliren,
hat man die Beziehung:

,2;5“[]0@) SlodE = 0 r=123,...)
+0)

wolilir man wiederum, analog wie oben, schreiben kanu:

0 = mef(t) peledt— g ff(z 1. dt

+5
19) = - f f(em)-emi-dy — D
2n 4 &
WO '
Di— _Lf/'(t)-t"—l-dt = J--f(a+(z- Y-l [l - di
Y 271 2m1.
(+K) (+&)

1
S S y — 1), valb =% (t— a1 (D -
= 27”:21;/.(!;(7. 1)A_] a (l‘ u) /(f) dt
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J- 1 v

(20) Dy = SHr=1), ;0  a*
i

Durch Addition bezw. Subtraction von Gl. (17) und (19)
folgt alsdann :

27T
iff(c’“) ccosvy - dy — Dy
0

(21) By =1
712 [ (&) sinvy -dny + D,
7 '-0

so dass die Entwickelung (18) fir z =17 ¢" und »<1
sich folgendermaassen schreiben lisst:

2T

2
g : © T
(22) f(re? __)1— ff'(c’i‘) -d;;—{—_l-[),,r'r’ . r/(e'/')-cosr(n- -J)-dy
f 7 o
0 ! 0
[s 4] ) @, o
. Z,, sz e i LB L,, Bu P l)t'
1 0
Da andererseits :
2 27T
g 1 1S ¢
(23) 1(e%) thff(c”') -dn+ TL"jf (€. cosv(ny—>)-dy
J - 1
0 0

und in GL (22) fiir » =1 alles mit Ausnahme des letzten
Bestandtheils convergent bleibt, so folgt:

r=1

. m 3 . w .
(24) lim {)_;v B,r e"ﬂ'} = 3D o,
0 1

womit die gesuchte Grenz-Entwickelung von 2B a” fiir

z = ¢" gefunden ist.



354 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. November 1895,

§ 4.
[. Setzt man jetzt:

x 1 1)
) (@) = ¢t = et
so ertillt offenbar die einzige singuliire Stelle z = 1 dieser
Function die im Art. I des vorigen Paragraphen eingefiihrten
Bedingungen. Man hat niimlich, um das Verhalten von
fi () in der Nihe der Stelle z =1 zu erkennen:

. 1+§ N
2) [ & i) = ¢ &40
also: £
» : Q=N
(3) LA FE4-ni) = e &7

Gehort nun die Stelle £ =1+ £+ 54 noch dem In-
nern des Kinheitskreises an, so ist & wesentlich negativ
und daher — was auch 7 bedeuten mibge — stets:
f, @] <e.

Gehort hingegen z der Peripherie des Kinheitskreises
an, so mige gesetzt werden a = e%, also:

51?,'( i _Qt?x) . 1 ¥
z+1=1¢ \e e = 2¢ S e0s o
}191 1:19‘1‘ —5191 8 }l?z . ‘l')‘
rz—1 =z¢ e —e = Zi¢ - sin
und:
x I 1 z+41 1 . 9
- - -_— _|_ 2— . _l—- . N T Z - C()t <
z— 1 22 z—1 2 2 2
folglich :

@) e =

N | (1 tl?) e (l t[})]
= ¢ lCOb ~QCO 2‘ — 17 - 81 ;200 2 J,

1) Der Tactor ¢ ist nur hinzugefiigt, um einen mdoglichst ein-
fachen Ausdruck fiir die Entwicklungs-Coefficienten zu erhalten
(s. GL. @),
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so dass also in diesem Falle |f, (@)] =¢' wird — auch in
beliebiger Nihe der Stelle ¥ =0 d. h. z=1.

Ks muss daher nach Art. I des vorigen Paragraphen
die zuniichst fiir [z | <1 geltende Entwickelung:

CQ
(5) f (@) = 2v 4,

0
noch fiir x| =1 — mit eventuellem Ausschlusse der Stelle
=1 — convergiren, d. h. es gilt die Entwickelung:

¢

2 el é—lvt'-cot:l} &, .. .
(6) fi(e") = ¢ 2 = Y A, (cosvd + i-sinvi)
0

fir 0 <<9® <2z, und dieselbe ist mit der Fourier’schen
Reihe fir £, (¢7) identisch.

Darans folgt dann noch inshesondere, dass die Reihe fiir
D =10 divergirt.

Was die Coefficienten A, betrifft, so findet man aus:

1
el =¢. iy (—1)" ! (1 —z)—*
o ] ;{'/

N . 1 ® .
= (142 S e =), @)
1 %
unmittelbar fiir » > 1:

(M 4, = S (=" by — 1),

1

= C'i”(——l)z':)(z—i—)’—l)z_l r=1273,....)
1 2 |

0 1
und speciell: 4, = e- ﬁz (—l)‘-;-/ = 1. Man kann aber
5 ¢

anch die hier in Form unendlicher Reihen erscheinenden
Grossen A, mit Hiilfe der Mac Laurin’schen Entwickelung
in geschlossener Form darstellen.
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Man findet auf diese Weise:
4,= f,(0) =1

und fiir ¥y > 1:
1

| Y 1 ((17 z_ ) 1 ((1" c”)
= . (1) == -0 = =
AV p! f] (O) ) [ dz” s »! d(] )1» _
i

y=-1
Nun ist a.llgemein:

1 dp( //_)
14 ./ d(}/_)

A"y ()
(ZJ

¥ 1 o i v 1).” i
:.( 1) .»y/-‘[/‘i‘l. 3/1/ g ]).!.!//.—1.(7(/)(‘7/)

SN

B) =S, gt ()

2! #—1
und daher:
1 ey } v
__/.e.i__f_ = ( 1Y.etr. 3 — (v— 1)
i (Z(

y4
O/ "
_)V ‘l'/ ! 7n—1 Yy
also schliesslich:

Y

LA <4
9 4, = Zz(—y—,—)w(rml), e
1 ;]
II. Die Funection:

1 1

z—1

(10) fh@ =¢ " =r¢ce *7
welche zu der eben betrachteten in der zwiefachen Be-
ziechung steht:
(1
l ()

(11) f; (x) = i
l " (@)



A. Pringsheim: Ueber Potenzreihen auf dem Convergenzkreise. 557

geniigt, wie leicht zu sehen, den in Art. II des vorigen
Paragraphen statuirten Bedingungen. Da niimlich:

E—n¢
(12) AO+Etn) =¢ 50
also:
&
(13) (0 +E+g) = &7

so wichst dieser absolute Betrag iiber alle Grenzen, falls
| <k- & (k eine endliche positive Zahl) und £ negativ,
numerisch sehr klein genommen wird, also wenn z auf irgend
einer geraden Linie aus dem Innern des Einheitskreises sich
der Stelle 1 nihert. Da im iibrigen |f, (z)|, wie die erste
der Beziehungen (11) lehrt, fiir Stellen ausserhalb oder
auf der Peripherie des Einheitskreises auch in beliebiger
Nihe der Stelle z =1 stets unter einer endlichen Grenze
bleibt, so folgt aus Art. Il des vorigen Paragraphen, dass
die fiilr [z <1 geltende Potenz-Entwickelung von f, (z) fiir
« =1 divergiren muss, withrend andererseits f, (¢?) durch
eine convergente trigonometrische Reihe mit ganz nenen
Coefficienten darstellbar 1st. Um diese letztere zu finden,
kann man ohne weiteres die Formel (24) des vorigen Para-
graphen anwenden. Man hat — unter Beibehaltung der dort
angewendeten Bezeichnungen :

1
=%

f_) (.’E) =€ = 1+.§‘1'(*])l)’1,(.€— l)"v
| !

1
also : C_,=(—1"- 2

und daher (nach § 3, Gl (20)):

D, =>=6_1,, dh=a4,@L0O)
b Y

—

1
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so dass jene Gl (24) hier lauten wiirde:

: %v P 1"19;" 02‘1' —viy
(14) lim =275 ¢ [ = =V 4,e "

r=1 0 1

Beachtet man jetzt noch, dass die in § 3 mit B be-

zeichneten Grossen fiir » > 1 siimmtlich Null sind (da f, (@)
keine singulidre Stelle ansser =1 besitzt) und dass (§ 3,

Fussnote) :

: ® ]
B, = /2(0)”—21’;‘, =e—(—1) =1= 4,
T !

so kann man Gl. (14) mit Hinzufiigung des Gliedes B fol-
gendermaassen schreiben :

(15) £, (&%) = v 4, (cosvd — i - sin» ),

0
ein Resultat, dessen Richtigkeit man mit Hiilfe der Glei-
chungen (11) und (6) sofort verificiren kann.

Es scheint miir auch nicht ohne Interesse, die aus den
allgemeinen KErgebnissen des vorigen Paragraphen hergeleitete
Divergenz der Potenz-Entwickelung von f, (z) fiir z =1
nachtriglich noch durch die Rechnung direct zu bestiitigen.

Es werde gesetzt fiir [z <<1:

1

(16) file) = 7= 3B o
0

(wobei also jetzt das im allgemeinen Falle und ohen mit
B+ B, bezeichnete constante Glied der Kinfachheit halber
mit B, bezeichnet ist).
Alsdann hat man By=1{,(0)=¢ und fir »>1 zu-
nichst:
1

1 (de = 1 (d"e™?
. / z=0 ; (]() y=—1

= p —
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also mit Bentitzung von Gl. (8):
1 @ e A
»! _(i(.!’/")” -

schliesslich :

R
(__ 1)1-(3 -/,‘12'2(—]‘)/';‘:/(”_1)2—1 y’+/

r 1
(1() Bv —_ 0"?7, ;5—!(1’ = 1) -

Da hiernach :

>e(14+253),

so wird mit » = o0 auch lim B, = «, was dann nothwen-
dig die Divergenz von X B z” fiir x[ =1 zur Folge hat.

IIL. Die soeben betrachtete trigonometrische Rethe fiir
i (¢%) convergirte mit Ausschluss der einen Stelle ¥ = 0.
Man kann indessen aus den Ausdriicken f, (2), £, (z) leicht
neue bilden, deren trigonometrische Entwickelung auf dem
Einheitskreise ausnahmslos convergirt, withrend die be-
treffende Potenzreihe dort divergirt.

Setzt man zuniichst:

(I8) fi(x) = f;(» — [ (®)

5;—1 1"— 2 ’
U

= ¢ e

z-+1
o 2:'-1]
—e J

19 —

1a:+)

= ‘)7 n~ “1(

so wird die fiir 2z <1 geltende Potenzreihe:

i - 5] 3’
(19) fi@) = >4,—B,) =

0
wiedernm fiir z = ¢* divergiren. Dagegen wird die Reihe:
1 q
o ¥ . @ :

(20) f, (") = — 2i.e2sin ( cot ) = 2i3r 4, -sinrd

9
1
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jetzt auch noch fiir & =0, also ausnahmslos conver-
giren. Sie convergirt freilich in der Nihe der Stelle =0
ungleichmiissig — wegen der unendlich vielen Maxima
und Minima, welche f, (¢%) daselbst hesitzt.

Indessen auch diese Kigenschaft lisst sich noch besei-
tigen. Ich setze:

(21) Fi@) = (@—1)-f (@)

so hat man fiir [2| < 1 nach Gl (5):
(22) Fo)=@—1) 34,5
s o] ° ,
= —4,+ =24, — A”+1) Ras!
0

und nach § 3, Art. I fir 0 <<H9 <27

i 1 R
: D o — 5 {0 —ecot -
(23) F, (e*) = 2i-sin '2 et P ( 2)

[¢ o]
= — 4+ >4, —4,.) ¢

0

("+l)l9i

Diese Reihe convergirt aber auch noch fiir 9 =0 —
nimlich gegen den Werth Null (da in Folge der hewiesenen

Convergenz von X4 % offenbar lim A = 0 sein muss).

V=

Sie convergirt somit ausnahmslos wnd, da sie mit der
Fourier’schen Reihe fiir die stetige Function I, (¢%)
identisch ist, aueh durchweg gleichmiissig.

Betrachtet man nun ferner die Function:

@y Fy (@) = (z— 1) f,(2)

so wird fir z! <1:

w
(25) Fy(@) — (2~ 1)3vB,e” - Byt 3(B, - B,, )&
.0 0
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und diese Reihe muss wiederum nach § 3, Art. 1T fiiv z = ¢
divergiren (da ja- der Charakter der singuliren Stelle
=1 durch den Factor (# — 1) keine wesentliche Ver-
inderung erleidet).

Andererseits hat man aber fir |2|>1 nach Gl (11)
und (5):

B@ = @—17(1)
PN Ny
0

(20) = dow — (4, — A4, ) -z
0

und da nach § 3, Art. I diese Reihe noch fir z =¢% im
allgemeinen convergiven muss :

e~ v 191

, g ®
(27) F, ((’0[) = 4, e — 2 (Ar Al'-{-l) '
0

Die Vergleichung mit der Reihe (23) zeigt dann aber
ohne weiteres, dass anch diese Reihe ausnahmslos und
durchweg gleichmiissig convergiren muss.

Hieraus erkennt man also, dass selbst in dem Falle, wo
die Randfunction in eine ausnahmslos gleichmissig
convergirende trigonometrische Reihe entwickelt werden kann,
man noch keineswegs ohne weiteres auf die Convergenz der
im [nnern geltenden Potenzreihe fiir die Stellen des Con-
vergenzkreises schliessen darf.

§ 5.

Wihrend das Charakteristische der in Art. II und III
des vorigen Paragraphen betrachteten Beispiele darin bestand,
dass die betreffenden Potenzreihen auf dem Convergenz-
kreise divergiren, obschon die zugehdrige Randfunction

durch eine convergente Ifounrier'sche Reihe darstellbar
1895. Math.-phys. Cl. 3. 24
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ist, will ich jetzt, wie in § 1 angekiindigt wurde, ein Bei-
spiel einer Potenzreihe geben, welche nachweislich auf dem
Convergenzkreise (mit Ausschluss einer einzigen Stelle) noch
convergirt, wohingegen die Existenz einer ,eigentlichen®
Fourier'sche Reihe, d. h. einer solchen mit schlechthin
convergenten Integral-Coefficienten (vgl. § 1) nach der Natur
der dargestellten Function definitiv ausgeschlossen erscheint,

Ich setze:

(1) f(x) =
also fir (2 <1:

_—an, _x 1
(x—1)1g(1—u)

A
. 4] = ’ ,
2) [(@) = ¢ 5 =262
TR 0
‘(T‘ r-~1

und daher:
"7'—1 3 (0 , Y
{—"'—{—.2'—{_“1 2 = Svyg

0

LA

o S0

so dass sich zur Bestimmung der Coefficienten «a, die Re-
cursionsformel ergiebt:
» a,

(4) 22;“,?{_"1'_y =1 (7’=0,1,2,...)
0 4

und hieraus speciell :

.

5) a, = 1.

Ich zeige nun, dass die Coefficienten a, simmtlich po-
sitiv sind, mit wachsendem Index » bestindig abnehmen
und fiir. y = gegen Null convergiren.

Schreibt man in Gl. (2) (» —1) statt », also:

r—1 ((_/
(©) 3= 1,

PR
0 7 “z

und setzt GI. (4) in.die Form :
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y-1 a,
(7) ‘;S%,,+1_%+a,,:1,
so folgt dnrch Subtraction:
y—1 a,
®) A You

Hierans ergiebt sich, dass a, >0 ist, wenn das gleiche
von a,. @y, ...a, , gilt. Da aber g, =1, so folgt in der
That allgemein: a, > 0.

Schreibt man ferner die Gleichungen (4) und (6) fol-

gendermaassen :

,1_‘ } é'?»- @ = 1
y41 h 1'1'—}—1—2 D
(9
v’ az_l

N - = 1
T vt l—x !

so folgt wiederum durch Subtraction und Multiplication

mit v 4+ 1:

ro — da,
1“ L 1 2‘~ -AT—-I — —/: =3 5
(10) (1) == N gy 1

1
Setzt man hier » — 1 fiir », also:

v-1a —
x-1 4
(11) pose 2T 2
; Y — %

und subtrahirt diese Gleichung von der vorigen, so kommt:
o **;—71 (az_l— a)z+ ((l,,_] — a,,) = 0,

oder anders geschrieben:

v=l x(a, , —a,)
9 = Sw .7 s
S o e G )

d. h. @, ,— a, ist sicher positiv, falls alle vorangehenden

Differenzen es sind. Da aber aus Gl (10) fiir » = 1:

24*
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I e . . :
ag =y = sich ergiebt, so folgt wiederum, dass allgemein:

a,_,—a, >0 sein muss.

»

Da hiernach die positiven Grissen @, mit wachsendem »
bestiindig abnehmen, so besitzen sie flir » = o einen be-
stimmten Grenzwerth. Dieser muss aber Null sein, da an-
dernfalls die linke Seite der Recursionsformel (4) wegen der
Divergenz der harmonischen Reihe mit » in’s Unendliche
wachsen wiirde.

Aus den eben nachgewiesenen Kigenschaften der Coeffi-
cienten @, folgt aber bekanntlich die gleichmiissige Con-
vergenz der Reihen X'a,cosvd, Za,sinrd, mit even-
tuellem Ausschlusse der Stelle ¢ = 0, also schliesslich die
gleichmiissige Convergenz von Xa,z" fir © = ¢, mit
eventuellem Ausschlusse der Stelle # =1. Hier divergirt
tn der That die betrachtete Reihe, wie sich daraus ergiebt,

dass lim f(z) = -} oo wird, wenn z auf dem Radius der
z=1

Stelle 1 zustrebt.

Andererseits erkennt man ohne weiteres, dass f(z) als
Function von 2 in der Nihe der Stelle z = 1 nicht
integrabel ist, da sie fiir £ =1 so unendlich wird, wie

Hglg(l = .
il ) Es muoss dann aber auch /'(c'?‘) als Funetion

dx
von ¥ an der Stelle & = 0 die Integrabilitiit verlieren, da
3 5 :]"L?' : I() i
(P —1) = 2i.-e*" . sin 5 fiir = 0 gerade so von der

ersten Ordnung verschwindet, wie (z — 1) fiir x = 1. Hier-
aus folgt dann aber, dass die Integral-Coefficienten der
Fourier’schen Reihe im ,eigentlichen Sinne divergent
werden miissen: die betreffende Reihe ist also eine ,un-
eigentliche Fourier’sche Reihe in dem oben (§ 1) niher
definirten Sinne.



