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Zur Vossschen Arbeit: Kurvennetze und Laplacesche
partielle Differentialgleichungen.

Von 0. Volk in Kaunas (Litauen).

Vorgelegt in Vertretung von Herrn A, Voss von O. Pevron in der
Sitzune am 13, Dezember 1924,

Vor kurzem hat A. Voss in diesen Berichten?) eine neue
Methode gegeben zur Bestimmung von Kurvennetzen in der Ebene,
indem er die Aufgabe auf die Lisung einer Laplaceschen Diffe-
rentialgleichung zuriickfithrt und diese fiir den Fall weiter be-
handelt, dal; eine der Invarianten verschwindet. Im besonderen
behandelt Voss u. a. die isogonalen (§ V und § VIII) und die
geradlinigen rhombischen Netzkurven (§ IX), wozu 1m fol-
genden einige ergiinzende Bemerkungen gemacht sein mgen.

§ 1. lsogonale Netzkurven.

Die Laplacesche Differentialgleichung fiix €' lautet?):
(1) (A""l, . (l/ % Cf)t!_f [0} + (/(”) O,, + Pu COtg - Cv + c U =0}
Iv

wo ¢ eine willkiirliche Funktion von w, », o der konstante

Winkel und
. P
¢ = qugy + cotg - gy, — cotg =gy,
Py

ist. Das Verschwinden der Invariante J, erfordert:

- Ou iy = 0.
sin2 o 'Y

\ Q[ en
(2) + 2cobtg @ ¢y -

du\ gy

1) Juhrgang 1924, S. 39 {1
2) Vel Voss, Loe, SO47H
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Um eine Losung dieser Gleichung zu erhalten, setzt Voss:
W:f(“'*"'v)’ u v =, f‘=€:,

und erhiilt, indem er { zur unabhiingigen Veriinderlichen macht

S
und o == . setzt:
dg
do 1
9 O s 2 95 3
3 —_—— 2coteme-o : e~a% = (
(3) dl + e + sin? o ’

eine Gleichung, die Voss nicht weiter behandelt. Setzt man:
W == 0g¢,
so erhiilt man aus (3):

dw 1
(4 — —w—2cotgou®— . —w=0.
dZ sin® o

Durch die Substitution:

w -+ sin w cos
tgf — NG -
sin? o
findet man hieraus:
¢ = C,e ®Blcos(w 4 7).

Es wird nun:

dt dt d ,
) = E'di = Cye= toleos(m + £) = f'(u + v),
also: f=1t+7,
und die Gleichung (1) fiir €' wird:
3 .
e g {C,+C, e t=2otsin(w+t) C}+ ' cotgme 7l cos(m+1t)= 0
die Integration ergibt:

6) O =cos(w+1) f

Ve»-('otgml ; 0
s —dwv - T cos {).
cos(0 F dv -+ Ucos(m 4 t)
wo U, 17 willkiirliche Funktionen von @ bzw. v sind.

Aus:
(7) A

sinw (', 4 cosm g, C

Ty
ergibt sich:
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Ve cotgmi

A =cos(2mw + t){fcds—(o; T dv -+ U}

+ sm & geotgmt ) [t J'Vl wt"”’ ol Smw
01 COS ((/) + /) C ('OS (U) + t)

Um nun aus:
ds? = A*du®* + 2cosw Acdudv + ¢ dv*
x, ¥ zu bestimmen, setze man mit Voss:

Zy = dcos P, y,= Asin®,
2y = Ccos¥, y, = Csin,

(8) — D= .

Die Integrabilititsbedingungen ergeben dann:
Aycos® — Asin DD, = Oy cos(w + P) — Csin (0 + D) D,
Aysin @+ Acos @D, = C, sin(w 4 D) + Ccos (v + D) D,.
Darch Multiplikation der ersten Gleichung mit — sin @, der
zweiten mit cos @, bzw. mit — sin (o 4 @) und cos (w + D) und
jeweilige Addition erhiilt man:
AD, =sinw C, + cosmw CD,,
Od, = —sinw 4, + cosw AD,,

woraus folgt (bei Beachtung der Gl (2) des § I der Vossschen
Arbelt (3. 40)):

C,, cosm — A,
([)u - T = Qu,
sine (!
7 C’,, — cosw A,
i sin o 4 7w
also: PD=¢, V=g¢4o.

Da f=0p=1t+4y, so wird jetzt:

z = fA cos (t 4+ y)du + \fOcos(t—f— o 4 dv,
y=(Asint+du+ [ Csin(t+ o + ) dv.

Setzt man y = w (was keine Spezialisierung bedeutet), so
erhiillt man bei Benutzung der Gl. (5) und (7) und Zerlegung von
cos (f + 2w) und sin (¢ 4- 2w) in die entsprechenden Produkte
von cos (f + ®) usw. durch partielle Integration:

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt, Jalhrg, 1924, 12
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1

())

Slll CO

l‘I/ —_ [tg(w 1 t)etsotC — (Vig(o+t)de— C, fUdu],

Man hat nun ¢ als Funktion von s==u 4 v aus (5) z
bestimmen. Zuniichst ist:

" 1
cos (w + t) e cotgmt L ( )1, _COS (1 ) a)

y=0 »!sin® o

Setzt man:
1 - 5
§ = (,»[_alz‘—i— agt? + -+ att 4+ - -,
/1
so erhilt man:
(—1)*cos(n—1) w (— DHr=leos(n—2)m
n! sin® w (n— Dlsin(z—1)w
+ @+ Dayy cosw = 0.
Es wird also fiir =0 s = 0. Setzen wir nun:
t = NS+ ;'QSQ + 7'333 SR
so wird nach (5):

a, cosm =1,

2a,

dt|
=, 1 =C0Ccosw,

(lslszo

1 d*¢t ok ¢
v o= = = — — coto w.
2 ds? i,z 21 "=

In der gleichen Weise tindet man:

gcolgwt ] , €os 2m s Cisin*o+2 cos’m cos 2 (2
cos(w+?t) cosw ' cosw 21 cos o sin
und:
e -cotgmt /’ ( 12 OS 9 (” .
trr(n)+f)—Jlf ds = —=l g 2 st 4
cos (m + £) €os 21 cosm

Setzt man diese Werte in (9) ein, so kann man die ent-
sprechenden Kurven u = konst. und » = konst. berechnen. In-
folge der Willkiirlichkeit von €| machen dabei die Konvergenz-
vorschriften keine Schwierigkeit. Wir erhalten so isogonale
Kurvennetze mit zwei willkiirlichen Funktionen U und V.
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. 7T
Wird o = |, so erhilt man:

tg ; = (C,e 013

und es wird:

0= — 1 JV(CQe“”““’*") + Cl’ eAl+ M) dy
2

: 1
026-~61(u+v) + _C’ eC1iu+)
2
2
_ 1 U;
OQe—Ui(u - v) + O e(,'j(n—f—r)
2

dieser Wert stimmt mit dem von Voss gefundenen (§ VIII)

tiberein. Fiir z und y ergibt sich, wenn man noch ¥V = v, und
"= 0 setzt:

2 (2%

0 0
x =) cost —

12 )]

o C,
Uy -
y = — st
1
v = konst. gibt Kreise mit konstantem Radius, was Voss

mittels direkter Bestimmung des Kriimmungsradius erkannte. Fir
die Kurven # = konst. findet man:

7, ﬁ#(ﬁ'?_o (J,fg
T = («'I‘{‘I/ 1 2,3 Uy lc <1+l/] — 'U;Z) Yy + Clu .

§ 2. Geradlinige rhombische Netzkurven.

Die allgemeine geradlinige rhombische Teilung ist gegeben
durch?):

(1 w=U—Y,

9 Uy -+ wycosw C,  wycosw + wy

I
C sin @ C sin @

mit der Bedingung fiir o:
(3) Myy — M) COLE 0 = Wy, — oy cotg w
) Vgl. Voss, 1 ¢, §IX, S. 59 ff.  Wir schreiben — 17 statt 17, was

Voss ebenfalls auf S. 61 tut.
12*
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oder infolge von (1):
(4) UV V= (" — V") cotg(U—V).

Diese Funktionalgleichung, die Voss nach einer von Perron
gegebenen Methode 1ost, wobei sich aber schon fiir U’ elliptische
Funktionen ergeben, weshalb sie zur weiteren Behandlung nicht
zweckmiifig ist, liBt sich in der folgenden Weise einfach und
brauchbar behandeln.

Multipliziert man mit sin ({/ — V) und wendet hernach
das Additionstheorem an, so erhiilt man:

(Isinl7=10""2cosU) cosV— (U" cosU+U"'*sinU)sin V
—(V¥sinV—V"2cosV)cosl+ (V" cosV+V'2sinV)sin U= 0.

Setzt man:

)

©) { U'sinU—U'2coslU = acosU -i- bsinU,
VisimV— V"2 cosV-=uncosV 4 bsinV,
@ {lv” cosUA 172 sinlU == a, sinU — b cos U,
VicosV4V8sin V==a sinV—bcosV,

so erhiilt man durch Elimination:

JU:z =a,sin® U —a cos? (" — b s 20,

8
®) ]('“———-(a—}—al) sin Uecos{ — b cos 207,
) {V"—’ = a, sin®V — a cos*V — b sin 2V,
' V= (a4 a,) sinVecosV —0bcos2V.

Die zweiten Gleichungen in (8) und (9) gehen jeweils aus
den ersten durch Differentiation hervor; der Ansatz (6) und (7)
ist also widerspruchsfrei. Durch (6) und (7) wird (5) identisch
befriedigt. Es ist aber dieser Ansatz auch der allgemeinste?).
Setzt man niimlich:

(10) {[V"’sin U—10"2¢coslU = I'(), Uecosl 1" *sinlU = G(u),
VisinV—T1"2cosV==P(). V' cosV -V 2sinV == Q(v),

1) Hierauf wurde ich von DProfessor Perron in Miinchen aufmerksam
gemacht, dessen giitigen Mitteilungen ich auch den nachfolgenden Beweis
entnehme. Man konnte iibrigens auch o = — @ setzen, ohne die Allge-
meinheit zu storen, wie man sofort erkennt, wenn man 7 durch Uy,
V durch Vy+4 ersetzt und y passend withit. Dabei dndert sich ja die
Funktionalgleichung (1) nicht.
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so folgt aus (5):
(11y  F(w) cosV— G(uysinV == P (v) cos{ — Q(v)sinl".
Durch Differentiation nach » erhiilt man:
(12) — F@)siuVV'— GweosVV'=P'(v)cos’ — *(v)sinl.
Liost man die Gleichungen (11) und (12) nach I'(u), G (u)
auf, so folgt:
(18) F(u)y=acosl 4+ bsinl, G(u)=a,sinl + b, cosl’,

wo @, b, a,, b, nur von v abhiingen. Da die Gleichungen (13)
fiir beliebige v gelten, so bleiben sie richtig, wenn man irgend
einen Spezialwert fiir » einsetzt; dadurch erhiilt man dieselben
Gleichungen (13), wobei aber a, b, a,, b, jetzt Konstanten sind.

In idhnlicher Weise ergibt sich:
(14) P) =a,cosV 4 b,sinV, Q) =a,sinV + b, cosV.

Setzt man fiir I'(w), G(w), P(v), ¢ @) ihre Werte aus (10)
ein, so erhiilt man die folgenden Gleichungen als notwendige
Folgen aus (5):

15) {7"’sin/'—lf’zcos(’:acos/’—l—bsin(.r.
(15 {7 cosl + U'®sin ! = a, sinl" 4 b, cosl’,
(16 { VisinV — V2 cos V=ua, cosV 4 b, sin 'V,

) VicosV -+ V' sin V=uay sinV + b, cos V,
wo a, a,, a,, ag, b, b, b,, b, Konstanten sind.

Diese Gleichungen diirfen sich zuniichst nicht widersprechen.
Die Auflssung von (15) nach U" und 172 ergibt:

b, — b 4+ a a, —
Teg .1 STy T % | = 7 1
% =g sin@lli= 2= cos AU sy,
. a4 a b= b+ b
" = —t Veos 207 4+ ’2 cos2U — ——.
= —

Indem man die erste differentiiert und mit der zweiten
vergleicht, findet man: b, = —b.

Verfihrt man mit den Gleichungen (16) analog, so ergibt

sich: b, = —b,.
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Durch Kinsetzen von (15) und (16) in (5) findet man
schliefilich noch:

4y =a, by=10, a;—=a,.

2

Man erhiilt also in der Tat den Ansatz (6) und (7), der

damit als der allgemeinste erscheint.
Aus (8) und (9) erhilt man nun:

al
17 du = - S — ,
S0 Va,sin?U— a cos2U — bsin 2U
(18) dv = 44

Val sin?V—a cos*V — bsin 2V
Nach (2) ist:

Y
(19) lcrl——J dy — du

== o — —0~(’
sg=J “amu—py +lEin—V)=1

wo C, eine Konstante.
Infolge der Gleichungen (17) und (18) wird nun:

Udv—V'du

=1/ @ sin? tl-acos?l/ banUl a sin®} -acos*V -bsin2V
]/ a,sin®V—acos*V-bsin 2V a, asin?U-acos®l/ ~bhsin2U

Setzt man:

[ . VasintU—acostU —bsin20 — Va, sin U
=" LS il

(20) cos U
l _ Va,sin?V—acos V—bsin2V —Va, sinV
( cos V
so wird:
- CF+toa N 4+«
o) tglim— —2 1t & gy .
( ° 20+ Va, i 8 2+ Va,n)
—alV
(lth:_VaC +2b¢ al a, dc,
(22) 20 + V“ g
l dtgV = — V“‘ﬂ + 21).’,7ja,1/a1 dy,
. 20+ Va,y)

dU.
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(23) sin (U-V) tol—taV = (n~0) Va, Cp+b(n+0) aV a,
cos U cos v = 18U 18 20+ Vat) B+ Vam
Va sin? J — acoszU bsm2b Va C2+2b£—aVa
24 J cos U 20+ Va,b)
lV a,sin*V—acos®V—bsin2V Vd_,lfj—“%b]; — C,‘l/‘fl
cos V - 20+ Va,y)
daher:

SO VA U T L
(2ot a,sin?V —acos?V—bsm2V sin(U—V)
Va 7'2—}—91)*——(11/&
dy
C—DWant+o6+0—aVa
(7)] V(L c+D

- {
+Va 1]C+b(1]+C)—aVal(’]

95 | a, sin"’V— a co_szV——_b‘sin bsin 2V AU
2 a,sin*U —a cos®U — bsin 20 sin (U —V)
-~ dZ o V;¢'7;+7:
n—=C " Va, 7]5+])(1]+»,)4—(l1/(l

Man erhilt also:

Uldv—V'du jd(g—u) [ Va4 dt+Va,i4-b)dy

J sin(U'—=V) G Va 77&'—}-5(54-77)—“1/“
Va 17Z+7)(?]+f)—al/“
Ig t—n
folglich:
1 Vi, nl—4b(n + 0 — “V“
lg - — lg U--V)—1gC
] () . )

oder mit Beriicksichtigung von (23):
(V(l n& + b(;) -+ C) — aVa )2 cml’ cosV
20+ Va,0) 0+ Vayn)
20,0 +Va, )b+ Vayn)
Vant+b@+ 0 —aVa)cosUcosV '

lg o= lg —lgC,

(26) C =
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Um x, ¥ zu berechnen, setzen wir mit Voss:
2, = C cos D, 2y = C cos ¥,
Yo = C sin P, Yo = C sin ¥,

D —-YV=gpp=0U—V.

Die Integrabilititsbedingungen liefern (wie in § 1):

0“ Ov Ti T4 —
o= — 4 cotg(U—V)-i-LW(,ff__V)‘*‘l‘ = a0,
&, — O“,_ _|_.("” tg (U —V) = wy= —V";

" T Csin(U—W) T ¢ 8 S

man findet also:
D= —V, [E—
Es wird daher?'):
r= \f (CceosVdu + CcosUdv),
y=— [ (CsinVdu+ ('sinUdv),

oder bei Beachtung der Gleichungen (17) und (18):
C
x =} (cosV - » dU
I Va,sin?lU —acostU “~ bsin2U
)
< i,

: —— (
a,sin*V — acos*V —bsin 2V

+ cos U -
¢ y
dl

Ve, sin?lU —acostlU — bsin2U

C
, , avy.
Va,sin?V — acos*V —bsin2V )

y = — [ (sinV

+ sinU

Setzt man fiir C seinen Wert aus (26) ein und beniitzt die
Gleichungen (21), (22) und (24), so erhiilt man:
2= —20, f(l_/fﬂ + by di 4 (Va, E- D) dy
Va,cn+bE+n)—aVay
- 20,
Va,tn+ b+ n—aVa,’

1) Von den Integrationskonstanten sehen wir im folgenden ab.
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Vg + ) ds

=20 tgV
! b J(Va L+ b0+ 0 —aVay

. Va, &4+ bydy
+ 2 th st -
! f(Val ty+b(yp+0 —a Va1)2
21)1 tg V } 9() (t(r —t(y 0)

B Va iy 4b6C A1) — a’f/a,» + Va,ton+ b0 +0)— @Va '
Nun ist nach (23):
Co—n) Va, Loy + b0+ &) —aVa)

e = sVt +0) Vayn+0)
also:
2(tgV — tgly) - (Co - 7))
Vi on =45+ n)— aVa, (Va L4 0 Va, g+ b

1 1
o Va\1 (Va_1 7 —{—Vb) B ler(ﬁVa, - —+ h)

und daher bei Beniitzung der Gleichung (21):

yo= C,(n* + a) - e ¢,
b+ Va,)yVatn+bC+n—aVa) Va@-+Van
y = UI(C+7]) o
’ Va,Va,iy+bE&+n—aVa)
Wird @, = 0, so erhilt man:
bo 20 GG ta Gy Cla—ty
b(&+n)’ V(& + ) b* BC+n
Ist also micht gleichzeitig @, = b = 0, so erhalten wir:
20,
r = - . - 3
b Vaty + 0@+ y) —aVa,
(27) 0.
l?/___ (Q +_']) B (alj%zo),
Va Cy+0(C+ 7;)—a]/a
@) z—= 20 _Gla=a g

e+ YT e+

Man erkennt nun sofort, da die Gleichungen (27)
und (28) fiir { = konst. oder 5 == kounst. d. h. fiir # = konst.
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oder » = konst. Geraden darstellen, die ein und den-
selben Kegelschnitt umhiillen.
‘Wir haben noch den Fall zu betrachten, wo a, = b = 0 ist.
Ist @40, so ist dieser Fall im wesentlichen derselbe wie

¢ =0, b= 0; man braucht in (8) und (9) nur U = Z - U,
V= % —V, zu setzen. Der Fall @ = b = 0 ist aber in (27)

enthalten.
Ist aber aufierdem « = 0, so erhalten wir ein wesentlich
anderes Resultat. Aus den Gleichungen (8) und (9) folgt zunichst:

U =0, Vi=0; U=z V=17.

Man erhilt nun:

— G
T osin(x — 7))’
— Jeosx) . 1
x (wcosi 4+ vcosx) Sin Ge— 1)
(29) .
P — 1 5 y 3 i Paib|
ly— (usinZ + vsin x) sin (x — 1)’
oder:
(30) [ ycosx + wsinx = (| u,

lycosi 4+ asini = C,v.
w == konst. und v = konst. geben also bei festem s, 2 zwel
parallele Geradenscharen.
Es geniigt aber, entweder U’ = 0 oder V' = 0 zu setzen

und die andere Funktion direkt aus (4) zu berechnen.
U' =0, U= » ergibt:

V= C, sin (x — V),

C
f— oG, V2
U= Gnx —7)
C, cos V'
T = '12 eCru . ,
31) C, sin(» — V)
l o ,U‘z oy Sir}l’
y= c, sin(x—V)’

Das sind im wesentlichen die Gleichungen, die Voss auf
8. 61 fir U = 0 erhilt.
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Fir V' =0, V = /. erhiilt man in dhnlicher Weise (man
braucht nur # mit », U mit V zu vertauschen):

Cy . cosU
r = Z2p00 T
. O, sin (4 —U)’
(32) l (G sinU
y=— el ———
C, sin(A —U)
Aus (31) und (32) erhiilt man:
J y=—tgV. z,
33
( ) lxtgz+y=g2_e(hu,
1
I y=—tglU- z,
(34) /

lxtg).—i—y:%eoﬂ’.

1

Sind s, / fest, so stellen die Gleichungen (33) und (34) fiir
« = konst. und v = konst. ein Geradenbiischel mit einem
endlichen Zentrum und eines mit einem solchen im Un-
endlichen dar.

‘Wir haben bisher in (17) und (18) die gleichen Vorzeichen
der Wurzeln vorausgesetzt. Nimmt man aber die Wurzeln mit
entgegengesetztem Vorzeichen:

(17a) du ==t — 2 .
l/ar,1 sm*lU —acos*U — bsin2U

_ av

+ - — R k)
Va, sin®V — a cos*V — b sin 2V

(184a) dv

so erhidlt man:
- “a, sin?l — acostU — bsin2U
Mdv —V'du = — L - — dV
a,sin?V — acos?V — bsin 27
i ‘/ a, sin?V —acost V—bsin2V .

a,sin?U — acos?U — bsin2U 7'

also:
S(Udv —v'du) = Ig - S —,
“Vatn+b(+ 0 —aVa,
daher:
_ 26,0 + Va,0) (b + Va,y) 1

¢ ¢ — )2 cos U+ cosV’
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So findet man:

+ ’d('
= coslf
Va sin?l/ — acos-[/ — bsin2U
cdv
—coslj
Va sin?V — a costV — bsin 2V
s
ty=—tgV |- g S
Va,sin*U ~ acos*U/ — bsin2U
- cdv
+t(r(f . ik -
° ]/C_I«_SinQV—-(lCOS?V—bSianV
odel
/
= 20, (+_'")2” a -+ 2C, b(:‘ AL
4y 200+ Ve _ CR2b+ 1/?1,(,; + 0+ Va,(y—0)
I {—0y - L — !
i /
und ,
b+ Va,y b4+ Val
T =32 i L ik — 20, tg - !
ty=20tgV -7 iKtat (J,tn(J e ©
b Qe+l

Sehen wir von den Integrationskonstanten und dem L Zeichen
ab, so erhalten wir:

N CLE S N ) MR 32}

— c—7
Aus (35) erkennt man leicht, daf die Kurven { = konst.
und n = konst. Geraden sind und im allgemeinen ein und den-
selben Kegelschnitt beriihren. Eine Ausnahme tritt nur dann
ein, wenn gleichzeitig @ = b = 0 ist. Hs folgt dann zuniichst
aus den Gl (20) £ =0, » = 0. Ersetzt man aber (20) durch

die Gleichungen:

’4_ Va, sin?lU — acosz’U—-bstU—l- Va, sm(

cos{/
]/a, sm‘"V—— acos*V —bsin2V + Va, sin V

cosV

(20a)
=
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also —l—_]/al durch — Va,, so andert sich aufer dem Vorzeichen
von VG, nichts; man erhilt dann:

[x _ 6@y =V, &+ )
& — ‘
|y = Glettn
] E S
Fir a =0 = 0 wird nun:
& =2Va, tgl, 0 =2Va, tgV
und man erhiilt schlieBlich:

oo Ci Ve (gl + tgh)
- tg V —tg U ’

(36) -
. 20, Vu, tg U - tgV
y= A= 5,
tg U/ —tg}
Die Elimination von tg V bzw. tg U/ ergibt:
(37) []/ =—x+ 0 ]‘/al) tgU,
'y = —(r—(, Va,,)th;

wir erhalten also Zentralbiischel. Beachtet man, daB nach
den GL. (17a) und (18a) ist: '

U ‘*‘],;x;n I FVav
tg - =€ : tg2=%28 )

)

also:
) 5
tg‘ I = =t t,gl = -i—-ffﬁ = N
(’.1_1-11" — %, e-* Vay hc+1u,v__z2c+}alv
4 b4

1 2

so erkennt man in (37) die von Voss eingangs (S. 57f) ge-
fundenen Formeln. Wir erhalten also den Satz:

Zwei Geradenscharen bilden ein rhombisches Netz,
wenn sie entweder identisch sind und denselben Kegel-
schnitt umhiillen oder zwel Biischel bilden.

Die Kegelschnitte sind die einzigen Kurven. deren
Tangenten ein rhombisches Netz bilden.



