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Ueber Erwarmung geschlossener Luftrdume.

Von G* Recknagel-

(Singelaufen 4. Mai.)

1. Es soll ermittelt werden, wie die Erwarmung eines
geschlossenen mit Luft erfullten Raumes vor sich geht, dem
eine konstante Warmequelle von bekannter Leistung Wéarme
zuftihrt, wahrend eine homogene Wand von bestimmter Fléche
(F), gegebener Dicke (& und bekanntem Material (5 Gewicht
des Kubikmeters, w Warmekapazitat des Kilogramms, X innere
Leitungsfahigkeit, Aj aussere Leitungsfahigkeit der Innenseite,
h%aussere Leitungsfahigkeit der Aussenseite) der ausseren Luft
zugekehrt ist, deren Temperatur A durchaus konstant ist. An
den dbrigen Wandflachen wird Warme weder aufgenommen
noch abgegeben.

Ueber den Anfangszustand wird die Annahme gemacht,
dass er durch irgend einen Abkuhlungsprozess entstanden ist,
durch welchen die Innenluft die Temperatur JO, die Mauer-
schicht in der Entfernung x die Temperatur U0= fO(x) er-
halten hat. Besondere Werte sind /])(0) = 20, fO(R) = %o

Nach Verlauf von z Stunden sind diese Temperaturen
J, U= f(x,2\ £, SO

2. Von der Warmezufuhr gewinnt man am leichtesten
eine deutliche Vorstellung, wenn man an eine Luftheizung
denkt, die durch eine Oeffnung vom Querschnitt g Luft von der
Temperatur R° Celsius mit der Geschwindigkeit v zufuhrt. Man
erhalt dann stindlich 3600 v g Kubikmeter Luft, vom Gewichte
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3600 vq f_l aKlf I/oolg ramm, die bei jedem Grad, um
den sie sich abkuhlt, die Warmemenge

01,293 B
3600.,gi + .~.m c=qc

abgibt, wenn c die Warmekapazitat bei konstantem Druck be-
zeichnet. In dem an die Zeit Z anschliessenden Zeitelemente
dz dringt die Luftmenge Qdz ein, welche sich mit der Zimmer-
luft von der Masse L und der Temperatur J mischt und eine
Erhéhung dieser Temperatur um d J hervorbringt, wahrend sie
sich selbst von R auf (J + dJ) Grade abkuhlt. Zugleich
muss, damit diese Temperaturerhdhung eintritt, von der zuge-
fuhrten Warme der Verlust gedeckt werden, den die Innenluft
durch Warmeabgabe an die Innenwand erleidet, namlich
(J— %l)Fhxdz. Man erhalt demnach (von unendlich Kleinem
zweiter Ordnung abgesehen) die Gleichung:

cQdz(R—J)= cLdJ+ (J— £,) Fhtdz. )

Hier sind J und £, Funktionen der Zeit (Z). Die Masse
L der Innenluft ist nicht véllig konstant. Denn da durch Ab-
zlige und Poren fortgesetzt soviel Luft entweicht, als zum Aus-
gleich des innern Luftdruckes mit dem &usseren dient, so ver-
mindert sich die Dichtigkeit der inneren Luft infolge der
stetigen Temperatursteigerung in dem Mal3e, dass L = 1 -jf_a 3
wenn LO die bei 0° C. den Raum ausfilllende Luftmasse und a
den Ausdehnungskoeffizienten der Luft bezeichnet. Da durch
Bertcksichtigung dieser Dichtigkeitsdnderung auch L als Funk-
tion der Zeit und damit eine Komplikation in die Rechnung
eingefiihrt wirde, die zur erreichbaren Genauigkeit ausser Ver-
haltnis stinde, wird L konstant angenommen.)

Die Ungenauigkeit, welche dadurch in die Rechnung kommt,
dass man fur L einen konstanten Mittelwert annimmt, z. 13 den fir

10° C. geltenden betragt demnach bei Heizung von 0° auf 20° C.

1,to7
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3. Eine zweite Gleichung erhdlt man, wenn man das
Schicksal der durch die Innenflache in die Wand eindringenden
Warme weiter verfolgt. Sie kann teils zur Temperaturerhtéhung
der Mauerschichten verwendet werden und teils von der Aussen-
wand ins Freie entweichen.

(J-ZIJF~rdz~rdzf Fsw~rdx + (Za-A)F\dz. (II)

0
Bedenkt man, dass (vgl. ,Abkuhlung”“ Nr. 5 und 6)
du du
- = - Z,— A)ht— — X
(J-Z)ht=-X (., )ht dx
und du du Zd*U
dx 6 dx dx*

so erhéalt man aus II:
dx-= sw%— dx
Jsw%e

woraus man die Beziehung zwischen der Temperatur U und
den beiden unabhéngigen Variabein x und z ableiten kann:

, d* U du
dx*~ sSw dz' (m
4, Die weitere Entwicklung muss sich an den Grenzfall

anschliessen, in welchem die variablen Temperaturen J und U
die hochsten durch die gegebene Warmequelle erreichbaren
Werte angenommen haben und auf diesen konstant erhalten
werden. Diese Grenzmaxima sollen durch den Index m kennt-
lich gemacht werden.

L du .
Da in diesem Falle dJ und dz Null sind, so folgt aus I
cCQ(R-IJmM= (Im-Z iMFhl (1a)
d. h. alle zugefuhrte Warme dringt in die Wand ein.
weniger als 4 Prozent der Luftmasse und ist bei dem geringen Einfluss,

den die Grosse dieser Masse uberhaupt auf den Vorgang ausubt, ohne
Bedeutung.
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Aus Il erhalt man:
(im~ zim) ht= (2an - A) ht (Ha)

d. h. ebensoviel Warme, als durch die Innenwand eindringfc,
wird an der Aussenwand abgegeben.

Fiar die Temperaturverteilung innerhalb der Mauer hat
man aus (Ul)

dx1
woraus
Un= Cm— I)mx. ()

Dabei ist Cm= %im die Maximaltemperatur der Innen-
wand, und aus %am= Cm— Dm& folgt:

Dm=

Aus 1V folgt auch:

du
- = D
dx ”
und da d Um
dx
und [dilm __dum_ 2
dx 0 dx ~
so ergibt sich
XDm — (Im ~im) Aj
oder
| ~ Zm= (IM- 2.)/,,. (Hla)

Es werden nun aus den Gleichungen la, Ila, Illa die
Zwischentemperaturen Jam und £ <meliminiert. Aus

2«,,,- A = }E{sz in)

X<m- =Y {In- 2.-)

erhalt man
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Zim— A = («7«--Zim) (Jx + Y )
oder
"+ A+ ¥)oj-ft+ x)+ 1

Fahrt man hier den Transmissionskoeffizienten p
ein mit der Definition:

p hAhTi'
so ergibt sich:
oder
Zim-mA = (Jm- A) (I - jpi
und
Zam-A = (JUn- AP
\Y4

Durch Substitution in la erhdlt man zunachst
cQ(li-JIm= (Om--A)pF, (1 b)
woraus sich eine der drei Grossen Q li, IJm berechnen lasst.

Fiar den grossten erreichbaren Ueberschuss der Luft-
temperatur Jm Uber die Temperatur A der Aussenluft ergibt
sich daraus

was mit der von Fourier (Chap. I Sect. VI) gegebenen Formel
im wesentlichen Ubereinstimmt. Ferner erhalt man:

Dm= (Om-A )£
cm=A + (Im-A) (I-f)-

5. Es soll nun die Temperatur U aufgefasst werden als
Differenz zwischen der Maximaltemperatur



G. Secknagel: Erwarmung geschlossener Luftraume. 101

Um= Cm--- DmX

und einer niedrigeren Temperatur {/', welche angibt, wieweit
die an der Stelle x bestehende Temperatur U zur Zeit Z noch
von der Maximaltemperatur entfernt ist:

U— Cm— Dmx — U\

Bewirkt man nun durch geeignete Wahl der Funktion
U\ dass
duyu <PU’
ds ~ * dx»'’

so ist auch Gleichung LU erftllt, d. h.

> ?*lq { :
_§7 = X wenn x = —
z X su

Da nun U eine mit fortschreitender Zeit abnehmende
Funktion von z ist, so hindert nichts

U'= (@acosmx + bsinmx) er*nia

zu setzen. Denn die damit eingefuhrte Annahme, dass
die Maximalwerte erst in unendlich langer Zeit voll-
standig erreicht werden, ist durchaus sachgemass.

Stellt man den Gang der Temperatur U an der Stelle x als
Funktion der Zeit Z dar, so erhdlt man eine Kurve, wie Fig. 1,
in welcher die Parallele Um= Cm— Dmx als Asymptote
erscheint.

Fig. 1

Da sich fur m in Uf unendlich viele Werte ergeben und
sowohl a als b von m abhangig werden, erhadlt man fur die
Funktion U die unendliche Reihe:
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U= C—Dx — £ [(&* cos mnx -+ bnsin mnx) e~Hri z] (VI)

wobei nun an C und 1) zur Vereinfachung der Schreibweise
der Index m weggelassen ist.

Ferner wird das Temperaturgefalle in der Wand im all-
gemeinen

und die beiden besonderen Werte desselben

(V1 a)

dTr
-=— = D —£ \mn(@*sinmud — bHcos mMd)e~*mZ] (V11 b)

Fiar die Temperaturen an den Grenzflachen erhalt man
(x=0)2,= C—£ (@ c~*m*) (Via)
x = Q%a= (7—Vd — "B [(ancos mné + bHsinmnS) e~*nzz] (V1 b)

Im Anfangszustande, wenn das Heizen beginnt, ist
(z= 0) UO= C—1)x —£ (&, cos mnx -j- bnsin mHx)

(z= 0,x= 0)£,0= C— (ab
(z= 0,x= i) Zao= C—D S— £ (ancos mnd-)- bHsin mHd).

U0 muss mit dem Problem zugleich als Funktion von x
gegeben sein, da nur auf Grund einer vollstdndigen Beschrei-
bung des Anfangszustandes etwas bestimmtes Uber die Wirkung
der Heizung ausgesagt werden kann.

6. Bestimmung der Konstanten tw a, b.

1) Substituiert man aus VIb und VIIb in

so erhalt man
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(C—Dd— A)»—~"" [(@,cosm.d + bKsinm, Qe~*<Z]

= D — 2j [mn(ansin mm6 — bHcos mnd) e~xmi Z].

Da diese Gleichung fur jedes Z gelten soll, mussen die
Coeffizienten von e~*mmz einander gleich sein.

Die Forderung (G— D 8— A)y = D ist erfullt, weil
C—D &= J&O, D= ~tm” ~am und gemass Ua und lila

(in Nr. 4) (Jam—A)ht= | —w ™ ~amist. Es bleibt somit noch

zu erfullen:
y (ancosmnd-{- b,,sinmn8)= mu(aMsin mn8— bncosmnd) (VIII)

fur jedes n. Lasst man zur Vereinfachung der Schreibweise
den Index n weg, dividiert durch acos mé und setzt R fir

5 S erhélt man zunéchst
j (1 + Btgrnd) = m(tgtud— R)
oder b4 - P%+™R il
t g= L8t il a
gm tn— 1 p g/ )
. h . . . . .
wobei ps fur -* geschrieben ist. Durch diese Gleichung sind

die Koeffizienten m und R mit einander verbunden.

7. Fortsetzung. Substituiert man in die Gleichung

dU\Ni—tr
dx P ( )i
. . du
die aus VIla und Via entnommenen Werte von und £,

dx g
so erhalt man

DI+ 1% [mbe-*z]= (J— C+ ~[a c~*mz]) hx
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Hieraus ergibt sich ein Ausdruck fur die Lufttemperatur J
als Funktion der Zeit z

eT-j;B+C +E£[(E «»-<m)*-— ].

in welchem (nach Nr. 4)

. die Maximaltemperatur der Luft ist. Man schreibt somit ein-
facher

-xm'Z (|X)

Es wird nun ein zweiter Ausdruck fir die Temperatur J
hergestellt, indem man die Differentialgleichung I

cL~=cQ(R-J) —FWJ—E£)A

nach Einsetzung der Werte von J (aus IX) und &, (aus Via)
integriert. Die Differentialgleichung wird zunéachst:

e = cQR—cQJIm+ c - £ mft)

— FDI—FI£ [mbe— *,
und es lasst sich nachweisen, dass das Aggregat der Constanten
COQR - cQJK—FD 1= 0.

Denn nach Nr. 4, la und nia ist

CQ(E—Jm= F(Zim Zan~= FDL

Sodann gibt die Ausfihrung der Integration
X \ttr A m) \

+ F N [F e" *nﬁ%’ -J Constante.
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Die Integrationskonstante lasst sich aus der Erwéagung
bestimmen, dass fir z = oc das J = JImwird. Demnach er-

halt man:
Constante = cLJm

Dividiert man nun die Gleichung durch cL, den kalori-
schen Wasserwert der Luft, und erinnert sich, dass

wobei ws den Wasserwert eines Kubikmeters vom Material der
Wand vorstellt, so erhalt man

+*(3)s E£--*]-
Der Bruch IiJ‘l;v—S soll mit p bezeichnet werden, ferner die

Verhaltnisse mit paL y mit px. Dann ist

Man kann nun zunachst die Anfangstemperatur der Luft
einfihren, indem man zugleich 0 fir Z und JO fir J setzt.
Man erhalt so:

IJm— Jo= 2- ~p-M6) (IXa)

Ferner missen die beiden fur J erhaltenen Reihen iden-
tisch sein, wodurch folgendes zweite System von Gleichungen
erhalten wird:
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a_rnb= K a Po h h
Pi Q QP\ m mQ
Qp M

oder, wenn man mit multipliziert und B flr —schreibt:

QPi»* — PoPi =R (m *e — Pom — Px»0,
woraus sich ergibt:

Wird dieser Ausdruck in VIIIa substituiert, der Nenner
wegmultipliziert und nach steigenden Potenzen von tn geordnet,
so erhalt man:

tcrmA= m  PoPi + (po+ pjp* —e(Pi +_P*h~_
— PoPiPt+iPo+Pi + ePiP~"—em*

Fur die Auflésung empfiehlt sich die Umformung:

PiP$ + Po(Pi + PW — Q(Pi+ P%Hm%
wobei mit P der reciproke Wert von

I+ 1+ 1 -1
Po Pi Pt p
bezeichnet ist. Dividiert man nochmals partiell mit dem Be-
kannten des Nenners in das erste Glied des Zahlers, so er-
halt man:
p —Po+ Pi—gp Qr+ Pt) + gPiPt
1 PiPt + Po(jPi-)r Pi)

als Koeffizienten von m*, und demnach

,, cotgm» -——-—- P+ P,»m+ - + .
p, Po (Pt+Pt) - e Cp,+ivw
und schliesslich

e\P,(pt+ P») — 1]. 4
mecotgtnd = — P+P. m%t+ - p'p*+ ?s p*--------- .
‘ |

PiPi + PoiPi + Pi)
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8. Nachdem so gezeigt ist, wie sich die m und B
stimmen lassen, erdbrigt noch die Bestimmung der Ko-
effizienten a

Hiezu muss der Anfangszustand dienen, der einerseits
durch die Gleichung

n= o
U0= C— Dx —£ [a* (cos mnx -f- Bnsin mnx)],
n=1

andererseits durch bestimmte Werte der inneren Lufttemperatur
JO, der Aussentemperatur A, und fur die Wand durch eine
Funktion von x gegeben ist, die mit fO(x) = UO bezeichnet
werden soll. Man hat demnach die Gleichung:

C—Dx —fo(x) = £ [an(cos mHx -}- BHsin mn#)],  (XIII)

in welcher die Faktoren (cos mnx + RHsin mivk) bestimmt sind
und fir jedes x zwischen O und 3 berechnet werden kénnen.

Um irgend einen der Koeffizienten ar zu bestimmen,
multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit dem zu ar

gehorigen Faktor
cos mrx + Brsin mrx

und integriert beiderseits zwischen den Grenzen O und 8. Da-
durch erhalt man links eine Funktion von 6, m, B, G\ 7), die
mit p(mr) bezeichnet werden soll, so dass also

a
P(mr) = J [C—D x—f0(a)] [cos mrx + Brsin mrx] dx. (XIV)
0

Ist der zu ar gehdrige Wert von mr bekiinnt, so lasst
sich p(wr) numerisch berechnen.

Auf der rechten Seite erhdlt man eine unendliche Reihe,
deren allgemeines Glied ist:

s
tH= anj* (cos mnx + RHsin mHx) (cos mrx + Brsin mrx) - dx
]

und es ist bereits (Abkihlung Nr. 8) nachgewiesen, dass sich
dieses Glied im allgemeinen d. h. so oft n von r verschieden
ist, auf
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Brmr— RHMM
mi — ml

reduziert d. h. auf den Wert, welchen das Integral an der

untern Grenze (x = 0) annimmt, wahrend es an der obern

Grenze (x = d) vermdge der Gleichung (VIII) verschwindet.
Ist hingegen n= r d. h. handelt es sich um

B3}
tr= arj*(cos mrx -\ Rrsin mrx)%d x,
0
so ergibt die Substitution n= r in das allgemeine Glied so-
wohl an der obern als an der untern Grenze die unbestimmte
Form #, und es muss somit der Wert von tr besonders be-
stimmt werden. Man erhalt leicht wie a. a 0. S. 90:

*<_:f|2(1+A)_|_(1 4. 8r jsinwrd cos(mrd— qa\

In diesem Ausdruck ist auch der Wert fr enthalten, den
das tn fir n= r in der unbestimmten Form # an der untern
Grenze besitzt. Folglich besteht die Gleichung:

rm)- t,+ T («. B ~ f ,~)- {, (XV)
«=1 \ "xy J
wobei fr noch zu bestimmen ist. Es geschieht dieses, indem
man das allgemeine Glied der Reihe

Brmr— BnmH
a* mi—mi
durch Einfihrung der Werte von 8 von dem Nenner (mi — mj)
befreit.
Da (nach XI)

Qo+ Pt—e ®)
folgt

Rrmr  fn mH—jFj PtQ(ml ---rrqu)
(Po f PA— Qmfi (mo+ P\— Q
und somit
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Rrtnr — RntMb a,.,P?g
mi — ml P+ Pi— Qmt) (Po+ Pt~ 60
== PiR dnPt
Pot+ Pi— € po+ ri— eml
_ Br Q Bnfl» W»
~ Po—Q~"Po— Q7 i’
Demnach ist das allgemeine Glied der Reihe das Produkt
aus einer (konstanten

RBrtHrQ
Po— emt’
in welcher Br und tn, zu dem Koeffizienten ar gehdren, der

bestimmt werden soll, und einer von Glied zu Glied Verander-
lichen:

«» R» mn
Po— e m»
und fr erhalt (wegen mn= mr) den Wert:
. ( Brmr K
o= — - o)

Somit geht die Gleichung XV Uber in

Rr Mr Q \N—T/Bn mH\ (XV»)
Po— Qmr *=1 \Po— Qm )
und es ist noch Ubrig, die Summe der Ueihc zu finden.
Hiezu ist die 61. Xa verwendbar, namlich:

wenn man (\rz)’::*]ﬂ in folgender Weise entwickelt:

V, -\ = yj( = 1 v (b«(Po+ Pi— QM")\
W J \BH«*I) Pi \ Mn(p,—6ml) )
=p*th'£(--*»— N -0-"Y(vi)
Pt Qm»)) Pi  \Po— e m»J

1901. Bitmngsb. d. m»th.-phy8. Cl.
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Daraus folgt:
4\Vi/ om* \= Pat Piy>/ b* \_ yj/M
Px Vi'o- Qm»J Pi \m* (Po— e m»)J \»W
und durch Substitution aus Gleichung (Xa)
Qy;/ bnmH \ __Pg-"Pxy. ( K \
Px \PO— OQm") Px Vr»« (jPo— Q< )/

PoPx \n»J Po
Die beiden Summen auf der rechten Seite lassen sich
zusammenziehen, da
inPo & = Qin
Mn (Po— Qmi) mH PO— Qml*

Somit erhalt man

£a(Julu.) _weata lI'f -H jJ.- ij
Px \Po— Qm»J PoPx \I>0— QmJ Po
oder

Da bH= Rua,, ist hiemit die gewulnschte Summe in XV a
als Differenz zweier Lufttemperaturen bestimmt.

Durch Substitution wird

mn = arBr+ Qar\Po—-—meJ PO QMrr'(Jm J0. (XV b)

Daraus bestimmt sich endlich der gesuchte Koeffizient ar

, X1 QBrMr (T



