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Ueber die Anzahl der cogredienten und adjungirten
Transformationen einer hilinearen Form in sich selbst.

Von A. Yoss in Wiirzburg.

(Eingelaufen 2. Mail)

In meiner Arbeit iiber die cogredienten Transformationen
einer bilineaven Iorm in sich selbst!) habe ich den Satz be-
wiesen, dass jede nicht singulire (eigentliche) Transformation
dieser Art, welche eine Form S von nicht verschwindender
Determinante?) in sich therfithrt, mit Hiilfe des Systems linearer
Gleichungen

D) SY+S'Y =0

bestimmt werden kann, und dass die Anzahl der willkiirlichen
Parameter, welche in den Coefficienten der Transformation auf-
treten, gleich der der linear vnabhiingigen Losungen dieses
Systems ist.

Setzt man in 1)

IrS =X, Sl 17/ == XI,
so folgt daraus
1" SX4+XS=0
und das System I') ist dem System I) vollig fiquivalent.

1} Ueber die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form
in sich selbst, Abh. d. k. bayer. Ak, d. Wiss. 1I. €L, Bd. XXVII, desgl.
Sitzgsb. d. k. hayer. Ak, CL II, Bd. XXVI, Heft 1, 1896.

2) Unter S soll im Folgenden immer eine Form von dieser Eigen-
schaft verstanden werden, Fiir den blossen Zweck der Transformation
ist allerdings, wie ieh schon a. a. 0. 8. 73 bemerkt habe, diese Voraus-
setzung nicht erforderlich, wohl uber fir die hier vorliegenden Unter-
suchungen,

14*
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Den cogredienten Transformationen U, d. h. denjenigen,
welche bewirken, dass die symbolische Gleichung

)

USU==8
erfiillt ist, kann man eine andere Klasse von Transformationen
zuordnen, welche ich adjungirte nenuen will. Unter einer
adjungirten Transformation verstehe ich denjenigen
Substitutionsprocess, welcher durch die Gleichung

rt -

(U)'sU=38

ausgedriickt ist. Die adjungirten Transformationen sind da-
her die Losungen des Systems linearer Gleichungen

Ir) SU—US=0
oder, wenn U= Y S gesetzt wird,
1I) SY—8Y =0,

dessen nahe Beziehung zu I) unverkennbar ist. Dass es in
der That Substitutionen, welche die Gleichung 11
befriedigen, giebt, d. h. Formen U, deren Determinante
nicht verschwindet, ist leicht einzusehen. Hat niimlich die Glei-
chung II) im Ganzen ¢ linear unabhiingige Lisungen

Y\, .... ¥,
(unter diesen befindet sich die evidente Losung

)‘71 =IS’—1,
so dass ¢ mindestens gleich 1 ist), so hat sie auch ebenso
viel von einander unabhiingige Lisungen, deren De-
terminante nicht verschwindet. Denn setzt man

Z=Y,—g S5 i=1...q

H

so kann man immer dem Parameter ¢, einen solchen Werth
geben, dass die Determinante

» Yl. — 0 S

nicht verschwindet. Und zwischen den Z; kann keine lineare
Relation
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2Z.a,=0

hestehen, da sonst

i=q i=q

Yoa, Y, A S e, — Y a0)=0

=2 i=1
verschwinden miisste, was wegen der vorausgesetzten Unab-
liingigkeit der ¥, nur moglich wiire, wenn alle a verschwin-
den, da man ¢, immer als von 1 verschieden annehmen kann.

¥

Fine symmetrische (alternirende) F'orm S wird z. B. durch
alle Formen U = M S, wo M eine symmetrische (alternirende)
willkiirliche Form ist, adjungirt in sich transformirt, und es
existiren auch ausser den angegebenen Formen U keine andern.
Denn setzt man [J = M S, so folgt unter der Voraussetzung

S'=al, a=+41
aus der Gleichung II')

SMS—=aSMS,
oder M=all,

also ist I entweder symmetrisch oder alternirend.

Die Anzahl der Parameter in den Coefficienten der Trans-
formationen, welche die Form S adjungirt in sich transfomiren,
ist gleich der der linear unabhingigen Losungen der Glei-
chungen II) oder II'). Die beiden Gleichungen I) und II) sind
von der Art, dass sie n? Gleichungen fiir jene n* Coefficienten
liefern, also durel hesondere Eigenschaften ihrer Unterdetermi-
nantensysteme auszeichnet, —

Im Folgenden soll nun die Anzahl der linear unabhiingigen
Lisungen des Gleichungssystems I (1) bestindig mit P, die ent-
sprechende Zahl fiir die Gleichungen 11 (II') mit @ bezeichnet
werden. Die Aufgabe, diese beiden Zahlen in allen Fillen zu
bestimmen, scheint ohne specielle Untersnchungen iiber den
Charakter der Form S, wie z. B. Reduktion der zu S gehdrigen
l*“m‘menschaar S+ 08" auf ein System elementarer Formen ete.
nicht moglich zu sein; eine directe Untersuchung der Unter-
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determinautensysteme von I) und II) ist mir wenigstens trotz
vielfiiltiger Versuche nicht gelungen.

Aber es giebt einen ausgezeichneten Ifall, in dem die
Werthe von P und @ unmittelbar angegeben werden kinnen.
Wenn niamlich die zuden Wurzeln o= 1 der charak-
teristischen Function?)

1S+ ok

gehbrigen Elementartheiler siimmtlich einfach sind,
withrend {iber die Beschaffenheit der iibrigen Wurzeln nichts
voransgesetzt zu werden braucht, ist

P4 Q=N
P—Q“—"T’—[(,

wo u () die Anzahl der Wurzeln — 1 (4 1) der charakterischen
Function, N die Zahl der mit der antisymmetrischen Form
(8)~1 S vertauschbaren Formen bezeichnet.

Auf diesen Fall, in dem es also gelingt, die Untersuchung
der Determinante von »? Rethen auf die der charakteristischen
Function zuriickznfithren, wozu nur rationale Operationen nithic
sind, beziehen sich die folgenden Untersuchungen; nur im letzten
Paragraph finden sich einige weitergehende Betrachtungen.
Charakteristisch ist aber fiir den Gang der Untersuchung
die Art und Weise, wie die vorliegende Frage in Zu-
sammenhang mit der Aufgabe gebracht wird, die An-
zahl der symmetrischen und alternirenden Formen zu
finden, welche einer gewissen aus 1) abgeleiteten
Gleichung geniigen, die in dem obigen Falle hier zugleich
ihre Erledigung findet.

1) Die Determinante ciner Form U= X @, soll durch

| @, | oder Ul

;|
bezeichnet werden; unter demselben Symbol kann man dann anch jede
Partialdeterminante gter Ordnung verstehen, wenn den Indices ¢, k g von

cinander verschiedene Werthe ertheilt werden.
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§ L

l3in allgemeiner Satz iiber die cogredienten und ad-
jungirten Transformationen einer Form in sich selbst.

Unter Voraussetzung der Gleichung
1) SX+X'S=0
folgt durch Uebergang zu den conjugirten Formen:
X'8+8X=0
oder X'=—S X (S).

Setzt man diesen Werth in 1) ein, so ergiebt sich

2) (S)1SX—X(8)1S=0
oder
2a) S-18" X — X815 =0.

Jede Form X, die der Gleichung 1) geniigt, ist
also mit der antisymmetrischen Form
¢ F
(SY 1S oder S-S
vertauschhar.

Aus der Gleichung 2a) folgt noch

o

3) XS (b")—] — S(Sl)_l X = 0,
so dass jedes X' die Gleichung 3) befriedigen muss. Aber aus
der Gleichung 2a), die man auch in die Gestalt

S-18 8-1(SXS-1)— X815 8 1=0

oder
(SX8-1)8(S)1 —8(8) 1 (SXS) =0
bringen kann, folgt ferner:
Ist X eine Lisung der Gleichung 2), so ist SXS-!
eine Losung der Gleichung 3).
Ieh bezeichne nun mit N die Anzahl der linear unab-
hiingigen IPormen, welche der Gleichung 2) geniigen. Sind ferner

S

Y
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diese Iormen selbst, so ist
X=23ea X, E=1...N

die allgemeinste dieser Gleichung geniigende Form, falls man
wmit ¢ willkiirliche Parameter hezeichnet. Es handelt sich duher
jetzt um die Bestimmung derjenigen Werthe der «, durch die
zugleich die Gleichung 1) befriedigt wird. Triigt man zu diesem
Zwecke den Werth von X in 1) ein, so ergiebt sich
1) 2, SX, 87T+ e, X =0

Nun sind aber zufolge der Unabhiingigkeit der X, unter
einander auch die X, unter einander unabhiéngig. Demnach

ist nach dem vorhin angefiihrten Satze
421.) SXI:‘V—I = >_l: [)’/'_l X;

Lk=1...N,
so dass aus 4) folgt:
|4 DY I )
D) Sa f,+a=0.

Die Coefficienten 3, aber lassen sich nither definiren. Sie

gehdren einer Form

N e

A4=20,zy,

von N bilinearen Variabeln an, deren Quadrat gleich
der Form

E=uz oy +.. 2oy,

ist. In der That folgt ans 4a) durch Uebergang zu den con-
jugirten Formen

(81 X8 =28, X
oder durch geeignete Multiplication

S(8H)1X, 88 1=38,5X 8!

{

woraus vermige 3) folgt:
s A p e
Xp= 20,8, X]
ls
kil,s=1,...N.
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Hieraus aber ergiebt sich wegen der Unabhingigkeit der
i) D DD
Formen X das System von Identititen

6) 28 B = J/cs

{alls unter (5ls das Kronecker’'sche Zeichen
d,=1, l=s
d, =0, Lis

verstanden wird. Die Coefficienten f,, bilden also ein
System, dessen charakteristische Function

" ‘
Prr +0 ()kl

nur die einfachen Elementartheiler ¢ = -1 hat.!) Ist
nun ¢ == 1 eine P fache Wurzel der Gleichung

Bt ed, =0,
so giebt es auch genau P linear unabhiingige Grossenreihen

1 2 id
ol o, ... ¢q,

— N

l=1,... N,

und ebenso gross ist daher die Anzahl der linear von einander
unabhiingigen Formen

X,=Ya?X, e=1...P

welche die Gleichung 1) befriedigen.

Gine ganz analoge Untersuchung lisst sich aber in Bezug
auf die Gleichung
' .

td 7o

1 ) S X—X S=0
fihren, Denn auch diese ergiebt zur Bestimmung von X
zunichst wieder die nothwendige Gleichung 2). Und
setzt man aus den Lisungen X, jetzt die Ldsung von 1)

G e
=<7 ‘\k
zusammen, so folgt zur Bestimmung der Coefficienten y das System

7) v

] - Y —
<Pty —7=0

i

1

) Dieser Satz findet sich bereits in meiner friiheren Arbeit a. a. O.
\
3. 101, aber unter Voraussetzung einer unnithigen Beschriinkang.
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mithin dem Q=N — P-fachen Wurzelfactor (¢4-1) der
charakteristischen IFunction entsprechend ein System
von ¢ linear unabhiingigen Formen, welche der Glei-
chung 7) geniigen.

Nun kann man freilich die simmtlichen Formen, welche
mit einer gegebenen Form vertauschbar sind, wie ich in einer
in diesen Sitzungsberichten erschienenen Notel) gezeigt habe,
verhiltnissmissig einfach bestimmen. Aber die Ermittelung der
Coefficienten ,, und damit der Zahlen P, @ scheint auf Schwie-
rigkeiten zu fithren. Aus dem Vorstehenden ergiebt sich daher
zuniichst nur der Satz:

Die Summe der Anzahlen der Parameter, durch
die eine Form von nicht verschwindender Determi-
nante S cogredient und adjungirt in sich transformirt
werden kann, ist gleich der Zahl N derjenigen For-
men, welche mit der antisymmetrischen Form S-15
vertauschbar sind.

Man kann diesem Satze auch die folgende Form geben:

Die siimmtlichen N linear unabhiingigen Formen
X, welche der Gleichung 2) geniigen, lassen sich in
zwel Klassen von P und @ Formen theilen, von denen
die eine die Losungen der Gleichung 1), die andere
die der Gleichung 1') darstellt.

Die Determinante

|

o - Uy

i

af u’\', f

D=| . o
o 7y |

o (
_/1/ R

I} Ueber die mit einer bilinearen Form vertausehbaren VFormen,
Sitzgsber. d. k. bayer. Ak, d. Wiss., 1889. Vgl. auch die folgende Note
iiber symmetrische und alternirende Lisungen der Gleichung S X NS* 0.
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kann nimlich nicht verschwinden. Wiire dies der IFall, so gibe
es P Zahlen 12 und ¢ Zahlen k°, fiir die

2@ -2k =0
0 G
PTI S

ist, fiir alle Werthe von % von 1 his N. Dann ist aber auch
zafolge der Gleichungen 5) und 7)

Y 0 0 n ___
2oy, taf =0

2 By— =0
mithin, wenn man die vorstehenden Gleichungen mit den %2, £°
multiplicirt und addirt,
2R — 2y =0,

was mit der vorhin aufgestellten Gleichung unvertriiglich ist,
da alsdann die «f schon unter sich von einander linear ab-
hiingig wiiren. Mithin sind jene P’ 4 @ Formen von einander
unabhiingig.

8 Ik
Ueber alternirende und symmetrische Formen.

Die Gleichung 2) des § I ist von einer gauz eigenthiim-
lichen Gestalt, Es ist daher zu vermuthen, dass auch ihre
Lsungen durch besondere Eigenschaften aunsgezeichnet sind.

Setzt man

X == ZS’,
so sind, da die Determinante von S nicht Null ist, die Formen
4, ebenso von einander unabhiingig, wie die Formen X, sie
geniigen aber der durch ihre ansgezeichnete Form be-
merkenswerthen Gleichung?):

1) SZS' =S8"Z8&.

1) Sie hat die fiir das Folgende wesentliche Eigenschaft, dass ent-
sprechend der Gleichung

USvUTtZzi v s u=rsvUTt Zz(uy 1 s U,
bei jeder cogredienten Transformation von S auch die Li-

sung.en Z cogredient transformirt werden, was bei Gleichung 2)
§ 1 nicht der Fall ist.
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Und da aus 1) zugleich folgt
SZ' 8 =878,
so hat man den Satz:
Die Gleichung 1) wird durch alternirende und
symmetrische Formen Z befriedigt, nimlich durch die

Formen

Z,+ 7, EF=1....N,
welche den Formen X, zugeordnet sind.

Die symmetrischen Formen Z, 4 7, sollen im Folgenden
mit dem Symbol S,, die alternirenden Formen 2, — Z mit 4,
bezeichnet werden. Die S, sind im allgenieinen nicht von ein-
ander unabhiingig. DBestehen aber p linear unabbiingige Rela-

tionen zwischen den S, ist also

2 Sk =10, I=1...p,
k

s0 1ist
¥ ST« =
- Zk akl + = Zk al:l 0.

Es sind also von den N Formen S, N — p von einander
linear unabhiingig. Und zugleich existiren dann genau p alter-
nirende Formen

A =27«
(3 k

k1’

welche von einander unabhiingig sind. Denn eine lineare Re-
lation kdnnte zwischen den A, nur dann stattfinden, wenn die
Coefficienten «,, weniger als p unabhiingige Systeme darstellten,
— gegen die Voraussetzung., Man hat also den folgenden Satz,
welcher die Erginzung zn dem am Ende des § I ansgesprochenen
Theorem hildet :

Die Gesammtzahl der unabhiingigen alternirenden
und symmetrischen Formen, welche die Gleichung 1)
hefriedigen, ist gleich N, oder auch:

Es existirt immer ein vollstindiges Losungssystem
der Gleichung 1), welches aus lanter alternirenden
und symmetrischen Formen zusammengesetzt ist.
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In der That, bezeichnet man die symmetrischen von ein-
ander unabhingigen Formen durch
3 i 7.
S8y oo Sy,

die alternirenden mit

A4, 4, ... 4

so kann auch zwischen diesen keine lineare Relation bestehen.
Wiire niimlich

p?

S8+ 2P

m

A‘m = O’
so witre durch den Uebergang zu den conjugirten Formen auch

a8 —28 4, =0,

m m

d. h. es wiiren schon die S, (A,) unter sich nicht linear un-
abhiingig.

Die Aufgabe, diese alternirenden und symmetri-
schen Formen direct zn bestimmen, fithrt nun auf eine
ganz dihnliche Untersuchung, wie die des § L.

Bezeichnet man wie oben die sinumtlichen von einander
unabhiingigen Lisungen von 1) durch Z, L =1, . . . N, so ist

Z=37,
die alleemeinste Losung.  Soll Z symmetrisch oder alternirend
seln, S0 muss

\1 Iy — \v - ’—1
‘-Z/:uk_“‘v;‘s @,

S e =4 357 Xq,

o

oder

N\ - A | N Y —
- S‘\k<‘b )7 e, :{"“ AI: @, == 0
sein. - Nun geniigt aber, wie leicht zun sehen, die Form
' NS
SX, (S)
derselben Gleichung 8) § I, wie X', es ist also
'Y (SYV-1= X, €@
SX ()t =2y, X,

und somit folgt zur Bestimmung der Coefficienten « das System
der Gleichungen

l'yltlalc:l_:al—__()’ ]= 1, P .Z\T.
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Und da ferner
=1 /] ’ RN
S1X, 8 =2y,X
oder
re__ W ’ e e o A .
X, =27,8X(8)'=2 Vot VoS
ist, so ergiebt sich
= Lo
bt ;/kl 7lm s ()km’

so dass die Coefficienten y,, wieder ein System bilden,
dessen charakteristische Function nur einfache Ele-
mentartheiler von der Form o1 besitst.
Ich fithre noch einige Sitze an, die einen weiteren Zu-
sammenhang zwischen den Coefficienten 5, 7,, begriinden.
Aus der Gleichung
s v\ = 3
SX,(S)1=2y,X,
oder e 2 et
('\ ) S Ak s 7]:( (AS ) ;\/ S
folat nach § I, 4a)
P i T | e Qb o]
(‘S ) S X/.' S //Icl /)ls 'X~
Setzt man nun fiir einen Augenblick

(S’)‘l Si== Az)_ Zz ]//'.

ST
X/,- = <507 Y

Nt A I —

S
so dass die griechischen Indices die Werthe von 1 his n, die
lateinischen die Werthe von 1 bis N duarchlaufen, so liefert
die letzte Gleichung dureh Coefficienten - Vergleichung  die
n N Relationen

N | N &S
= Az,u Sk = = Gy
Die charakteristische Function
! f
| s +e Jl:s
habe nun eine Wurzel ¢ =¢,. Daun gibt es mindestens ecin
System von Grossen 3, welches die Gleichung

> = D > —
e, pfo=—0pB, s=12...N,
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erfiillt, mithin wird
N k S 3
2 Axlt §,ltl [))k =—0 2 ﬂs §xl

oder, wenn man

Py 5 ___ 2k
- ﬂs 'EZ/. - 712
setzt,
v A 7
— AZ/L 7/‘n - & 7l2'

Das heisst: Jede Wurzel der charakteristischen
Function Nter Grades
' aks + Q oll:s I == | ﬂks + Q 7l:si

ist aueh eine Wurzel der charakteristischen Function
aten Grades

' S+eS

Der Satz gilt aber auch umgekehrt. Denn hezeichnet
man mit o, eine Wurzel der letzteren, so ist

v —_
= AZ/L hz = Oy ](.’"
oder
) ok . ey
\ = — N <
O s ]l/c Suh T = Yy Sul ]"x'
also wenn man
S ck g2
< ]_n Sulk = bk
setzt,
b y S 75
=0 bs - 0y bk

wie zu zeigen war. Die beiden charakteristischen Func-
tionen haben daher nur durch die Grade der Vielfach-
heit verschiedene Wurzeln.

In dem besonderen Falle, wo die Wurzeln der charakte-
ristischen Function S+ ¢S simmilich von einander ver-
schieden sind, ist N =n und man hat den Satz:

_ Sind die Wurzeln der charakteristischen Function
(S +408"| alle von einander verschieden, so ist die
charakteristische Function [g8,, 4+ ey, | von derselben
nur um einen constanten Factor verschieden.
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Dieser specielle Satz lisst sich iibrigens leicht direct her-
: . . ’ -
leiten. Wenn néimlich | S - S ¢ lauter einfache Wurzeln hat,
und etwa
f ’
S840 =14 qo+ ... a4
gesetzt wird, so sind die n ersten Potenzen
P9 . Ol
der Form 2= (S)"'S von einander unabhiingig; sie bilden
das vollstindige Losungssystem der Gleichung @ X = X £, und
zugleich ist?)

O T (=) T 2 (— 1) 2 =0,

Die mit al,sbezeiclmeten Grossen, welche den Gleichungen
OF __ v 1 S
=2 27, k=1,2 .. .n
s=1, 2 N

geniigen miissen, erhalten wegen der Unabhiingickeit der For-
men £2 sofort die folgenden Werthe :

(g == Cyy == Uy, == . . . (1, == ]
_ 9 3
= (— 171 o =(—1)""2a,, ¢,a=(—1) "u, .
Uy -1 == ('— ])1 g9y Uy == Uy 13

alle tibrigen ¢ sind gleich Null. Und man erhiilt hierans die

Gleichung

ks

| alrs + 0 (Sks ' = (— 1)"—1 S’—-vl S + 9,

womit die Uebereinstimmung der beiden Functionen wt®" Grades
direct dargethan ist.

Wiihrend die vorhergehenden Betrachtungen die Bestim-
mung der von einander unabhingigen Liosungen der Gleichung

2) SX+aX §=0, ¢=+1

von der Ermittelung des Systems der Coefficienten (8, abhiingiy
machen, kann man auf einem anderen Wege simmtliche

1) Vgl. Frobenius, Ueber lincare Substitutionen und bilinearc
Formen, Journal filr Mathematik, Bd. 84, S. 12,
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Loésungen explicite darstellen. Ist X eine Losung von 2) und
setzt man nach §I)

S Ty -

X=2¢a X, kh=1....N

oder nach § I, 5)

X=212¢, X, —(1 =2, X
=22, X, —(1—21) 2(8) e, XS
so wird fir X, = 7, S’ nach 1)
N=L3a, Z S —(1—0)2a Z8.

Man kann also jede Losung von 2) in die Form
3) X=pZ S+qZS, pt+qg=—1
setzen. Umgekehrt aber ist jeder Ausdruck von der
Form 3) eine Losung der Gleichung 2), sobald Z eine
Losung von 1) ist, und die Gleichung 3) stellt alle
Liosungen von 2) vor, wenn an Stelle von Z ein System

von unabhiingigen Lisungen von 1) gesetzt wird, so-
bald man

p+ag=0, qg+eap=0

setzt, welche beiden Gleichungen wegen «=--1 mit einander
vertriiglich sind.

Wiihlt man inshesondere hierzu das aus den symmetrischen
und alternirenden Formen

‘S’I:’Al’k=1""_(I1 l=q¢+1...N

hestehende System und setzt man z. B. a = -1

p=1, g=-—1,
so erhiilt man als Losungen der Gleichung SX + X' S§==0
4) X,=8,(8—8)

N, =4, (S+ 9.

Diese N Formen sind aber nicht von einander unabhiingig

und es ist auch nicht schwer, die zwischen ilnen bestehenden
1806, Math.-phys. Ol 2. 15
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Iinearen Relationen anzugeben. Aus der Gleichung 4a) des
§ I folgt:
Z8 SV =Yu, 7

Irl z

mithin, wenn an Stelle von Z die Formen S,, A, cingefiihrt
werden

S8 81 =Yu

ky

Kk, S k L % A
oder
S, ("S- D= <akk + 0 ) S — 2 ., 4,
]"1 1 *1 "1 v

5) - N a N
A4, (881 —1)= ,L @, S, — 2 ey 40y ) 4,

und ebenso
S, (S' ST —1)=2(q,, /~/-1) S'kl — a, A,
4, (S"STT+ )=« ,S’ ——_..(_u”] -—f)‘”l) A,.

1k, Iy

6)

Multiplicirt man die Gleichungen 5) 6) mit den in § | einge-
fithrten Grissen

a ool h=1,... P
oo d, =10

so ergiebt sich wegen der Gleichungen 5), 7) des § [:
7) XS (SH4-8)f 2 A,a (S —S8)=0
8) XSS = S)F 24, 7(S+8)=0,
von denen die letzte wegen 4) mit

2N =0, m=1,...N

iibereinstimmt, so dass also zwischen den auf diesem Wege er-
haltenen Losungen ¢ Relationen bestehen oder N — @ =PI
unabhiingig sind, wie es ja auch der Fall sein muss. Die durch
ihre Einfachheit bemerkenswerthen Gleichungen 4) enthalten
demnach den folgenden Satz:

Es giebt ein System von einander unabhiingigen
Losungen der Gleichung SX -} X'S=0, in welchem
jede Form das Product einer symmetrischen mit einer
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alternen Form ist, und ein analoger Satz besteht fir die
(leichung S X — X' S, mit dem einzigen Unterschiede, dass
hier gleichartige Formen durch Productbildung zusammen-
treten miissen.

Nach diesen Betrachtungen iiber den Zusammenhang der
verschiedenen Lisungssysteme wende ich mich zu einer neuen
Umformung der Gleichung 1).

Wie leicht zu sehen, lisst sich dieselbe in die Form
1) (S+SZS—8)— (S =82S+ 95)=0
bringen. Und ebenso tritt an Stelle von
) SY+S8'Y =0
die Gleichung
IH.) (;q -*— b") ()’ + )yl) + (b', —_ S) (YI S Ir) == O’
sowie an Stelle von
10 SY—-8Y =0
die Gleichung

) (8 —S)(Y 4+ Y)++ (S 4+ 8) X — ¥)=0.

Aus diesen Umformungen Lisst sich ein wichtiger Schluss
zichen, sobald wenigstens eine der Determinanten

’ 7
S+ 81, S — 8|
von Null verschieden ist. Aus Ia) folgt niimlich durch Ueber-
gang zu conjugirten Formen .
, ’ ’ ’
Y+Y)YS +4+X - —8)=0
4 . . . .
oder, wenn | S 4 S [0, als einzige Bedingung, der die alter-
nirende Form Y’ — Y geniigen muss,
4 ’ ’ v yr R
W+ =) —8)— =Y =-Y)(S+8)=0
oder die Gleichung 1a), und zu jeder dieser Formen (¥’ —7Y)
gehdrt nach Ta) eine und nur eine symmetrische Form Y '+ Y.
Und ebenso wird, wenn [ — S 520 ist, zur Bestimmung der
symmetrischen  Form Y’ 41 wieder dieselbe Gleichung 1a)
sich ergeben, und zu jeder dieser Formen gehort nach Ila)
15*
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eine einzige alterne Form Y — Y.!) Man hat also den fol-
genden Satz:

Sind P, @ die Anzahlen der linear unabhiingigen
Losungen der Gleichungen I und II, p und ¢ die An-
zahlen der linear unabhingigen alternen und sym-
metrischen Losungen der Gleichung 1), so ist

P4+ @Q=N, p+qg=N
und zugleich, wenn S+ 5[40,
P=p, @=gq,
dagegen, wenn |S"— S|{F0,

P=yq, Q=rp.

§ 1L
Hiilfssiitze.

Enthalten die Coefficienten einer Form 7' m Parameter
Ay .. Ay, so heissen dieselben wesentlich, wenn man durch
Wahl der 4 m von diesen Coefficienten willkiirlich vorge-
schriebene Werthe ertheilen kann, d. h. wenn es m Coefi-
cienten giebt, die hinsichtlich dieser Parameter von
einander unabhiingige Functionen sind.

Wird eine Form einer von diesen Parametern unabhingigen
linearen Transformation unterworfen, so bleibt die Zahl m

1) Es sei noch der hierher gehérige Satz erwiihnt: Ist = eine sym-
metrische Losung der Gleichung
SES'=8Z8S

und verschwindet S‘-4-S nicht, so ist

= Z(5—8)(5+81
eine alternirende Losung derselben Gleichung; und ebenso muss, wenn
[S8'—8 |40,

E=HEH9)E 97!
eine symmetrische Losung sein, wenn /f eie alterne ist. Wenn also
beide Determinanten nicht Null sind, gehort zu jeder Losung der einen
Art eine der anderen, d. h, ey ist p==q.
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ungeiindert. Bildet man aus mehreren Formen 7, ... T, darch
Addition und Multiplication unter einander oder mit anderen
Formen neue IFormen, so lisst sich im allgemeinen nur be-
haupten, dass die Zahl der wesentlichen Parameter in der Re-
sultante nicht grisser ist, als die Gesammtzahl der in den
Componenten vorkommenden.

Sind inshesondere die Coefficienten lineare (allgemeiner
rationale) Functionen der Parameter, so kann man sie ohne
Beschriinkung als homogene [unctionen derselben voraus-
setzen. Iine Form 7' mit m wesentlichen linearen Parametern
ist also von der Gestalt

l) 1727,1 T1+ L] lmT’"H

und die linearen Formen Tl. sind alsdann von einander unab-
hiingiz, d. h. es besteht keine lineare Relation mit constanten
Coefficienten

N, T

2a, 1/‘, =0

zwischen denselhen; umoekehrt enthiilt ein solches Aggregat T’
von e linear unabhiingigen Formen 7', auch m wesentliche
Parameter.

Addirt man zn einer Form 7', (1) mit m wesentlichen Para-
metern eine zweite U/, welche neben den Parametern 4 noch
n Parameter u enthiilt,

U=7'1 Ul + - 7'm Um —*4 Hy Vl + T ['tn Tfn"

wobel die U, keiner Voraussetzung unterworfen sind, so ent-
hiilt die Form U+ 7' genau m -+ n wesentliche Parameter,
sobald die Formen

U+ T wmd V,

i=1,2...m; k=1,2..n

k)

vou einander unabhiingig sind. Denn liesse sich U - 7" in ein
Aggregat vy ...y o verwandeln, in dem die »; ...,
linear von einander unabhiingige Functionen der A, g sind, und
wire m -4 n>s, so kinnte man U -+ 7T dadurch zum Ver-

schwinden bringen, dass man s der Grossen 2,u durch die
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{ibrigen m 4 # — s ausdriickt, dies ist aber nicht mdglich, da
ja alle 4, 1 verschwinden miissen, wenn U -~ 1’ verschwindet.
Dieser sehr selbstverstindliche Satz kommt im Folgenden
in der besonderen Form zur Anwendung:
Ist A eine alternirende (symmetrische) Form, deren
Coefficienten m wesentliche Parameter 4, enthalten,

A=A A+ ... 4 4

n m

und ebenso S eine symmetrische (alternirende) Form,
deren Coefficienten neben jenen Parametern 4 noch n
andere Parameter u enthalten,

Szllsl_i_ vt Z'm‘S{m—[-_iul S;—l— vt ‘unAq}t

wobei die S von einander unabhiingige symmetrische
(alternirende) Formen sind, so enthilt die Form

X=pd+4q8
genau m --n wesentliche Parameter.

Denn die Voraussetzungen des obigen Satzes sind hier er-
fiillt.  Wéaren nidmlich (es moge nur der Fall betrachtet werden,
wo die 4 altern, die S symmetrisch sind)

1
A4,-+ 8, S,
von einander abhiingig, also
N / S N
S (4, +8) A+ 2B 8 =0
so hitte man auch durch Uebergang zu den conjugirten Formen
5 y NE Gl — (-
pas Ct,. (—"* A;’ + ;Si) + ~ [, AS,; =0 3
hieraus folgt aber durch Subtraction, dass alle e, verschwinden
miissten, und demnach auch das Verschwinden aller f3,.
Man kann dabei noch folgendes hemerken. Xs sei
X=0,U+..0,U,

wobel die », . . . w, linear unabhiingige Functionen der 4, p

sind. Die Formen U bestehen aus p symmetrischen, U, ... Up, I—p
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alternirenden Uyyy ... U,, endlich v —1 Formen, die von keiner
der beiden Arten sind. Dann ist

2q8S =230 U + 2o (U,+ U
2pAd =220, U.4 2w (U — U.)
s=1...p;8=p+1...0;=1-41...»

Nun folgt aus o, =0, v, =0 das Verschwinden von 4,
also aller 4. Es ist daher v —p=m, oder da v = m 4+ #,
n=p. Die Zahl der in X auftretenden symmetrischen
formen 1ist also unverinderlich, anf welche Art auch X
in die angegebene Form gebracht werden mag.

Ich schliesse hieran einige Sitze iiber die Transformation
alternirender und symmetrischer Formen.

Is sei W eine Form, in der der hiochste Grad nicht simmt-
lich verschwindender Unterdeterminanten gleich 2 — ¢ sei, oder
in der die 0, 1, . . & — 1t Unterdeterminanten noch simmt-
lich verschwinden, withrend mindestens eine pt® Unterdetermi-
nante nicht Null ist.  Bezeichnet man nun mit £, und £, die
Formen

=X+ ...X,
sy = ‘\',lt-}-l pe4-1 + e Y

¢o kdnnen bekanntlich stets zwel Formen U, V nicht ver-
schwindender Determinante angegeben werden, so dass

UWV=1,
it Allgemein mdge vorausgesetzt werden, dass

.
UWYV=5DPILY
) Bezeichnet man die Coefficienten von W durch a;y,
mit Tig kg’ @1 o=1, .=~ ein System dieser Cocfficienten
dessen ])ctcrmln:mtc nicht Null ist, so lisst sich immer be-
wirken, dass

/4 —_— Y ,
uvwy = 215 Tig Yig

wird. Line solche Transformation findet man auf folgendem Wege,
Man kann die Gleichungen

1) Xa,z,=0, 2) Ja,L,=0
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ist, wo die Determinante von I, P I7, gebildet in Bezug auf
die wirklich vorkommenden n—-p Variabelnpaare nicht Null ist.

Aus dieser Gleichung folgt nun
UWU =E,PE,V-'U.
Ist W eine alternirende oder symmetrische Form, so ist
die rechte Seite — sie sei durch £ bezeichnet — von demselben
Charakter. Aus den Gleichungen

EQ2=0, DF =0
folgt aber
R=1F QF,
oder

UWU =E,QFL,.

Und die Determinante von I, £217, kann nicht verschwinden.
Denn die Form

(E,+ E,PENVIU =M
hat eine nicht verschwindende Determinante; andererseits ist aber
| M| = |V |U| | E,QE,
Auf demselben Wege erhiilb man fiir

VU E,PE, =,
auch

VWV =E, 2 E,

dadurch befriedigen, dass man die z den Gleichungen 1) fiir k=1,
6=1,...n—p und die { den Gleichungen 2) fiir i=14,. o=1...n—pn
unterwirft. Diese Gleichungen liefern dann die %,
die willkiirlich bleibenden iibrigen 2, und chenso die (o ausgedriickt
durch die willkiilich bleibenden iibrigen £, Setzt man nun

L= 5;’ + Zis Ye = + :k7

, ausgedriickt durch

so wird

S Y = S ag &y,
und man kann also, indem man diejenigen &, 5 oleich Null setzt, deren
Indices beziiglich nicht den Reihen 4y ... gy byl
erreichen, dass

‘wege Angehiren,

3 . - ¥
M T Yy == = al'n ke

&

1
in ) kg
wird,
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Man hat also zwei cogrediente Transformationen,
welche die symmetrische oder alternivende Form W in
eine symmetrische oder alternirende Form von nicht
versehwindender Determinante iiberfithren, sobald
UWV=1I,PFE, ist. Diese beiden Transformationen fallen
pur dann zusammen, wenn V = U’ ist, d. h. wenn schon die
vorausgesetzte Transformation eine cogrediente ist.

Dieser Satz kann in folgender Weise umgekehrt werden.
Sind U, V zwei Transformationen, welche die Form W cogre-

dient in Formen transformiren, welche nur die in I, vor-
kommtenden Variabeln enthalten, also

UWU =EQF,

1 )

VWV=E QL

so ist
UWV=FEQEU'V=UV-'E2 E,=E,PE,,

also giebt es auch zwel Substitutionen U, ¥, welche die Form 1V
in den analog gebanten Ausdruck I, P I, verwandeln.

Eine allgemeine Form W kann nur unter ganz besonderen
Bedingungen cogredient in die Form I, P I5, transformirt
werden.  Aus der Gleichung

UWU=E,PEF,
folgt niimlich
’ yy £y
U W U=E,F E,

also auch
U’ (WHoW)U= Ly (P -0 P 1L,

Damit also W cogredient in eine nur die Variabeln von
Al . .
I, enthaltende Form transformirt werden konne, muss die
Determinante

WaoW

mit allen g — 1ten Unterdeterminanten fiir jedes ¢ verschwinden,
Und ist umgekehrt durch zwei von ounabhiingige Sub-
stitutionen U, ¥ die Schaar | W 4o W’ in eine Schaar
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LI+ o @ transformirbar, welche nur die Variabeln der
Form F, enthilt, also
’ = N
UWtoW)V=I,(P-+0Q)l,,
so folgt
7 I3
UWU =1,PI,V-1U
UWU=E,QE, V-1 U
also auch
= = ’ e = ’
el = )= 1 O B,
d. h. es ist U und ebenso V eine cogrediente Trans-
formation, welche die Form 1 in eine nur die Varia-
beln der Form I4, enthaltende Form transformirt.

Im Folgenden wird es sich hiiufig nm die alternirenden
oder symmetrischen Losungen X einer Gleichung von
der Form

AX=0
handeln.  In dieser Bezichung sei also 1V eine Form, fiir die

UWU=E,PE,

sel.  Die Losungen der Gleichung

WX=0
sind zugleich die von

, » .
UWUU-'X({U)1=0.
Die Form U~' X (I/')=! muss also der einzigen Bedingung
gentigen, dass
-1 (1)) —
LU ' X(U)yl=
ist, da | I, P’ I, | als von Null verschieden vorausgesetzt wind.
Soll nun X altern oder symmetrisch sein, so folgt aus dieser
Bedingung, dass auch
U-' XU 1E,=0
ist, also
> 24 ba
U X(U)y'=LE U'X(U)E,
eine alterne oder symmetrische Form ist, welche nnr die in /5
vorkommenden Variabeln enthiilt. Man hat also den folgenden Satz:
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Ist W eine alternirende (oder symmetrische) Form,
deren g — 1o Unterdeterminanten noch simmtlich ver-
schwinden, so giebt es nur

p(e4-1) <_H (u— 1))

2 2
von einander linear unabhiingige symmetrische (alter-
nirende) Formen X, welche der Gleichung
WX=0

geniigen. Aus diesen lisst sich dann natiirlich jede andere
Lisung dieser Gleichung zusammensetzen.

§ 1V.
Bestimmung der Zahlen p, ¢; I, @.
Brster Fall.

Im Folgenden soll eine symmetrische Form bestindig
durch 2, eine alternirende durch A bezeichnet werden. Die
Gleichung T des § 1

SY+ SV =0
lisst sich, wenn } 4 V=2, V'— 1T =4 gesetzt wird, in
der Gestalt
1) S+ 824 (8—8)4=0
schreiben. s sei nun zunichst | S" <4 S nicht gleich Null,
withrend etwa noch die g - 1ten Unterdeterminanten von | S~ |

simmtlich verschwinden. Alsdann gehirt zu jeder Losung der
aus 1) folgenden Gleichung (vgl. § 1I, 8. 227)

2) (S = S)A(S S — (S 4+ S A4S —8) =0

eme vollstiindig bestimmte Form X vermige der Gleichung 1);
den p Formen

A4y ... A

entsprechen also zunichst auch ebenso viele Formen 2. Diese

letzteren sind aber nicht von einander unabhingig.
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Denn unter den Formen A hefinden sich (vgl. § 11I, 8. 235)

genan
(—1)
’ i

b 3]

von einander unabhiingige, welche die Gleichung
(S'—8)d=0

befriedigen, withrend die iibrigen linear unabhingigen A, dieser

) . 3 O A

Gleichung nicht geniigen.

Die der ersten Klasse von Formen A zugehirigen X sind
siimntlich identisch Null zofolge der Gleichung 1), wiihrend
zwischen den 2, welche zu den tbrigen A, gehdren, unmiglich
eine lineare Relation stattfinden kann. Denn wegen der Identitiit

N \‘v o o
8"+ 8)2(¢,2) + (S S)Tu A, =0
wiirden alsdann auch die A‘. nicht von cinander oder von den
bereits ausgeschiedenen A unabhiingig sein. Die Anzahl der
symmetrischen Formen, welche der Gleichung 2) ge-
niigen, ist daher mindestens gleich der der Formen 4,
also

3) q—p~wl* 1X+\

wo X eine positive ganze Zahl oder Null ist.
Man kann nun eine ganz analoge Untersuchung in Bezug
auf die Gleichung

SY—-81Y =0
oder
4) S+8)YA+ (" —8)Z=0
anstellen. Man erhiilt dann zu jedem 2| welches der Gleichung
(S 8YZ(S —8) (S —8)XT(S +95)=
genligt, ein bestimmtes 4, und hieraus folgt ganz wie vorhin

'(“—*—1)“}’ y

wo Y ebenfalls eine positive ganze Zahl oder Null ist.

5) p=q-—
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Aus den Gleichungen 3) und 5) und nach § II, 8. 228 folgt:
q—\T—[t< ,.2+\__2

ap=N—p +l)-|-r

N4 Y=y~
Ist nun » eine gerade Zahl, so kann @ =10 sein. In
diesem Falle hat man also,

N
.P=Q—'_—'§.

Ist dagegen n ungerade, und verschwindet nur die De-
terminante | S'— S selbst, so ist X 4 ¥ = 1. Hieraus ergiebt
sich, da N jetzt nothwendig eine ungerade Zahl ist,

Eine ganz #hnliche Untersuchung liisst sich nnn in dem
Falle anstellen, wo S"— S als von Null verschieden voraus-
gesetzt wird,  Verschwinden alsdann noch die » — 1te» Unter-
determinanten von S 4 S’ |, so findet man

(v 4+ 1) .
p=q— ( 2_+*\1’

(v —1 .
qzl)-_(—_T) —)+ )13
X4V, =
und somit nach der zu Ende des §II gemachten Bemerkung
N (r + 1)

2p = +X, =20,

v (z' — 1
29g=N - > _ = 1
2qg=N 5 4+ Y, =22P1

) Tch babe die Lier entwickelten Formeln, die an sich nur eine
sehr ungenane Grenze ergeben, nicht unterdriickt, um zu zeigen. wie
leieht der allgemeine Fall* sich behandeln liisst.
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Ist also bei geradem n » gleich 0 oder 1, so ist jedesmal

Durch die vorausgehenden Formeln ist die Zahl der cogre-
dienten und adjungirten Transformationen einer Form in sich
selbst in allen den Fiillen bestimmt, wo die beiden Determi-
nanten | S+ 8| und | S+ S| nicht gleichzeitig, und keine
derselben noch mit allen ersten Unterdeterminanten verschwindet.

Fiir den Fall, wo die charakteristische Function 'S 405"
nur einfache Wurzeln hat, also N' n ist, haben Christoffel
und Kronecker?!) die Zahl P und zugleich die explicite Dar-
stellang  der P Transformationen vermige der Wurzeln jener
Function gegeben. In meiner oben erwihnten Arbeit habe ich
diese Methode auf den Fall ausgedehnt, wo jene Function nur
einfache Elementartheiler besitzt. Da aber hierbei nur (2) Trans-
formationen ermittelt sind, bleibt die Aufgabe noch zu er-
ledigen, in dem hier besprochenen Falle, und ehenso
unter den weiterhin behandelten allgemeineren Vor-
aussetzungen alle Transformationen in sich — etwa
unter der Voraussetzung,
zu bestimmen, auf die ich hier nur hinweisen kann.

dass jene Wurzeln bekannt sind —

§ V.
Fortsetzung.

Die im vorigen § erhaltenen Resultate lassen sich noch
erheblich weiter fiihren, wie jetzt geschehen soll.  Hierzu ist
ein genaneres Kingehen auf die Gleichungen 1) und 5) des § 1V
erforderlich.

. . , o
Ist zuniichst wieder 'S 48" 40, so kann man, falls

’ 1 . .
S"— S| noch mit allen g — 1ten Unterdeterminanten ver-

1) Borchardt's Journal, Bd. 68, S. 253 und S. 275.
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schwindet, durch eine cogrediente Transformation U nach § III
bewirken, dass die Gleichung 1) des § IV die Form
1) s+ ad=0
annimmt, in welcher
U +8)Y0U=s

wieder eine symmetrische,

’ U —S)U=a
eine alternirende Form ist, welche letztere nnr von den in der
Form 17, vorkommenden n — u Variabelnpaaren X, 1" abhiingt,
und es ist

E=X1Y +...X,7

et
Hy=X, 0 Vet - X, 7,

Dabei ist bekanntlich # — g eine gerade Zahl, denn die
Determinante
| Eya I,
wird als von Null verschieden vorausgesetzt. Durch die nim-
liche Transformation aber tritt an Stelle der Gleichung 4) jetst

2) sd4aX=0.

Die Symbole 4 und 2" bedeuten dabei wieder (siche die

Anmerkung auf 8. 210) alternirende und symmetrische Formen,
welche durch die cogrediente Transformation

(U)-!
aus den im § 1V durch eben dieselben Buchstaben hezeichneten
b

Formen hervorgehen.

Nun muss jedes 2, welches der Gleichung 1) geniigt, auch
die Gleichung
3) s2a—aXs=0
befriedigen, und diese ist keine andere als die durch die

nimlichen cogredienten Transformationen transfor-
wirte Gleichung 1) oder 1a) des § 1L
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Ans 3) folgt aber

1) B sXE,(Fall,)=0
h) (ByaE)E,XsE =0

6) E,s2, E(E,aF) —(E,a L) E,Xs B, = 0.

Von diesen Gleichungen sind 4) und 5) unter einander
identisch, denn die eine ist die conjugirte der anderen. Aus
ihnen folgt, da die Determinante der eingeklammerten Form,
wie oben bemerkt, nicht Null ist, dass in der Form

=2 pik xz‘ g/k
alle Coefficienten p, verschwinden, deren erster Index der Reihe
1. ... u, deren zweiter der Rethe ¢ 41 . . . . n angehirt.

Nun enthalten die Coefticienten von X nach Voraussetzung ¢
willkiirliche Parameter. Damit aber die Gleichung 1) befriedigt
sei, miissen die weiteren Bedingungen

7 L,sZE =0
8) E,aAE 4+ LE,s 2 =
9) LyadE, 4+ E,s2 L, =0
erfiillt sein.  Aus 8) und 9) folgt
Lo AE =—(E,a L) 1 (E,s 2 L)
L, AE,=— (F,a L))" (192 s 2 L,)
und durch diese Gleichungen sind die Coefficienten der gesuchten
alternirenden Form A vbllig bestimmt, bis auf = (—“———)
AL, )

auftretende, die vollkommen willkiirlich bleiben. Dafiir aber
sind die Coefficienten von 2" den weiteren Bedingungen 7) zu
unterwerfen. Da hiernach alle Coefficienten Py von § 2, deren
Indices der Reihe 1,2 ... u entnommen sind, gleich Null sein
miissen, scheint die Anzahl der hieraus entspringenden Be-
dingungen gleich 1* zu sein. Eine genanere Ueberlegung zeigt
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aber, dass diese Zahl viel zu gross ist. In der That ergiebt
sich nach der aus 5) folgenden Gleichung
. L s2L,=0
die Relation
E sXskE =12l (kskE)
und daher folgt bereits aus dem Verschwinden der sym-
metrischen Form

_I’JI SJJ =
die Gleichung 7), sobald nur die Determinante von
= L s E,

niecht verschwindet. Unler dieser Voranssetzung miissen also
die Coefficienten der symmetrischen Form 2 nur noch

i (1)

D

s

weiteren Bedingungen unterworfen werden und die Anzahl der
in 2" willkiirlich bleibenden Parameter ist sonach mindestens
gleich

_#ludl)

Nach dem zu Anfang des § III aufgestellten Iiilfssatze
ist daher die Anzahl der wesentlichen Parameter in der Liosung
der Gleichung 1) des § 1

10) qu_;t(;tzﬂ—l)+xt(f¢ V. x,

wo X eine positive ganze Zahl oder Null ist. Geht man
zweitens von der Gleichung 2) aus, so erhiilt man anf genan
demselben Wege die Gleichung

L) @=p_ﬁwfﬂ+uw+n

24

+
oder wegen der aus 10) und 11) durch Addition folgenden
Gleichung
X+ YV=0
die nur durch X =10, V=0 befriedigt werden kann,
1896, Math.-phys. Cl, 2. 16
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) ([2P=2p=N—u
90 =9 5 —
|2Q@=2¢=N+y,
wobel zu beriicksichtigen ist, dass »— g eine gerade Zahl
sein wird, da die Determinante der alternirenden Form @ nicht

verschwinden soll.

Wenn dagegen die Determinante von S°— S nicht ver-
schwindet, aber die von S’ -}~ S noch mit allen v —1ten Unter-
determinanten Null ist, so kann man die Gleichung 1) des § 1
in der Form 1) voraussetzen, in welcher s nur noch von den
in £, vorkommenden Variabeln abhiingt und die Determinante
| 15, s I, | micht Null ist. Setzt man jetzt, von der Gleichung 1)
ausgehend,

sSAa—ads=0,
so erhiilt man p alternirende Formen 4, welche den Bedingungen
4') IiaAL,(l,sl,) =0
5 FysIy) Ii, Aa 1), =10
g § L) Ly 1
6) Iyadls,(ll,s ) — (I,sk)l,Aal,=0
geniigen. Diese Formen liefern vermige der Gleichungen
2l + (EysE) ' L,aAdll, =0
I, 2 1, 4 (L s 1) 1 Fy,a A 15, =0
(v+1)
2

. . Y S SR -
elne bis auf willkiirliche, in 17, X217, auftretende, Para-

meter bestimmte symmetrische Form 2, falls die Parameter

in A den weiteren Bedingungen

7) Ladl,=0

unterworfen werden, Da aber nach 4)
FiaAall,=1Iadl(l,al)

ist, so repriisentirt die Gleichung 7°) nur

v(v—1)

2
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weitere Bedingungen fiir die A4, so lange die Determi-
nante von “‘

I

15, a 1i

nieht verschwindet. Man erhiilt daher

(y— 1 (-1 .
1(12 )+1(c) )—I—J\I

und ehenso mit Hiilfe von 2)

r(v+1 »(r—1 :
Qg "0 XD 20y,

P=p—

oder X;==1Y, =0, und endlich, wegen P=gq, Q=—p (vgl. am
Ende von §1I)

Lo

) 9 g = N L v
I) { : i . "
(¢
Hiebei ist natiiclich » eine gerade Zahl, da sonst | S'— 5|
Null wiire. Aber auch » muss eine gerade Zahl sein, da die
Voraussetzung | I7, a 14, | 10 sonst nicht zutrifft.

[ 8]

]

2p=N—v.

1 . . " . ] . .
Ueber die beiden fiir die Formeln I und I' beziehungsweise
nothwendigen Voraussetzungen

[ I5) s 12, 520, Eoaly|40

1
modge hier noch folgende Bemerkang hinzugefiigt werden, die
sich auf die invariante Natur dieser Bedingungen bezieht.

Geht eine Form F' durch die Substitutionen U, V in
eine Form I, P I7, iiber, welche nur die in Ji, vorkom-
menden Variabeln enthilt, und deren Debterminante in
Bezug auf diese letzteren nicht verschwindet, und geht
gleichzeitig eine Form @ durch dieselbe Substitution in eine
Form M iiber, so ist die Form I, M I5 eine Invariante
in dem Sinne, dass die Eigenschaft von J5, M I, mit allen
Unterdeterminanten bis zu denen der & — 1t Ordnung inclusive
zu verschwinden, bei allen Transformationen U, V der
angegebenen Art erhalten bleibt.

Der Beweis dieses Satzes kann auf folgende Art gefiibrt
werden.

16*
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Ist nimlich

12) UFV=1I,PI,
13) UoV=M

14) UFV,=1I,P, L
15) U0V, =M,

so folgt aus 12) und 14)
Gy By = U, UV B, PE, VYV,
Hieraus geht hervor, dass die Formen
EUUEPL,
L, PILE V'V, I
verschwinden, so dass also zufolge der Voraussetzung
| L, P E, |0
die Formen
16) B U UE,
L, V-1V, I,
beide verschwinden miissen. Setzt man nun
U,0V,=U0,0'MVI ' V,=U,U1 L ML V1V,
+ U0, U EMEVV, 4+ U UVE,ME VY,
+ U, UYL, ME, VY,
so folgt ans der unter 16) gemachten Bemerkung
EUQOV.E=EME=FKUU L ME)YE VIV E
oder, wenn zur Abkiirzung
Q=FUU'E, D=1 V1V I
gesetat wird,
17) EME=215L MIE L,
Es ist aber nach 16) ebenfalls
U,077=2 +EU UK+ LU U E,
ViVi=9, 4+ E V'V, E+EVVE

‘99
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also

I

| U, U= [ 8, Uy U E, |
VLV, =2, B, V-V, I

Da nun die Determinanten linkerhand sicher von Null ver-
schieden sind, sind es auch die beiden Determinanten £2, und £,
Der nur von den in J; enthaltenen Variabeln abhiingige Theil
der Form M, hat daher, wie 17) zeigt, die Kigenschaft durch
die Substitution L2, £, aus J5, M I, hervorzugehen, wie zu
zeigen war.

Die Formeln I (I') beantworten daher die im Ein-

gange dieser Arbeit gestellte I'rage vollstindig, so-
. . ’ ’ 1 .

bald die Determinanten |S 4 S|, (] S"— S|) nicht ver-

schwinden, und ausserdem eine gewisse Invariante?)

der Form S'— 8, (S"4 8) von Null verschieden ist.

Die obigen Abzihlungen kinnen durch eine directe Rech-
nung bestiitigt werden. In derselben sollen die Indices j, 5,5 . ..
die Werthe w4 1....n, die Indices 4,4, 4, ... die Werthe
1 ... u, endlich die Indices I, m .. die Werthe 1. . n durch-
laufen, und jedem 2J Zeichen dasjenige System der Indices, in
Jezug auf welches summirt wird, beigefiigt werden. Bezeichnet
man ferner die Coefficienten der Formen

s, a, X, A

in derselben Reihenfolge dnrch

S .6, a
rqt Tpad Upgt Tpg
wobel

3 =g

S = 0O =0 ,
iy VA ] a7 I

’ll=

yp g = 7 “p

ist, so treten an Stelle der Gleichungen 4) und 6) die folgenden

Lﬂ) ‘ Z} Gjm Sm £ =10
m
6 ' N — p—
ya) ,L (5,0, Wprj— 50 Oy 8,5) = 0.
» )

) Vgl. die Bemerkung am Ende von § VII.
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Die Anzahl der Gleichungen 4a) betriigt ¢ (n — ), die
Gleichungen Ga) zerfallen in n — g Gleichungen

N J7 4 ——
3585, 0,50 Oy 0,

1y
entsprechend dem Falle j=j und l(n»—y) (n—u —1) weitere

Gleichungen, wenn j 1 5. Zu diesen kommen endlich noch die
Bedingungen
73‘) E Gjm Smi‘ = 0.
m
Alsdann gehort, wie oben bemerkt, zu jedem System der o,

welches diese Gleichungen befriedigt, ein System von Grossen @,

in dem (1 — 1) Coefficienten ganz willkiirlich angenommen

1

2t
werden kounen. Nun enthalten die Gleichungen 4a), 6a) nur
diejenigen o, in denen wenigenstens einer der Indices aus der

(u+1)

2

0,, ganz willkiirlich, es besitzen also die Gleichungen 4a), 6a)

Reilie der j entnommen ist, sie lassen daher die u Grossen

genau
1)
R

von einander unabhiingige Ldsungen o.

Die Gleichungen 7a) bestimmen aber die Grissen o, ver-
mige der Grissen o, und zwar so, dass erstere von selbst em
System symmetrischer Grossen bilden, so dass keine neuen
Bedingungen fir die o, hinzutreten, sobald voraus-
gesetzt wird, dass die aus den s,, gebildete wreihige
Determinante, welche oben durch |14, s 14, | bezeichnet wurde,
nicht verschwindet. Um dies zu zeigen, bringe man die
Gleichungen 7a) in die Iorm
7a) l)} S0 Oy }]:] 8,700 ="0,
multiplicire dieselben it den Unterdeterminanten S, .., der
Determinante
[ S pene ! =5

()
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und summire iiber 7. Dann entstebt

\J » —_
18) S Orier s -+ %, o Jll b g
Entfernt man hierin die aus der Gleichung 4a) oder
b3 U, =
R e L ii S
folgenden Werthe der o, niimlich
J ) !
S 0., — — 2. e (T
Jt o R Sl |
so wird aus 18)
U2 _— y 1 r
S0, = S0 /,5,, ,A pi
i ,..j‘j,'l.uu i

und hieraus folut durch einfache Vertauschungen gleichwerthiger
Indices, dass

=

A I (A i
s, wie zu zeigen war. Damit ist zugleich die Formel 10)
hergeleitet, in welcher X == 0 zu setzen ist.

Eine ganz ihnliche Letmchtung liisst sich nun auch an
den Gleichungen 1), 6'), 7') vornehmen, mit der einzigen Modi-
fication, dass die Indices j jetzt von v 4-1 . . . n, die Indices
i von 1 ... » gehen,

Man erhiilt nimlich an Stelle der Gleichungen 4'), 6°) jetat

,
4'a) 2!_) @, ;= 0

4

6'a) I)J (/( S, I SJ.].,, @y nlj,) =

5 1 . & . .
und diese Gleichungen 'a) repriisentiren nur

1
, (=) (n—»-—1)
' - a ae . o .
Gleichungen, da sie fir j =7 von selbst erfiillt sind.
T A
Die Bedingungen 4'a), 6'4) lassen

T )
5]
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wesentliche Parameter fiir die e zu. Aus den Bedingungen
7') oder

7 — u
7'a) iyt 2]4 =0
findet man unter der Voraussetzung, dass die mit
'Eyaly|=A=a,,|

bezeichnete Determinante, deren Unterdeterminanten A, seien,
nicht verschwindet,

18') Ade, . 4+ 2_,(( ,,‘1,,,.,———0,

H H t
] [

. . ’
withrend aus den Gleichungen 4'a), oder
2, q, ,+La,, e =0
“
durch Multiplication mit 4, und Summation nach ¢ folgt

Aa A, a, ,,,A g = 0.

P
. ’ . >
Setzt man diesen Werth in 18) ein, so folgt
A*e,,, —2a,, 4. .a, A, .a,. =0

,,,,,]' 1 A B AN -

o gl

j 1
und hiemus durch Vertauschung der Indices, dass die so he-
stimmten Grossen « ein alternirendes System bilden. Dadurch
ist zugleich der unter 11) angegebene Werth von ¢ bestiitigt.
findlich wird man sich ohne Miihe davon {iberzeugen, dass
bei der Untersuchung der zu den Gleichungen 4), 6), 7) ana-
logen aus der Betrachtung von 2) entstehenden Relationen ganz
entsprechende Verhiiltnisse stattfinden, deren hesondere Darlegung
hier unterbleiben mag.

VL
Bestimmung der Zahlen P, @, p, ¢.
Ziweiter Fall.
Die vorhergehenden Betrachtungen beruhten auf dem

Umstande, dass von vorneherein drei Relationen
zwischen den gesuchten Zahlen PP, ¢, p, q vor-
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handen waren. Hs soll jetzt angenommen werden, dass fiir
die Form

S-S
noch die po — 1t fiir

S -8
noch die » — 1ten Unterdeterminanten verschwinden.  Alsdann
lisst sich S - 8" darch eogrediente Transformation verwandeln
in die nur von den n— g in J5, vorkommenden Variabeln ab-
hiingige Form s und bei dieser Transformation geht S"— S
iiher in a. Ihenso geht auch S — S bel einer anderen
cogredienten Transformation in die alternirende, nur von den
n—v in JJ, vorkommenden Variabeln abhingende Form a,
aleichzeitig aber S'4-S in ¢" tiber, Dabei ist S [0, 41, T+,
Endlich soll noch vorausgesetzt werden, dass die beiden Deter-
minanten

W ORKTI DRI D R 0N
von Null verschieden sind, und gleiches gilt selbstverstiindlich von
E,s k|, | I, a I, .

leh betrachte nun zuerst die der Gleichung I des § I
iquivalente Gleichung
1) s+ aAd=0.

Die Gleichung
2) ads-——sda=0

hat p Losungen, und zu p, von ihnen gehirt jedesmal nach der
in § V gefithrten Rechnung eine ganz bestimmte Form X ver-
mige der Gleichungen
Py sy I, X I+ ,a A T, =0
3) Lys B, I, X1, + I a A I, =0
Iiadl,==
falls noch die Bedingung

1) Iiadli, =0

k4
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hinzugefiigt wird, — bis anf die in I4, 217, auftretenden
willkiirlich blethenden Coefficienten, wobei

(1)
2

wlu—1)
et

ist. Die Formen A4, welche die Gleichung 2) erfiillen, zerfallen
nun in drei Klassen. Die erste Klasse besteht aus denjenigen
Formen A, fiir die
Aa=0
(v—1)
=

enthalten. Aber zu diesen Formen A gehiren, den Glei-

ist, d. h. fiir Formen A, welche - willkiirliche Parameter

chungen 3) zufolge, nur Formen X, deren Coefficienten, soweit
sie aus diesen Gleichungen bestimmt werden, simmtlich ver-
schwinden.

Die zweite Klasse besteht aus den Formen A, fiir die

) sd=0
ist. Die Bedingung 2) ist dann erfiillt; aber diese A liefern
nur dann Formen 2| wenn nach 3) und 4)
G) Iiad=10
1st. Nun folgt aus 5) aber
I, A4=0

und avs S e A=F alli, A4 I al, A= 1 ali 4 zufolge

der eben gefundenen (ileichung
l("l A=0,

Mithin ist A selbst identisch Null; die Formen dieser
Klasse sind unter den p, iiberhaupt nicht mit ein-
begriffen.

Die Formen 2, deren aus den Gleichungen 3) folgende
Coefficienten aus den A herstammende Parameter enthalten,
gehdren daher ausschliesslich zn den Formen 4 der dritten
Klasse, fiir die weder

Aa noch As
verschwindet.



A. Voss: Zall der Transformationen einer Bilinearform in sich, 251
Jeder in diesen A vorkommende Parameter muss nun
aber auch in X auftreten. Aber es geniigt nicht, nur dies
nachzuweisen; vielmehr muss gezeigt werden, dass jeder in den
A vorkommende wesentliche Parameter auch ein wesent-
licher Parameter fiir die 2 wird. Zu diesem Zwecke be-
zeichne man die unabhiingizen Formen der dritten Klasse durch

DD

ARE AR AQ,
dann ergeben sich vermige der Gleichungen 3) ehenso viele
Formen

o 5 =

22 ... 2,

Gesetzt nun, es wiire
Wl \' “\ —
Dy (@, 2) =0,

alzo diese Formen nicht von ecinander unabhiin
auch nach den Gleichungen 3) und 4)

Ya(d, e)=0,

d. h. unter den Werthen der A, wiiren Formen erster Klasse
mitgeziihlt — im Widerspruch mit der Voraussetzung.

Demnach enthalten die Formen X soweit sie der Gleichung

)ill‘

g, S0 wilre

1) geniigen, sicher
rr—1)  p(u—1)
AP /R -

2 ‘) - _l

r

Cn(e+1)
9

wesentliche Parameter. Nun geniigt aber jede dieser Formen
zugleich der Gleichung
z : :
o) als—sa=0.
Unter den q Lisnngen derselben befinden sich die bereits

bet der soeben ausgefihrten Analyse hemerkten

w(u 1)

Vonas PN i . o . . - .

K ormen, fiir die 1) deshalb erfiillt ist, weil 44 und s gleich-
zeitig verschwinden. Dagegen gehiren zu den Lsungen von 5)
auch noch diejenigen, fiir die

.l‘ = “



252 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. Mav 1896,

. N . . . . (v -+ 1)
ist.  Lisst sich nun zeigen, dass keine dieser —(—9—
o~

Formen & zu den vorhin gefundenen gehdren kann,
so hat man

. y (v 1) vy —1) wlu—1)
b)q———( ;_”":p__>(72—‘h_ 5

=

S .(1“‘;“ ) !

wo X eine ganze positive Zahl oder Null bedeutet.
Um dies nachzuweisen, gehe man noch einmal zn der Glei-
chung 1) zuriick. Durch die cogredienten Transformationen

UalU=d, UsU=5s
Ui XU-'=2, U'AU'=4

gehen die Gleichungen 1) und 5) {iber in

1% §Y 4+ dA=0
[ ~7 Y
5) aXs —s3ad=0.

™ . . . = o 8
Diese Gleichung ist allerdings erfiillt, wenn 2" a’ = 0 ist.

Aber zu diesen Werthen von X konnen nie Werthe von A’
.. ~/ . -

gehoren, so lange X von Null verschieden ist.  Denu ver-

moge 17) ist

Ay =)
s 27=0 oder [ 2 =0,
. ! ! .
Wiire nun auch ¢ 2" =0, so ist wegen

E ’ ~ 14 14 o\ ’ . 7
Eyd X =0 1 3 A B By Y =0

auch

mithin X" selbst gleich Null. Dann aber ist nach 1) o’ A" =0,
und da

UadU-1=d 4,
so ist auch @4 = 0. Demnach gehiven die Werthe der A 2
der ersten Klasse, die bereits ausgeschieden war, und hiermit
ist der Beweis fiir die Gleichuug 6) erbracht. Unter der Voraus-
setzung, dass die beiden Determinanten

E aB, |Es L
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von Null verschieden sind, kann also die Gleichung
s2+ad=0
nicht durch Formen A befriedigt werden, fiir die 45=0 ist,

und ebenso wenig durch Formen 2 fiir die 2'¢ =0 ist. Und
ebenso Lisst sich zeigen, dass die Gleichung

7) a24sA=0,

d. h. die Gleichung TI) des § I nicht durch Formen A4 be-
friedigt wird, fiv die 4 « = 0, oder durch Formen 2| fiir die
Xs=0 1st.

Eine ganz analoge, an der Gleichung 1) ausgefiihrte Be-
trachtung, bel der man zuerst die Formen 2 aus der Be-
dingung 5) und dann die zugehOrigen Formen A ermittelt,
liefert die Gleichung

) e —1, (11 (v —1 ! 1)
=BTy D e st

2 2

+ Y.
Da nun aus 6) und 8) folgt
X+Y=0, X=Y=0,
so ergiebt sich

2p=N—v —u
) [2) L

| 2¢g=N+»+w

Diese Formeln bestimmen die Anzahl der alter-
nirenden und symmetrischen Formen, welche der Glei-
chung 1) des § II geniigen. In ihnen bedeutet aber n—u,
sowie v stets eine gerade Zahl, da nur in diesem Falle die
gemachten Voraussetzungen zutreffen,

Nach dem Hiilfssatze des § I1I findet man ferner aus der
Gleichung 1), ausgehend von der Gleichung 2), fiir die Zabl P
den Werth

P—q— uj D, ule—1)

+ 9 + Al
-
und ebenso, wenn man von 5) ausgeht,

v (v —1 v(v-4-1 "
]),:})___ 2 )+ )2+ )+;\J
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und hieraus durch Addition

3
8) 2P=N-+4+» — u-t§
wo §=X, -+ X, wieder eine positive ganze Zahl oder Null
ist.  Verfilhrt man ganz ebenso mit der Gleichung 7), so er-

geben sich die Gleichungen

t 1 h s—] r
0=p+hl + )____”(“.2 Dby,

i v ('11‘-)-])_ 1Y,

Q=0q—

y (1)

mithin
9) 2Q=N-+u—vr+y
und endlich durch Addition von 8) und 9)

S+y=0,

also

|

[2P=N-r—upu
10) 120

und zugleich ergeben sich aufs Neue auch die Werthe von p, g,
so dass diese letzteren Zahlen anf zwei von einander unab-

N p—vw

hiingigen Wegen bestimmt sind.

Sei, um diese Theorie auf ein Beispiel anzuwenden, die
Form S von vorne herein zerlegbar

S=s+a,

wo § nur n— v ==y Variabele aus JJ,, @ nur die iibrigen
v=n—u aus Jfy, enthilt, nnd s eine symmetrische, a eine
alternirende Form ist. In diesem Falle sind die iibrigen Voraus-
setzungen ebenfalls erfiillt, da

P 1
S =5 a,
also keiner der Factoren rechterhand verschwinden kann. Da

nun (vgl. den folgenden §)

N=u-trr— 1) pulu-—1)
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ist, so ergiebt sich nach II)
1 .
P=[pu—1)+»F+1)]

Die Richtigkeit dieser Zahl Lisst sich dureh eine directe
Untersuchung von S leicht bestitigen. Denn die Gleichung
sX+aAd=0
wird hier nur dadurch befriedigt werden kionnen, dass
I,ad=0 wmd Is2=0

. ) . WE—1) vt
sind, woraus fiir 4 und X' sich nach §I1I 5 > und e

d =l
willkiirliche Parameter ergeben, was mit dem fiir I’ gefundenen
Werthe iibereinstimmt.

Und die Gleichung

sXa —u2s=0

liefert hier nur
Lyaln, 2L s 5, =0,

wonach also 2" selbst eine symmetrische, ebenso wie s zerleg-
bare Form sein muss, welche

v(r +1)

g=-—5—+
-

willkiirliche Coefficienten besitzt, wie auch aus I) hervorgeht.

w(+1)
2

§ VIL
Jestimmung der Zahl N,

Nach Herrn Frobenius ist die Zahl der mit einer Form
U vertauschbaren Formen

N=nt23n; k=1,2..

.
wo 2, der Grad des grissten gemeinsamen Factors aller Unterdeter-
minanten n—%%" Grades der charakteristischen Function von I ist.?)

) Ueher bilineave Tormen, Jomnal fiie Math. Bd. 81, & 29,
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In dem vorliegenden Falle handelt es sich daher um die Unter-
suchung der Function

|8+ 8o
[(S+8)Y(1 4 -+ (S —8)(e— 1),

welche man durch cogrediente Transformation auf Gestalt

oder

1) w=|s&tay|=|sE+d |

|
bringen kann, wo s, a, s, @ symmetrische und alternirende
Formen bedeuten und §, 5 zur Abkivzung fiir 1 4-¢, 06— 1
gesetzt ist. Die Determinante von s+ a oder s+ o’ bleibt
dabel immer von Null verschieden.

Wenn | S — S| mit allen g — 1tn Unterdeterminanten
noch verschwindet, so kann man voraussetzen, dass alle a,,
weit sie den Variabeln in [ zugehtren, gleich Null sind.

S0~

Setzt man zur Abkitrzung
Iostly, =d,
| Eyaliy,|=4,30,
so giebt
— Cl oyt
2) =85t A, L

das Glied in der Entwicklung von @, welches die niedrigste
Potenz von & enthilt. Die Wurzel o= —1 ist also g fach
vorhanden, wenn 4, nicht verschwindet. Und zugleich erhilt
man, falls man o mit einem aus je g willkiirlichen Grissen-
reihen u, v gebildeten Rande versieht, fiir diese Determinante

als von § unabhiingiges Anfangsglied

=it A, UV,

wo U, V zwei aus den u, v allein zusammengesetzte wureihige
Determinanten sind. Die pfer Unterdeterminanten von o
verschwinden daher niemals mehr fiir § =10, wiihrend
dies, wie leicht zu schen, noch bei allen (u— k)t der Fall ist.

Ganz ihnliche Betrachtungen gelten, wenn | S’ S| noch
mit allen ¥ — 12 Unterdeterminanten Null ist, und bei der ent-
sprechenden cogredienten Transformation
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| I, 8" Ey| = 4,30
| Bja Bl =4,
gesetzt wird.

Wenn nun die beiden Determinanten 4, und 4/
nicht verschwinden, gehéren zu den Wurzeln o= -1
nur einfache Elementartheiler. Aber es gilt anch umge-
kehrt der Satz: Damit die zu p=—1(0=-F1) gehirigen
Llementartheiler alle einfach sind, miissen die Deter-
minanten 4, (4}) von Null verschieden sein. Es ergiebt
sich dies unmittelbar aus der Bemerkung, dass das Verschwinden
der Unterdeterminanten sich niemals‘weiter als auf die g — 1ten
(v — 1ten) erstrecken kann, wiihrend die Vielfachheit des Wurzel-
factors &(n) in der Determinante o selbst jedenfalls um eine
Einheit hoher ist als u (v).

In diesem Falle lisst sich also auch ohne weitere Unter-
suchung der Coefficienten von §' -+ S und §'— S die Zahl N
bestinmmien.  Aber sobald eine der beiden Determinanten ver-
schwindet, ist dies allgemein -— wenigstens auf diesem Wege —
nicht mehr moglich, und dies ist auch der Grund, weshalb die
Ermittelung der Zahlen P, @, p, q (ohne besondere Voraus-
setzungen) tiber diesen I"all hinans weitliufiger wird. Nur einige
hierher gehorige Bemerkungen, die im folgenden § zur An-
wendung kommen, migen hier Platz finden.

Wenn die mit 4, bezeichnete Determinante verschwindet,
so kann man annehmen, dass alle die Coefficienten 8.+ deren
einer Index aus der Reihe

g1 .00
entnommen ist, wiihrend der andere der Reihe der 1 2 . . . u
angehort, identisch Null sind, und dass g, + py = p ist.

Ist zuniichst g, =1, verschwindet also 4, ohne scine ersten
Unterdeterminanten, so hat o, wie aus einer bekannten Eigen-
schaft schiefer Determinanten folgt, mindestens die g+ 2 fache
Wurzel §=10. Dagegen liefert dic Fntwicklong der mit be-

1896, Matl.-phys, CI. 2, 17
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liebigen Grossenreihen u, v einfach gerfinderten Determinante w
als Anfangsglied in §

Spe— —f
sestap=ttd, du,v,,

wo 0 die u — 1 reihige, von Null verschiedene Determinante
derjenigen Form ist, auf welche die Form I s/, reducirt
warde. Unter keinen Umstiinden kinnen also die ersten Unter-
determinanten der charakteristischen IFunection den Ifactor & in
hoherem als g — 1t Grade enthalten. Der erste Elementar-
theiler ist also mindestens 3fach, die folgenden sind simmt-
lich einfach.

Wenn dagegen p, =2 ist, hat @ mindestens den Factor
§t+2. Und die ersten Unterdeterminanten beginnen mindestens
mit dem Factor &, wihrend die zweiten Unterdeterminanten
niemals einen hdheren Factor als £#—2 erhalten konnen.

So fortfahrend erkennt man die Richtigkeit des folgenden
Satzes.

Unter der Voraussetzung, dass die Determinante von 17, s I7,
mit allen g, —1%® Unterdeterminanten verschwindet, aber weitere
besondere Relationen zwischen den Coefficienten von s und «
nicht stattfinden, welche eine Erhohung von Wurzelfactoren
hervorbringen konnen, ist bei geradem p, = 27 der Wurzel-
factor & in den 0, 1, 2 . . . 2/ten Unterdeminanten p 4 27,
u+2k—2, ut+2k—4.... wu—2% fach vorhanden,
d. h. es sind zu 9= -1 gebdrig 2% Elementartheiler gleich 2
und die ibrigen sind gleich 1. .

Bei ungeradem p, = 27 4 1 ist dagegen der Wurzelfuctor &
mden 0,1,2....2% — 1t Unterdeterminanten g 4- 2% 42,
u+2k—1, u+2k—3,... 4—(2k—1)fach vorhanden,
d. h. ein Elementartheiler ist gleich 3, die 2 k& folgenden gleich 2
und die iibrigen gleich 1.

Ganz dhnliche Resultate ergeben sich, wenn die Determinante

| B a’ By | = 4
mit den »,— 1'n Unterdeterminanten verschwindet, nnd » v, -k,
(wobel », eine gerade Zahl) ist, falls man nicht weitere Vorans-
setzungen iiber die Coefficienten von a und s hinzafiigt.
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Ist zuniichst v, = 1, also » ungerade, so hat @ mindestens
den Tactor 1*+'; die ersten Unterdeterminanten aber haben
niemals einen hoheren Wurzelfactor als #¥~!, denn die KEnt-
wicklung der einfach mit u, » geriinderten Determinante be-
ginnt mit dem Gliede

s au,v, E,

wo a die von Null verschiedene Determinante derjenigen alter-
nirenden Form ist, auf die Eja' 5] reducirt werden konnte;
ein Elementartheiler ist gleich 2; die {ibrigen, in gerader An-
zahl vorhandenen sind gleich 1. Ist », =2, also » gerade, so
hat @ den Factor 7"12; die ersten Unterdeterminanten haben
mindestens den Factor ¥ und die zweiten keinen héheren Factor
als 97=2. So fortfahrend zeigt sich, dass fir v, =17 I Kle-
mentartheiler gleich 2, die iibrigen » — & in gerader Zahl vor-
handenen gleich 1 sind.

Bekanntlich ist die charakteristische Function | 4§+ By |
zweier Formen A, B bei allen simultanen Transformationen
von A und B eine Invariante; d. h. alle Coefficienten der
nach Potenzen von &, 7 entwickelten Function sind simultane
Invarianten von 4 und B. Verschwindet nun die Determinante
von I3 noch mit allen g — 1te» Unterdeterminanten und ist

A&+ Byl = Crapti 4
wo 0320, so gehren zu § 0 lauter einfache Elementartheiler.
Die beiden Invarianten, welche am Schlusse des § V, S. 245,
erwillnt sind, sind daher die Coefficienten von &# e ienRgk
in der Entwicklung von

[(S+8)E+ (8 — 8)y -

‘1

§ VIIL
Erweiterung der vorhergehenden Untersuchungen.
lis mbge jetzt angenommen werden, dass in der Gleichung
s24+ad=0,
falls S"— .9 durch cogrediente Transformation auf eine alter-

nirende Form « von nicht verschwindender Determinante redu-
17%
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cirt ist, welche nur von den in I, vorkommenden Variabeln
abhiingt, die Determinante

| B, s I, |

nicht mehr von Null verschieden ist. In diesem Falle kann
durch cogrediente Transformation bewirkt werden, dass wenn
man die zu I4;, gehorenden Indices

1=1, 2
in zwel Gruppen
J=1,2 ...y
H=yu +1

theilt, wobei p, 4 1, = g sein moge, alle Coefficienten von s
verschwinden, deren einer Index aus der Reihe der ¢, der andere
ans der Reihe der I entnommen ist, withrend die Determinante

S=|s,.|

nicht mehr verschwindet; ihre Unterdeterminanten seien S, .

Unter dieser Voraussetzung nehmen die Gleichungen 4a) 7a)
des § VI oder

N

1) L 6jm Spi = 0
m
\.‘

2) ‘/;'I'j oi’m Snn‘ =0

folgende Form an. Die Gleichung 1) zerlegt sich in

1a) L 05t L — 0
1h) } 0 S =0,
Gleichnng 2) in ’

2a) ZJ 0, ‘,,,-{-LU,JJ, =0,
2h) 2._,0‘] =0

und diese letzteren wieder in

2aa) 26,8 ,,J—{—/do,, = = 0,
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2ab) 20,58y 2 0y;8,=0,
by =

21)3.) HO-stj”'—"O')

2bb) » OpeiSig= 03

in jeder dieser Gleichungen wie auch in den folgenden ist in
Bezug auf diejenigen Indices zu summiren, die unter dem 2Zeichen
doppelt vorkommen.

Aus den Gleichungen 2aa) folgt nun

864+ 205:8,8.,,=0

Jjoid

und ebenso aus 1a)

3] —
3) S0+ 20858, =0,
mithin
2 —>
8% 0 g — 20,585 10830 41 855 8o s

aus welcher Gleichung sich ergiebt, dass die auf diesem Wege
bestimmten ¢, .., von selbst zu einem symmetrischen System

gehiren. Aus den Gleichungen 2ab) folgen die Werthe der o, .

Setzt man ferner den aus 3) folgenden Werth von GjJ‘iu
2ba) ein, so entsteht:

"
=8 0 Sy Sy

=0;

diese Bedingung ist aber vermige der Gleichungen 1h erfiillt.
Das Gleichungssystem 2bb) ist also allein noch den Gleichungen

-
8$.,0,.4.,.,=
= %51 Opge o g 0

4 > S., 0., 1y —— =
) (8,050 gy — @45 00 5,,) = 0
by —
= 0jm Sy = 0

hinzufigen. Wie man sicht, bleiben dabei die
1
9 1y (g + 1)

G"rréssen Oyp ganz willkiirlich. Die g2 Bedingungen 2hh)
sind von einander unabhiingig, da die Determinante von s+ «
nicht verschwinden darf; es ist dadurch aber nicht ausge-
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schlossen, dass die Gleichungen 4) und 2bb) nicht von ein-
ander unabhiingig sind.!) Man hat also
t(u+1) , v(u—1

5 L e M, P P A 3 — 1y X
')) 1 =q— 2 + 2 9 (1“2 1) !“\‘l‘

Eine ganz dhnliche Untersuchung lisst sich anstellen, unter

! . .

der Voraussetzung, dass 8" - § durch cogrediente Transformation
auf die Form s gebracht ist, welche nur noch #—vw» in I% vor-
kommende Variabelu enthilt, deren Determinante nicht ver-

o o 5 P ’ . o ’
schwindet. DBei dieser Operation gehe nun 8 — .8 iber in «;
es modge aber die Determinante

| Ei o' B}

so verschwinden, dass die Form Ij«' I4f durch cogrediente
Transformation in eine Form von »,; Variabeln verwandelt werden
kann, deren Determinante nicht Null ist; auch set v =» 4 »,
gesetzt, wobel », eine gevade Zahl ist.  Alsdann ergiebt eine
Rechnung, die hier nichi aunsgefiihet werden soll, da sie der
fritheren ganz analog einzurichten ist, dass zu den vorher auf-
gestellten Bedingungen noch weitere

1
9 1’2 (’,2 + l)

5 Man nchme z B, an, dass 2 von der Formw 4% ist, dass die alter-
nirende Form S -8 sich auf 2k = n-— g Variable reduciren lasse und
Iy s Ey identisch Null ist. Alsdann geben die Gleichungen 4a) 7a), falls
die Indices =1 ., . n durch j bezeichnet werden,

by J—
Giro 8o ==
<545y 0
by 3 J—
= 0p Sy = 0

und sic erfordern, dass alle o, o;. verschwinden. Damnit sind dann
aber die Gleichungen 6a) von selbst erfiillt, und man findet so

potletl) =)
R 4re ="

Und ihnlich ist es, wenn die symmetrische Form S — S sich auf
n =2k Variable reduciren Lisst und die Form Fja’ I} identisch Null
ist; man erhiilt
k(1) _ 12— n*
2 4

k(k—1)

P = 3 -+
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hinzuzufiigen sind, man findet also

RICITNE G A L )

g T X,

6y P=p-

wobet X und X, wieder positive ganze Z:then oder die Null
bedeuten. Durch Addition von 5), 6) folgt also

] 1 '
=1V'|"”_"|“_§l“2(:“2'_1)—_5”2(”2—1‘1)'*_&-

Auf ganz analogem Wege findet man die Gleichungen

w1 _ple—1) ﬂuﬁU

oY=y g +
g v (v 1 v(v—1 v, (v, —
S) (J-—_q‘ g ;_).*_ .__:,_2, ‘)_____2_722‘ )+ Y2

und hieraus durch Addition von 5), 6); 7), 8)

1 )
’211=1V ‘& ”"!"‘2!‘2(“'2— 1)_]) vy (v -+ 1)+ §
2 1 ]
12Q=N+u~w—;m@@+U—U%Oy—0+v

wobel

9) f=X,+X,, y=Y,+7,
und
10) S+ =it

sein muss.  Und umgekehrt findet man aus 5, 6), 7), 8)

p=N P by e, — 1)+ X,
1=N—Q+u— g,y + 1) + ¥,
P=N—Q—r—inl,—D+7,
a=N—P oy — 0O+ D4 X,

woraus durch Addition

11 X+ Vy=ul, Y,+X,=12,

)
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1 1 -
[21’ZN—.“—”—‘§!’2(A“2_1)_?3"'2("2—1)""4\1—')2

f—t

1I)
1 r 2
l2Q=N+!‘+"_§‘“2(1"2+1)-2"2("2+])+)1+*\2

folgt. Aber diese Gleichungen reichen nur in den einfachsten
Fillen zur Bestinmnung der Zahlen 2, p . . . hin, und selbst
wenn P und @ ermittelt sind, sind p und ¢ noch nicht vollig
bestimmt.

Istz. B. gy =1, »,=0, so ist £+ 9y =1. Da aber jetzt
v eine gerade Zahl sein muss, folgt aus der ersten Gleichung I),
dass §=0, y =1 ist; die Zahlen P und @ bleiben also in
diesem Falle ungeiindert. Wenn dagegen ¢, =0, v,=1, so
muss » ungerade sein und daraus folgt wieder §=0, p=1.
Aber in dem Falle g, =v, =1 lassen sich die Werthe der X, ¥
nicht mehr durch Congruenzen (modulo 2) bestimmen. In
diesem Falle kann man sich indessen der auch sonst verwend-
baren Bemerkung bedienen, dass die Zahlen P, ¢ durch
eine weitere Specialisirung der Coefficienten von S
niemals abnehmen kénnen. Lisst man nun den Fall g, =1,
v, =1 ans dem Fall ¢, =0, v, =1 hervorgehen, so hat man
fiir den letzteren, wie gezeigh:

2y =N+vr—nu—1
2Q)=N40a—r41
und nach T)
D — P —- £
A E4 =2,
29=N+u—r— 14y 4

Nun erfihrt, wie in § VII gezeigt wurde, der von den
Wurzeln ¢ =--1 herriihrende Theil von N keine Veriinderung,
wenn g, v, die Einheit nicht iiberschreiten. Setzt man also
voraus, dass durch die eingefiihrte Specialisirung der Coefficienten
nicht etwa in dem von den iibrigen Wurzeln herriithrenden
Theile von N cine Zunahme stattfindet, und wiirde man 3 =0
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annehmen, so wiirde @ um 2 Einheiten® kleiner sein als (Q).

Also ist n =2, §=0.
Man kommt daher zu folgenden Resultaten. Unter der

Voraussetzung, dass die Zahlen g, v, die Einheit nicht ither-
steigen, hat man
Erstens, wenn g, =1, »,=0 (v gerade)

2P=N‘+—V——‘u X1=Ir2=X2=O’ )r1=1'

2Q0=N-+u—v
") 2])—N—y—r
2q=N-+u+»

Zweitens, wenn g, =0, v,=1 (v ungerade)
2P=N+4vr—u—1
, 2Q=N+4u—v-1 X,
") 2p=N—u—vr-41 Y,=1.
2¢g=N-+pnu4vr—1.

Drittens, fiir y,=v»,=1 (v ungerade), ,im allgemeinen*
dieselben Werthe, wie im zweiten Falle.

X, =Y, =0,

Es ist wohl nicht iiherfliissig, durch einige Beispiele die
allgemeinen Untersuchungen der vorigen §§ zu bestiitigen. Da
weitldufigere Rechnungen nithig werden, sobald die Glei-
chungen 6a) oder 6'a) des § in grisserer Zahl vorhanden sind,
so withle ich dazu die Fille, in denen sich dieselben so weit
wie moglich reduciren.

1) Die Form S bestehe aus einer allgemeinen
alternirenden Form und dem Gliede z, y,. Alsdann hat
man den Fall eines geraden oder ungeraden » zu unterscheiden.

Es sel n zuniichst ungerade. Nun reduciren sich die
Gleichungen 4'&), 6'a), 7'a) auf

$a)  Sa,a =0,

. - . hi=1,...n—1;1l=1...n,
7a) H(z,la”,-_() !
die schiefe Determinante 4 = la..,| darf hier nicht ver-

1 i
schwinden, da sonst die Determinante von S selbst Null wiire.
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+ ! +
Demzufolge findet man ans 4'a) ¢, =0 und aus 7'a) «, =0,

1)11

l=1,2...2—1. Ks bleiben also nur (e Parameter

einer symmetrischen Forni von ')z-—IVzn'iabeln willlciirlich,

daher P =" (n - ) Denselben Werth Lefert IFormel 11), § VI,

o
in welcher =1, » =n — 1 zu setzen ist,
2P=n+0w—=-2)(n—)+n—1—1.

Ist dagegen n eine gerade Zahl, so ist dic Determimante
A7 =10; aber die Determinante der a,, darf hier nicht Null
sein. Nimmt man an, dass alle @yyq v - OBy y iy Null sind,
was 1mmer erreicht werden kann, so muss @ und ehenso
die Determinante |a,, | fiir 4,¢"=1, . . n —2 von Null ver-
schieden sein, da sonst die Determinante von S verschwinden
witrde.  Alsdann ergiebt sich aber wieder, dass alle «
schwinden miissen und fiir 2 derselbe Werth, wie vorhin.

ver-

2) Die Form S bestehe aus einer alternivenden 1Form

Xa,, x y, und einer symmetrischen von zwei Variabeln, so
dass nur s s s vorkommen und thre Determinante
n—1n—1 “n—1n' “un
9 _— 2 \g . 1 s T
S 1t Sun— 2., von Null verschieden ist.
. N ’ ) ’ . . . 3
Die Gleichungen 4a), 6'a), 7a) reduciren sich jetzf auf
’ ol — ~ —
4a) >7" ¢, =0, 2y Gy =10
’ A
7a) ) g = 0
Wi=1,2..0—2, I=1,2...n

und die einzige Gleichung

w7 Y .

b"") LCI 0 % Su-1a - + 2"anlaln Sy nm1
—2a

Nun sind zwei ¥ille zu unterscheiden, je nachdem #
gerade oder ungerade ist.

Sei zuniichst n gerade und die Determinante der
alternen Form nicht Null. Wenn nun auch die Determi-

o z" aln—l a”__” nn—1 In—1 nl snn = O’ [ = 1’ SR
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nante ||, 4, i{=1,...n—2 nicht Null ist, so kann man
aus 4a)) die e, @, 3 I=1...n—2 vermbge des will-
kiirlich bleibenden e | berechnen. Und die Gleichungen 7'a)
ergeben die Werthe der «,,, I=1...n—2, ausgedriickt
durch ehen dieselbe Grisse; da die Gleichung ('a) vermoge der
angegebenen Werthe von selbst erfiillt ist, so erhilt man

1)=(J}—_—-219(n—i-1~) 4+ 1, was mit der Formel 2P=n

2
4+ m—2)(n—3)+n—2 fir v=n—2, pu=0 iberein-
stimmt (11, § VI).

Wenn die Determinante |a,,|==0, so hat man sicher
v, > 2 dieser Fall soll hier nicht betrachtet werden.

Wenn ferner bhei geraden » die Determinante -der
alternen Form verschwindet, so hat man ¢ =2, denn sie
verschwindet dann mit allen ersten Unterdeterminanten, es darf
aber die Determinante

« o . .
a,. |5 4,8 =1...n—2 nicht mehr
Null sein, denn die Determinante von S ist gleich

a.., (s s

2 o
n—tn—=1"%nn " Sn n—l)’

man flindet daher fiir P denselben Werth wie vorhin, ecut-
sprechend dem jetzt vorliegenden Falle p =2, v =n— 2,

Ist aber zweitens # ungerade, so verschwindet auch
. . 1 - o
die Determinante | .| i, ¢ =1,...n—2. Man kamn also
voraussetzen, dass
= 0

n—2,

st fiir i=1, ... 2 —2, dagegen diirfen a,_, , wnd a,_,

nicht beide Null sein und die Determinante |a, .|, 4, @
=1,... 2 —3 ist auch nicht Null. Letzteres geht daraus
hervor, dass die Determinante der Form § jetzt gleich 4\a,,
ist, wenn unter 4 der Ausdruck

0 a a

n—2n-1 n—2mn |
n-1n-2 Su—l n—1 bn-ln |

npn—2 'Su n—1 S” n
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verstanden wird. Man erhiilt jetzt aus den Gleichungen 4a)
e _1..,=0
e, + e, e e, a =0,
ARG + R T & gu—1 + G o1 ™ 0’
also:
=0, i=1,2...n—3,

so dass nur e, , « , - willkiitlich bleiben. Die Glei-

chungen 7'a) werden

Oy @ty g0 g, e a0 =0,

an—»’) al i + * a’n——:ln——!} au—8 I3 + au—-:} n—1 an-—l ¥ + au-ﬂ " (tn a 0’

u1z—2 n-—1 an—-l 1 + an—2n Ct” £

. - - o
sie lefern fiir ¢ = 1, . . . n— 3 aber das Resultat
N £ o &
a, =0 fir ¢,¢t=1,2...n—3.
o . . . N 2 5
Endlich wird die Gleichung 6'a), falls man die hereits ge-
fundenen Werthe einsetzt:
(6" n—2 an—2 n—-1 Sn—l n—1 + an n—2 an-—?u sn n-—1
- a‘n—l n—2 (uu—.? n—1 Sn n—1 + an——i! n Sn n) =0.
Da aber der vorhin mit 4 Dbezeichnete Ausdruck von
Null verschieden sein muss, so kann die noch zu befriedigende

Gleichung
=)

an—? n—1 an—l -2 + an—?n an n—2

nur durch die Werthe ¢,  ,=e« =0 erfillt werden,

Man findet also P = @ -_—]—) (L_—u-) und ebenso aus der Ifor-

2
mel b) § VIII fir v=n—2, y,=1, u=1
2P=n+m—2)(n—3) +n—2 —1—1,

was damit in Einklang steht.
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3) Die alternirende Form 8 — S mige durch cogrediente
Transformation auf die Form

a= xn—l yn S xn yu—l

. ’ . .
aebracht werden kionnen, S 4 S dagegen sei dann gleich
s=2Xs, xy,. Alsdann besitzen die unter 4a), 6a), 7a) be-
nutzten Indices § nur die Werthe #, n —1 und man erhilt

4 aa) . > 0,5 := 0

4ah) 20, _,5,=0

7a) 20,,85,=0

6 an) 206,8,,=0

Gab) 2 O, 118, = 0

Ga) X(s,,0,— Syt 0,_) =0

Wi=12...0a—2;l=1,...n
Bei der Discussion dieses Systems sind zwei Fiille zu unter-
scheiden,
Erster Fall. Die Determinante 4,=]|s, | ver-
schwindet nicht,

Aus den Gleichungen 4aa), 6aa) und ebenso aus 4ah), Gah)
erhiilt man

o =8
12) n—11 S n—1,1 . 1’ 9 n
O"nl_'“ n,1

wenn mit S, die ersten Unterdeterminanten von 4, bezeichnet
werden,  Aus Ga) {olgt dann

(A —uwyd, =0,

also 4= . Und aus den Gleichungen 7a) kann man, sobald
die Determinante

EN
L

b .. 8
n—=201 n—-2n-2

1,

nicht verschwindet, alle ¢

o

- . 7n—2 herechnen.
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Es bleiben daher nur 4 und die Coefficienten einer alter-
nirenden Form von 2 — 2 Variablen willkiirlich, d. h. es ist

P=%(n—2)(n—3)—{—l

und dasselbe ergiebt sich aus der Formel II) § VI, in der
pw=rmn—2 zu setzen ist, fir N=mn -4 (n—2 (n—3).

Ganz anders verliuft die Berechnung der g, wenn die
Determinante 4| verschwindet, ohne dass die ersten
Unterdeterminanten simmtlich Null sind.  Da nun g, =1, so
kann wman voraussetzen, dass

8

S . e . S
1n—2% "24—2 “n-2n-2

simmtlich gleich Null sind. Zuniichst bleiben die unter 12)
angegebenen Werthe bestehen, ebenso die Gleichung 4 = pu.
Nun giebt aber die Gleichung 7a) fiir ¢ == n —2

0-in—l Sn—l n—2 + Uz'n Sn n—2 0’
also fiir ¢ =9n—2 nach 12)
2 (Sn—Q n—I1 Sn—l n—2 + Sn—n—? 8” n -‘2) = 0.

Da nun der Factor von 4 hier gleich der Determinante 4,
ist, so ldsst sich diese Gleichung nur durch 4 =0 befriedigen.
Damit verschwinden also alle Grossen o, bis anf o, .
welches vollkommen willkiirlich bleibt, womit sich dieselbe Zahl
fir P, wie vorhin, ergiebt.

Zweiter Fall. Die Determinante 4, ist gleich
Null. Alsdann darf die mit & bezeichnete Determinante nicht
mehr verschwinden, da sonst die Determinante der Form s-{-«
nicht mehr von Null verschieden wiire, wie aus der Gleichung

sta|l=4d,+ 4,
hervorgeht. Man hat hier die weiteren Unterfille zu unter-
scheiden,

Wenn erstens weder alle S ,, noch alle S _ .
I=1,...a verschwinden, bleiben dic vorigen Resultate

ohne Einschriinkung giiltic.  Nur die Miglichkeit, dass S 0
nn-—-1
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wiire, scheint eine Ausnahme bilden zu konnen, da alsdann
A= in Wegfall kommen wiirde. Ist aber S _ =0, sofolgt
aus der hekannten ldentitiit

(
O o= Sl'k Slm - Sil 5/:1):
fir i=mn, l=n—1
! v _
bnk ‘Sn—] m 0

und hieraus ergiebt sich, dass alle &, verschwinden miissen,
sobald nur ein einziges S _, =~ nicht Null ist — im Wider-
spruch mit der eingefithrten Voranssetzung. HEs muss also der
Fall p=n—2, v=v,=1 (b) § VIII) vorliegen, und man
erhiilt denselben Werth von I” wie im ersten Falle,

Wenn zweitens die ans der Matrix

[ s

11 sl 2 v SI " i
S91 Soo - S p |
'Sn-’.!l Su—‘l‘l - Sn-—‘_’ nl
S, 1 sn 2 c S" n

gehildeten # —1 reihigen Determinanten, also alle S, ver-

schwinden, die S , aber nicht alle Null sind, so hat man

J Y

1.3) Rkn—_' ai Sr'l:

fiir
k=12 ...n
i=1,2...,.a2—2

und die mit beliehigen Grissen o, . . . u,, », . . . v, einfach
geriinderte Determinante der s, wird
[y — X XN

LA ! ul'] [’U" =iy ’U‘.] Sn n
so dass, falls nicht alle ersten Unterdeterminanten von 4, ver-
schwinden, auch S 0 ist. Bestimmt man nun aus den
" s . - ‘
Gleichnngen 4ab), Gab) die 0,_y,ps so findet man

A2 =5
1 "- ]lsn—ll nn O-n—l n—1"
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also, da nach 6a) die Summe linker Hand verschwinden muss

=0

Un—l n—1

und man erhilt jetzt aus den Gleichungen 4ab) siimmtliche

o ,=1,2 .. n—2, ausgedriickt durch o withrend
n—11 ! ' =] nn-1"
0,=us8,; (=12 ... nit. Wie man sieht, bleibt auch

hier nur g willkiirlich und die Zahl P bleibt dieselbe wie friiher.

Wenn endlich drittens alle S,

den, so verschwinden tiberhaupt alle ersten Unterdeterminanten
von 4,. Man kann dann in den Gleichungen 4aa), 4ab) die

Werthe der o, ., 0, , 0,  ganz willkiirlich an-

und S, verschwin-

nehmen; die Gleichungen 6aa), 6ab) sind nun von selbst er-
fiillt, mnd Gleiches gilt, wie sich zeigt, auch von der Glei-
chung 6a). Die Zahl P wird hiernach

n—2)(n—3)

. 43

und zu demselben Resultate gelangt man aunch durch Formel IT)
§ VI fir p=n—2, v=2.

Hiermit sind die simmtlichen gesuchten Transformationen
der Form
¥ R
=280 T Y 5o <‘En Y T, 1 yn)

in sich selbst bestimmt. Bei weiteren Untersuchungen iihnlicher
Art wird man sich mit Vortheil der Kronecker’schen Normal-
form?) der alternirenden und bilinearen Formen bedienen kinnen;
eine weitere Ausfilhrung derartiger Rechnungen mmss hier in-
dessen unterbleiben.

1) Berliner Monatsherichte, 1874, S. 898,



