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Bemerkung zur Theorie der konjugirten Transfor-
mation einer bilinearen Form in sich selbst.

Von Alfred Lowy in Gottingen.

(Eingelaufen 1. Februar.)

Transformirt man die bilineare Form:

t=n k=n

A= E E ai‘k xi?/k’

=1 k=1
deren Determinante, wie im Folgenden stets angenommen wird,
nicht verschwinden soll, durch die zwei Substitutionen:

iI=n

I o I )
xi—ZLlp”:l, t=1,2..n

l=n

— o b
y,.__lzl, puupt=1L2..n

in eine andere bilineare Form, so heisst eine derartige Trans-
formation nach Jakohi konjugirt. Mit der konjugirten Trans-
formation einer bilinearen Form in sich selbst hat sich Herr
Voss in einer in den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie
(Sitzung vom 1. Juni 1889) erschienenen Abhandlung?) auf das
Kingehendste beschiiftigt. Diese Note ist im Anschluss an die
erwithnte Arbeit jenes Gelehrten abgefasst worden.

Ordnet man der linearen Substitution
z,=X7,5

I) Ueber die konjugirte Transformation einer bilinearen Form in
sich selbst; Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse, Bd. 19, p. 175 ff.
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die bilineare Form P = Ep”xl. y, zu und bedient sich der von
Herrn Frobenius in die Theorie der bilinearen FFormen einge-
fithrten Symbolik?), so wird die von Herrn Voss a. a. O. be-
handelte Aufgabe symbolisch durch die Gleichung:

PAP =4

dargestellt. Wie Herr Voss nachweist, lisst eine jede bilineare
Form A4 von nicht verschwindender Determinante, vorausgesetzt,
dass dieselbe nicht etwa in Bezug auf kontragrediente Trans-
formationen irreducibel ist, von der identischen Substitution ver-
schiedene konjugirte Substitutionen in sich zu.

Die Transformationsdeterminante bat bei der zu betrachten-
den Substitution stets den Wert 4 1 oder — 1, und dement-
sprechend unterscheidet Herr Voss aunch hier zwischen eigent-
lichen und uneigentlichen Transformationen. Bezeichnet man,
wie es {iblich ist, die Determinante der bilinearen Form:

P — 0 E-.
wo ¢ einen variablen Parameter hedeutet und

i=n
=
E=2 =y,
=1
ist, als charakteristische Funktion der Form P, so erhiilt man
sofort folgende Ergebnisse:

Das Produkt aller Wurzeln der charakteristischen Gleichung
P—oF|=0 besitzt den Wert + 1 oder — 1, je nachdem
die Transformation eigentlich oder uneigentlich ist. Da die
charakteristische Gleichung nur reciproke Wurzeln ausser den
Wurzeln +1 besitzt, so muss bel uneigentlicher Transformation
die charakteristische Funktion stets die Wurzel —1 eine un-
gerade Anzal mal besitzen.

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir die Frage, welche
uns hier beschiiftigen soll.

1) Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen,
Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 84, p. 1.
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Man soll, wenn eine bilineare Form 4 von nicht
verschwindender Determinante gegeben ist, aus ihrem
Charakter entscheiden, ob sie nur eigentliche oder so-
wohl eigentliche wie uneigentliche konjugirte Trans-
formationen in sich zulédsst.?)

Das Resultat, zu dem wir gelangen, zeigt wieder, wie
gliicklich und vorteilhaft gewiihlt die von Cauchy stammende
,charakteristische Funktion® und die von Weierstrass einge-
fiihrten ,Elementarteiler® sind. Wir finden folgendes Ergebnis:

Damit eine bilineare Form 4 von nicht verschwin-
dender Determinante sowohl durch eigentliche wie un-
eigentliche Transformationen konjugirt in sich tiber-
gehen soll, ist notwendig und hinreichend, dass die
charakteristische Funktion |A—9¢F| von 4 wenigstens
einen Elementarteiler mit ungeradem Kxponenten be-
sitzt. Die Aussagen, dass die charakteristiche Funk-
tion einer hilinearen Form nur Elementarteiler mit
geraden Exponenten besitzt oder dass die bilineare
Form nur durch eigentliche Transformationen in sich
iibergeht, sind daher identisch.?)

Zum Beweise bedenken wir, dass #hnliche Formen stets
durch #huliche Substitutionen konjugirt in sich itibergefiihrt
werden und dass dhnliche Transformationen stets Determinanten
von gleichem Werte haben. Hieraus folgt, dass dhnliche Formen
stets in gleicher Weise entweder nur durch eigentliche oder
durch beide Gattungen von Transformationen konjugirt in sich
ithergehen. Hat die charakteristische Funktion A4 — ¢ E| einer
Form A4 die Elementarteiler :

1) Vgl. Frobenius, Ueber die schiefe Invariante einer bilinearen
oder quadratischen Form. Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 86, p. 44.

%) Eine bilineare Form A, welche eine ungerade Anzahl von Vari-
ablenpaaren besitzt, hat stets einen Elementarteiler mit ungeradem Ex-
ponenten, da die Summe aller Klementarteiler gleich der Anzahl 2 von
Variablenpaaren ist. Eine derartige Form geht ersichtlich durch die
Transformation — % von der Determinante — 1 in sich iiber.
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(0—a)" (e—ay))™ .. (e —a)™
a oy .+ a =mn,

wo # die Anzahl von Variablenpaaren der Form A4 ist und
einzelne ¢ wnd « auch unter einander gleich werden konnen,
so ist 4 der Form:

a, (&, Yy + 2y, + - Ly, .’/a,) + @y ys + 2y 1 - Loy 1 yax) +
+ ay @y Yagr + - - Zoyran Yarpa) T Eargt Yoo +
+ L xa;-{-ae—l -Ulll-l-aa) + ct e

ahnlich; die letztere Form wird nun durch die Substitutionen :

- co. AR [ — L. e—
By= 8 Ty =5 By, = Sy By gy =
— & 5 — &
= Sai1 xal-l-"  Saif2 xtlx—f—m = Saidm
Vo= =11 Vo= — Wt o Yy = T Nyt Y T

T lay1 ? Yargr = Va2t - Yagm = Nougm

konjugirt in sich iibergefithrt. Fiir ungerades ¢, ist diese Trans-
formation uneigentlich. Jede bilineare Form, deren charak-
te] 1
teristische Funktion einen Elementarteiler mit ungeradem Ex-
o)
ponenten hat, lisst also uneigentliche konjugirte Transforma-
tionen in sich zu.

Wir wollen nun annehmen, dass eine bilineare Form A
von mnieht verschwindender Determinante durch uneigentliche
Substitutionen konjugirt in sich tibergehe; es sei also PAP = 4.
Da P eine uneigentliche Transformation ist, so hat die cha-
rakteristische Funktion 1(0) = P’—o F  den Faktor (¢ 4 1)
eine ungerade Anzahl etwa p mal. Es sei (o) zerlegt in
(o) = w, (¢) W, (e), wo 1, (¢) das Produkt aller derjenigen
Elementarteiler ist, die fiir 0 = — 1 verschwinden; ,(¢) hin-
gegen verschwindet nicht fir ¢ = —1. Wir konstruiren uns
dann eine bilineare Form P, welche nur die p Variablen-
paare Z,¥;, %Y, .- %,y, hat und dieselben Klementarteiler
wie U1, () besitzt; ebenso moge die aus den Variablenpaaren
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Ty Ypa o Zn Y konstruirte bilineare Form P, dieselben Elemen-
tarteiler wie vU1,(0) anfweisen. Pj= P, + P, ist dann der Form
P iihnlich, da beide Formen die niimlichen Klementarteiler
haben. Aehnliche Sabstitutionen fithren dhnliche Formen kon-
jugirt in sich fiber; daher giebt es eine zu A #hnliche Form
4,, dass

PyA, Py= 4,

wird. Setzt man

P #
W i Wl
k=2 xys I, =222y,
1 pt1
so Ist

L=Yxy =t + L,
1

Da
E A J,=E P A, P, E,= P F A E, P,

wird, so folgt, dass I, 4,T, identisch verschwindet; denn
diese Form wird durch zwei Substitutionen P, und P,, deren
charakteristische Gleichungen keine reciproken Wurzeln haben,
in sich iibergefiihrt.) Ebenso zeigt man das identische Ver-
schwinden von I, 4,15, Hieraus ergiebt sich, dass 4, in der-
selben Weise wie P, zerleghar ist, also 4, = A, 4- 4,.

Die Form A, hat mithin auch eine ungerade Anzahl von
Variablenpaaren, und daher hat die charakteristische Funktion
von A, nimlich | 4, —oF| wenigstens einen Klementarteiler
mit ungeradem Exponenten. Folglich hesitzt auch die charak-
teristische Funktion von A, ndmlich | 4, — ¢ F| wenigstens
einen Klementarteiler mit ungeradem Exponenten; denn die
Elementarteiler von A;— ¢ E sind das Produkt derjenigen
von (A, —eF| und A,—p¢FE . Da die charakteristischen
Funktionen von A, und A dieselben Elementarteiler haben, so
ist unser Satz bewiesen.

1) Frobenius, Journ. f. d. v. u. ang. Math. Bd. 84, p. 33.
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Ein specieller Fall der konjugirten Transformation ist die
symmetrische Transformation, mit welcher sich Herr Voss in
selner Arbeit ,Ueber die cogredienten Transformationen einer
bilinearen Form in sich selbst“!) im § 6 beschiiftigt. Kr zeigt
dort z. B., dass jede symmetrische Form durch symmetrische
Transformationen in sich ibergeht. Durch unsere Betrachtung
ist dargethan, dass nicht jede symmetrische Form durch wun-
eigentliche symmetrische Transformationen in sich tibergeht.

1) Abhandl. der bayer. Akademie der Wiss. II. Kl., XVII. Bd,
II. Abth. 1890.



