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Das Existenzproblem der Mobius-, Laguerre- und
Minkowski-Erweiterungen endlicher affiner Ebenen

Von Werner Heise und Hans Seybold in Freising/Obb.

Vorgelegt von F. L. Bauer am 8. November 1974

7 > 1 sei eine natlirliche Zahl und 2 ein Stenersystem mit den
Parametern ¢ = 2, 2 = » und v = 7%, d. h. eine v = »*-elemen-
tige Punkte-Menge P mit einem ausgezeichneten System % von
% = n-elementigen Teilmengen von P, den Blicken von 2, in dem
zu je ¢ = 2 verschiedenen Punkten genau ein Block existiert, der
diese Punkte enthilt. B & 9 sei ein Block und p & P\ B ein nicht
mit B inzidenter Punkt. Dann liegen auf den 7 Verbindungs-
blécken von p mit den Punkten von B gerade #? — (7 —1)
Punkte. Der Verbindungsblock von p mit einem beliebigen noch
nicht erfaBBten Punkt von P besteht also aus » und den restlichen
# — 1 Punkten von 2. Damit ist das euklidische Parallelenaxiom
bewiesen, mit anderen Worten: X ist eine endliche affine Ebene
der Ordnung #n. Umgekehrt ist offensichtlich jede endliche affine
Ebene der Ordnung 7 ein Steinersystem mit den Parametern
t=2,/,=nund v = »#%

Entfernt man aus einer projektiven Ebene eine Gerade und
alle mit ihr inzidenten Punkte, so erhilt man eine affine Ebene.
Die Struktur dieser abgeleiteten affinen Ebene hingt wesentlich
von der Auswahl der entfernten projektiven Geraden ab. Jede
affine Ebene 140t sich als Ableitung einer geeigneten projektiven
Ebene betrachten; denn durch eine Umkehrung des Ableitungs-
prozesses kann man jede affine Ebene projektiv abschliefen: Man
erklirt die Parallelbiischel der affinen Ebene zu (uneigentlichen)
Punkten und faBt diese zu einer (uneigentlichen) Geraden zu-
sammen. Im Fall einer endlichen affinen Ebene der Ordnung #»
entsteht als projektiver AbschluB3 damit ein Steinersystem mit
den Parametern t =2, £ =2 41 und v = 22 + » - 1.

Entfernt man aus einer affinen Ebene ein Parallelbiischel, so
bezeichnet man die verbleibende Struktur als dualaffine Ebene.

Miinchen Ak, Sb. 1975
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Zu jeder Primzahlpotenz » = p? gibt es eine dualaffine Ebene:
In der Punktemenge P = K X K mit K = G F(») lassen sich
durch die Gleichungen y = ax + & die benétigten Geraden defi-
nieren. Durch Hinzufligen der Geraden x = const wird aus
dieser dualaffinen Ebene eine affine Ebene der Ordnung 7. Ist
g = 2,n 2> 9, so ldBt sich die Multiplikation in X vermoge seiner
Automorphismen so abidndern, dafl auf die beschriebene Weise
nichtisomorphe Ebenen entstehen; vgl. etwa [17, 47].

Das angegebene Konstruktionsverfahren 14t sich verallgemei-
nern: I sei eine scharf zweifach transitive Menge von Permuta-
tionen y, die auf einer 7-elementigen Menge K operiert. O. B.d. A.
konnen wir 7d & I' annehmen. Wir setzen P = X % K und be-
zeichnen die Losungsmengen der Gleichungen y = «%, y & [,
als Geraden. Eine mit diesem Verfahren gewonnene Geometrie
bezeichnen wir als 2-S#ruktur (42]. Fligen wir die Geraden
x = const und y = const zu dieser 2-Struktur hinzu, so entsteht
ein Steinersystem mit den Parametern # = 2, £ = » und v = %2,
also eine affine Ebene der Ordnung #; vergl. etwa [49].

Umgekehrt kann man - allerdings nicht eindeutig — zu jeder
affinen Ebene eine sie koordinatisierende scharf zweifach transi-
tive Permutationsmenge finden. Die Existenz einer endlichen
affinen Ebene der Ordnung # ist demnach gleichbedeutend mit
der Existenz einer scharf 2-fach transitiven Menge von Permuta-
tionen vom Grad #.

Im Gegensatz zu den projektiven Erweiterungen affiner Ebenen
betrachten wir hier die geometrischen Strukturen, aus denen man
durch einen geeigneten Ableitungsprozel3 zwar stets auch eine,
aber nicht jede affine Ebene erhilt: die ,, Mdbius-m-Strukturen’,
das sind im endlichen Fall die Steinersysteme mit den Parametern
t=m +2, k=mn 4+ m und v = »* + m, also Erweiterungen
der affinen Ebene der Ordnung #, die ,,Laguerre-m-Strukturen'
bzw. die ,, Minkowski-m-Strukturern'', das sind im endlichen Fall
Erweiterungen endlicher dualaffiner Ebenen bzw. endlicher
2-Strukturen.

In diesen Strukturen kénnen je m + 2 verschiedene Punkte
durch héchstens einen Block verbunden werden. Durch #z-mali-
ges Ableiten (Definition s. S. 48) einer m-Struktur der Ordnung
» erhilt man —~ gegebenenfalls durch anschlieBende Hinzunahme
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eines oder zweier Parallelbiischel - eine affine Ebene der Ordnung
n. Das Existenzproblem fiir m-Strukturen eciner vorgegebenen
Ordnung ist damit negativ gel6st, wenn bekannt ist, daf} es keine
entsprechende affine Ebene gibt.

Die affinen Ebenen der Ordnung n = 2, 3, 4, 5, 7, 8 sind bis
auf Isomorphic eindeutig bestimmd,

vergl. etwa [49, 18, 26, 27]. Der Fall » = 6 wurde 1901 von
G. Tarry erledigt [53]. Er bewies die Unlésbarkeit des beriihm-
ten Eulerschen 36-Offiziere-Problems [22]*). Es gibt also noch
nicht einmal 2 ,,orthogonale lateinische Quadrate* der Seiten-
linge 6. Die Existenz einer affinen Ebene der Ordnung 7 ist aber
dquivalent mit der Existenz von » — 1 lateinischen Quadraten der
Seitenldnge #, vgl. etwa [18, 49]. Die einzige allgemeine Nicht-
existenzaussage wurde 1949 von Bruck und Ryser geliefert [9]:

Ist n = 1, 2 mod 4 und hat der quadratfreie Faktor von n einen
Primteiler p = 3 mod 4, so gibt es keine affine Ebene der Ord-
nung n.

Die kleinsten Zahlen, fiir die das Existenzproblem ungelést ist,
sind damit 10, 12, 15, 18, 20, 24, . ... Zur Zeit erscheint es hoff-
nungslos, diese Fille mit einer Rechenanlage bearbeiten zu wollen.

Benzebenen**

P sei eine Menge, deren Elemente wir Punkte nennen, und 6,
G, seien 2 nichtleere Teilmengen der Potenzmenge P (£) von P,
deren Elemente wir Geraden oder Erzeugende nennen.

Die unstrukturierte Menge P heiBt Mobius-Gitter.

* 36 Offiziere aus 6 Chargen und 6 Regimentern, von denen keine 2 dem-
selben Regiment und gleichzeitig derselben Charge angehéren, sind so im
Quadrat aufzustellen, da8 in jeder Zeile und in jeder Spalte des Quadrats jedes
Regiment und jede Charge genau einmal vertreten ist.

** Das klassische Modell der Mobius-Ebene besteht aus den Punkten der
Riemannschen Zahlenkugel und deren Kreisen, das der Laguerre-Ebene aus
den orientierten Geraden der reellen Ebene als Punkten und den orientierten
Kreisen als Kreisen, das der Minkowski-Ebene aus den Punkten der euklidi-
schen Ebene und den Kreisen beziiglich der ,,Minkowski-Metrik‘:

d((x».y)) (xl»}")) S= (x =5 xl)z _(J’ __y')?..
Das grofBle Interesse, das diese Geometrien in letzter Zeit gefunden haben, geht
hauptsichlich auf die grundlegenden Arbeiten von W, Benz zuriick. Wir ver-
weisen auf sein Buch ,,Vorlesungen iiber Geometrie der Algebren* [6].
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Das Paar (P, ¢,) heiBt Laguerre-Gitter, wenn es zu jedem
Punkt p & P genau eine Erzeugende aus ¢; durch p gibt.

Diese Erzeugende werde mit [p]; bezeichnet.

Das Tripel (2, &,, G,) heilit Minkowski-Giiter, wenn (P, &)
und (P, ®,) Laguerre-Gitter sind und wenn jede Erzeugende
aus 0, jede Erzeugende aus &, in genau einem Punkt schneidet.

Je zwei verschiedene Punkte p, ¢ & P werden verbindbar ge-
nannt, wenn sie nicht gemeinsam auf einer Erzeugenden liegen.

G =P, (P, &) bzw. (£, &, §,) sel ein Mobius-, Laguerre-
bzw. Minkowski-Gitter und & C P(P) eine Menge, deren Ele-
mente wir Kreise nennen. Die Kreisstruktur 2. = (G, &) heilit
Benz-Ebene (Mobius-, Laguerre- baw. Minkowski-FEbene), wenn
gilt:

(B 1) Jede Erzeugende trifft jeden Kretls in genaw einem Punkt.

(B 2) Zu je 3 verbindbaren Punkien gibt es genawu einen mit ihnen
inzidenten Kreis.

(B 3) Zu jedemn Kreis K, jedem Punkt p & K und jedem mit P
verbindbaren Punkt g & K gibt es genaw einen Kreis
LS q,der Kinpberiibrt, d. h. L ~ K = p.

(B 4) feder Kreis enthdlt mindestens drei Punkte. Es gibt einen
Kreis und einen nicht mit ihm inzidenten Punkt.

Weiterhin bedeutet §(&X, g4, . . ., #,) die Menge aller Bertihr-
kreise von K durch die Punkte p,, ... p,. &(p, ¢) ist das Kreis-
biischel durch die Punkte p und q; fir p & K ist R(K, p) das Be-
riihvbiischel von K in p.

In einer Benzebene 2'sind alle Kreise gleichmiichtig. Die um 1
verminderte Kardinalzahl eines Kreises heil3t die Ordnung von 2.

2 sei ein Punkt einer Kreisstruktur 2= (G, &) und P, die
Menge aller mit p verbindbaren Punkte. Dann bildet die Punkt-
menge £, mit den Spuren der Erzeugenden von 2'in P, als Er-
zeugenden und den Spuren der Kreise aus £(p) in 2, als Blocken
die Ablettung X, von X in p.

Eine Kreisstruktur ist offensichtlich genau dann eine Benz-
Ebene, wenn ihre Ableitung in jedem Punkt eine affine Ebene,
eine dualaffine Ebene oder eine 2-Struktur ist. Die Ordnung einer
Benzebene stimmt mit der Ordnung ihrer Ableitung lberein.
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Zwei Benzebenen sind isomorph, wenn eine Bijektion zwischen
den Punkten existiert, die Kreise in Kreise iiberfuihrt, d. h. jeder
Isomorphismus ist streng im Sinne von [6]. Die Erzeugenden
lassen sich ndmlich als die (nichtleeren) maximalen Punktmengen
ciner Benzebene definieren, auf denen die symmetrische Relation
{(p,9) € P x P; AK S R:p, g € K} transitiv ist. Zur Formu-
lierung des Begriffes ,,Benzebene'’ benétigt man also neben der
Inzidenz nur die Grundbegriffe ,,Punkt und ,,Kreis*, d. h. jede
Benzebene X kann als Inzidenzstruktur im Sinne von P. Dem-
bowski [18] vollstindig beschrieben werden und ist daher durch
die Angabe ihrer Punkt- und Kreismenge X': = (2, &) bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Wenn wir trotzdem zur Defini-
tion der Benzebene die Erzeugenden als weiteren Grundbegriff
benutzt haben, so deshalb, weil der logisch einfachere oder kon-
sequentere Weg den geometrischen Hintergrund durch seinen
formalen Aufwand verdecken wiirde.

Eine Benz-Ebene heiBt ovoidal, wenn sich ihre Punktmenge so
in einen dreidimensionalen projektiven Raum einbetten 1d0t,
daB ihre Erzeugenden kollinear sind und die Kreise ebene Schnitte
der Punktmenge werden. Die Punktmenge wird dann als guadra-
tische Menge [10] bezeichnet. Im Fall der Minkowski-Geometrie
ist diese quadratische Menge bereits eine Quadrik [10].

Die Ordnung einer endlichen ovoidalen Benzebene ist eine
Primzahlpotenz: Jeder dreidimensionale projektive Raum PG (3, #)
der Ordnung # ist desarguessch und daher tiber einem Galoisfeld
G F(n) koordinatisierbar.

Eine ovoidale Benz-Ebene heilt miguelsch, wenn die zugehoérige
quadratische Menge eine Quadrik ist.*

K sei ein Kreis einer Benzebene 2 und p ein nicht mit X inzi-
denter Punkt. Im projektiven AbschluBl von X, bildet die Spur
von A vermehrt um die durch die Erzeugenden [[p]; ~ K], und
[[£)y ~ K], reprisentierten Fernpunkte ein Oval; vgl. etwa [18].
In einer endlichen projektiven Ebene gerader Ordnung inzidieren
die 2 4 1 Tangenten dieses Ovals alle mit einem Punkt, dem

* Diese Ebenen sind durch einen SchlieBungssatz, den Satz von Miquel
[56, 41] charakterisiert. Y. Chen hat diese Kennzeichnung fiir Benz-Ebenen
einheitlich durchgefithrt [13].
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,,Knoten* des Ovals; bei ungerader Ordnung gehen durch jeden
Punkt der projektiven Ebene o oder 2 Tangenten des Ovals
[50]-

Fiir die Benzebenen bedeutet das:

(1) Beriihrt ein Kreis K einer Laguerre-Ebene gerader Ordnung
2 Kreise eines Beriihrungsbiischels, so berithrt er auch alle anderen
Kreise dieses Biischels. [edes Biischel durch 2 Punkte enthdlt
genaw einen Beriihrkreis an K. In jeder anderen Benzebene gerader
Ordnung gibt es zu jedem Punkt p und jedem nicht mit p inzi-
denten Kreis K genaw einen mit p verbindbaren Punkt g, so dafl
die Menge aller Beriihrkreise von K durch p genawn das Biischel
K(p, @) ist. In einer Benz-Ebene ungerader Ordnung enthdlt kein
Biischel K(p, q) und kein Beriihvbiischel in p & K mehr als 2
Berithrkreise an K. .

Daraus folgt:

(2) Beriihrt ein Kreis einer endlichen Benzebene mit Ausnahme
der Laguerve-Ebenen gerader Ordnung drei Kreise eines Beriihr-
biischels, so gehirt er diesem Biischel an.

Im Fall der Mobius-Geometrie definiert (2) in [3] die ,,(&)-
Ebenen*.

Von Benz[3, 6], Ewald[23], DembowskiundHughes[17]
wurden verschiedene Orthogonalititsrelationen in Benzebenen
betrachtet. Fir unsere Untersuchungen verwenden wir die von
Dembowski und Hughes fiir Mobiusebenen eingefiihrte
Orthogonalitit:

Eine Benzebene trigt eine Dembowski-Hughes-Orthogonalitiit
(=: D. H.-Orthogonalitit), falls auf der Kreismenge eine symme-
trische Relation | erkldrt ist, die den folgenden beiden Axiomen
genigt:

(01) Zu jedem Kreis K, jedewm Punkt p & K und jedem mit p

verbindbaren Punkt q gibt es genau einen Kreis L & K(p, q) mit
&K il L

(02) Sind p und q swei verbindbare Punkte, sind K, L & R(p,9)
mit K 5= Lundist M & & mit M | K, L, dann gilt M | X fiir
alle X & &(p, ¢).
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Weiterhin bedeutet O(Xy, . .., &,; p1, - - -, p,) die Menge aller
zu Ky, ..., K, orthogonalen Kreise, die mit den Punkten
Pu - - -y P, inzidieren,

Ein zu sich selbst orthogonaler Kreis heilit Zsoz7op.

Zwei Kreise einer Minkowski-Ebene heiflen symmetrisch, wenn
mit jedem Punkt p & K auch der zu p in bezug auf L symmetri-
sche Punkt p,: = [[p]; ~ L]z ~ [[#)s ~ L], auf K liegt [36].

Eine Minkowski-Ebene heifit symmetrisch, wenn jeder Kreis,
der ein Paar bezliglich eines anderen Kreises symmetrischer
Punkte enthilt, zum anderen Kreis symmetrisch ist [3].

Im folgenden betrachten wir endliche Benzebenen mit D. H.-
Orthogonalitit. Dabei kdnnen wir die Beweise von [17] teilweise
{ibernehmen. In einigen Fillen benétigen wir allerdings stidrkere
Reichhaltigkeitsvoraussetzungen, was aber deshalb nicht stért,
weil die Benzebenen bis zur Ordnung 7 bekannt sind [60, 31, 12,
19, 20, 14].* Beweise geben wir nur an, wenn oder insoweit die
in [17] fur Mobiusebenen formulierten Beweise flir allgemeine
endliche Benzebenen nicht gelten.

(3) Eine endliche Mobius- oder Minkowski-Ebene gerader Ord-
nung gestattet genaw eine D. H.-Ortogonalitdt, ndmlich :

KlLse K=L oder |KAL|=1

Beweis - Die Beweise zu (2.11), . . ., (2.15) von [17] gelten auch
fir diese Benz-Ebenen mit Ausnahme des 2. Teiles des Beweises
von (2.12). Zu zeigen bleibt also:

Ein isotroper Kreis hat mit einem su ihm orthogonalen Kreis
einen nichtleeven Durchschnitt.

Unter der Annahme X |_K, K 1 L, K ~ L = § gibt es nach
(2) einen Kreis X mit | X ~K | =1, d. h. nach (o1) X | X,
mit X ~ L = {p, ¢}. Dann ist nach (02) £ € O(&(p, ¢)), d. h.

* Jede Laguerre- oder Minkowski-Ebene X, die in einem Punkt p eine
desarguessche Ableitung besitzt, ist miquelsch, wenn ihre Kreise in X, Kegel-
schnitte sind. Dann ist nimlich jeder Kreis durch 3 Punkte und sein Schnitt-
verhalten mit der Ferngeraden als Kegelschnitt eindeutig bestimmt. Aus der
Eindeutigkeit der affinen Ebene einer Ordnung < 7 und der Tatsache, daB in
einer desarguesschen Ebene ungerader Ordnung jedes Oval ein Kegelschnitt
ist, folgt die Eindeutigkeit der kleinen Laguerre- und Minkowski-Ebenen.

Fir die Mobius-Geometrie ist uns eine dhnliche einfache Argumentation nicht
bekannt.

4 DMainchen Ak. Sb. 1975
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|K "X | <1 fur alle X & 8(p, ¢). Nach (1) enthilt aber
&(p, ¢) hochstens 2 oder nur Berithrkreise von X.

(4) Eine endliche Laguerre- Ebene ungerader Ordnung gestattet
keine D. H.-Orthogonalitit.

Beweis : Nach (01) und (2.13) von [17] gilt fiir jeden Kreis K
und jeden nicht mit ihm inzidenten Punkt p einer endlichen Benz-
Ebene ungerader Ordnung: | O(K; ) ~ K | =0 mod 2. In einer
endlichen Laguerre-Ebene ungerader Ordnung liegt aber auf
jedem Kreis eine ungerade Anzahl von Punkten, die mit p ver-
bindbar sind.

In jeder endlichen Mobius- oder Minkowski-Ebene gilt (2.16)
von [17]:

(B) Zu jedem Kreis K und jedem nicht mit ihm inzidenten
Punkt p gibt es in einer endlichen Mobius- oder Minkowski-Ebene
mit D. H.-Orthogonalitit genaw einen mit p verbindbaren Punki g
mit O(K; p) = K(p; q).

Satz 1 von [17] lautet:

(5) Eine endliche Mobius-Ebene ist genaw dann ovoidal, wenn
sie eine D H .-Orthogonalitit gestattet.

Zusammen mit (3) folgt daraus Satz 3 von [17]:

(6) Line Mobius-Ebene gerader Ordnung ist ovoidal, insbeson-
dere ist thre Ordnung eine Potenz von 2.

Fellegara hat mit Hilfe einer Rechenanlage gezeigt, daf} es
in PG (3, 8) genau 2 quadratische Mengen gibt [24], deren
Ebenen-Schnitt-Geometrien nicht isomorphe Mébius-Ebenen
liefern. Damit gibt es genau 2 Mébius-Ebenen der Ordnung 8.
Die von Segre [52] konstruierte nicht-miquelsche Ebene gehért
einer von Tits [s54, 55] entdeckten Klasse ovoidaler Mobius-
Ebenen an, auf denen die einfachen Gruppen von Suzuki als
Automorphismengruppen scharf zweifach transitiv operieren.
Nach Barlotti [2] und Panella [44] ist die zu einer ovoidalen
Mébius-Ebene ungerader Ordnung gehérende quadratische
Menge ein Ellipsoid.* Damit gilt:

* Diese Tatsache folgt unmittelbar aus dem unten zitierten Ergebnis von
Segre [51], weil eine quadratische Menge, deren Ebenenschnitte Kegelschnitte
sind, offensichtlich eine Quadrik ist,
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(7) Jede endliche ovoidale Mébins-Ebene ungerader Ordnung ist
miquelsch.

B. Segre bewies, da3 jedes Oval in einer desarguesschen pro-
jektiven Ebene ungerader Ordnung ein Kegelschnitt ist [51]. Im
Gegensatz dazu bilden z. B. in der projektiven Ebene der Ord-
nung 8 die Punkte eines nicht ausgearteten Kegelschnitts auch
nach dem Austausch eines seiner Punkte gegen den Knoten ein
Oval. Dieses Oval hat mit dem Ausgangskegelschnitt 8 Punkte
gemeinsam und ist deshalb kein Kegelschnitt. Damit gibt es
mindestens 2 nicht-isomorphe Laguerre-Ebenen der Ordnung 8.

(8) Inn einer endlichen Minkowski-Ebene sind die Relationen
wSymmetrisch't und |\D.H.-orthogonal'' identisch.

Beweis - Nach (B) ist nur zu zeigen: ¢ = p,. Wire ¢ == py, so
gibe es durch die mit ¢ nicht verbindbaren Punkte von X Ortho-
gonalkreise durch p zu X, die nach (B) mit ¢ inzidieren miilten.

R. Artzy hat den folgenden Satz bewiesen [1]:

(0) Jede symmetrische Minkowski-Ebene ist ovoidal.

Mit (3) ergibt sich damit [32]:

(10) Jede Minkowski-Ebene gerader Ordnung ist ovoidal.

Nach [10] ist die zugehérige quadratische Menge' eine nicht
ausgeartete Regelfliche 2. Ordnung im PG (3, 7). Die Minkowski-
Ebene ist also eindeutig und ihre Ordnung ist eine Potenz von 2.

Wie die 2-Strukturen durch scharf zweifach transitive, so lassen
sich die Minkowski-Ebenen durch scharf dreifach transitive Per-
mutationsmengen, die die Identitit enthalten, koordinatisieren
[5, 36]. Eine solche Permutationsmenge ist genau dann eine
Gruppe, wenn in der zugehérigen Minkowski-Ebene das ,,Recht-
ecksaxtom* gilt:

(R) Sind p,, i =1, . . ., &4, 4 verschiedene konzyklische Punkte,
so sind fiir beliebige Kreise K, L auch die Punkte [(p;K)]s ~
[(Kp)); konzyklisch.

Nach (10) ist jede scharf dreifach transitive Permutations-
menge vom ungeraden Grad 7 - 1 isomorph zur Gruppe der ge-
brochen linearen Transformationen tiber G #(7) [33].

n
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Im Gegensatz zu Mgbius- und Laguerre-Ebenen sind nicht
ovoidale Minkowski-Ebenen ungerader Ordnung bekannt. Es
gibt ndmlich scharf dreifach transitive Permutationsgruppen von
geradem Grad, die nicht als Gruppe der gebrochen linearen
Transformationen auf einem Korper operieren [61]. Diese Grup-
pen stehen im Zusammenhang mit gewissen Dicksonschen Fast-
kérpern. Das kleinste Beispiel einer nicht ovoidalen Minkowski-
Ebene erhilt man fiir die Ordnung # = 9 [45].

Ob es im Endlichen scharf dreifach transitive Permutations-
mengen gibt, die nicht schon Nebenklasse einer Untergruppe der
symmetrischen Gruppe sind, ist im Gegensatz zum transfiniten
Fall [38] ungeklirt.

Erweiterungen von Benzebenen

G sel ein Mébius-, Laguerre- oder Minkowski-Gitter mit der
Punktmenge £ und & C P(P) eine Menge, deren Elemente wir
Ketten nennen, m eine natiirliche Zahloder o. Das Paar 2’ = (G, &)
heil3t Mobius-, Laguerre- bzw. Minkowski-m-Struktur, wenn dic
Ableitung X, fiir jeden Punkt p © £ eine Mobius-, Laguerre-
bzw. Minkowski-(# — 1)-Struktur ist. Die Mébius-, Laguerre-
bzw. Minkowski-o-Strukturen sind die affinen Ebenen, die dual-
affinen Ebenen bzw. die 2-Strukturen.

Den Fall #2 = 1 haben wir im vorigen Abschnitt behandelt.
Den Axiomen (B 1), ..., (B 4) entsprechende lassen sich zur
Kennzeichnung der m-Strukturen flir 7, > 1 heranziehen.

Ist 2" eine Mobius- oder Laguerre-2-Struktur der Ordnung #»
und p & Pein Punkt, fiir den die Benzebene 2, ovoidal ist, dann
gibt es # + 2 Punkte in PG (3, #), von denen keine 4 komplanar
sind. Fur 2 2> 4 existieren solche (# 4+ 2)-elementigen Mengen
aber nicht [25]. Aus der Eindeutigkeit der M6bius- und Laguerre-
Ebenen der Ordnungen 4, 5 und 7 und der Tatsache, daB jede
Mobius-Ebene einer geraden Ordnung ovoidal ist (6), folgt da-
mit:

(11) Fiir m > 1 existiert keine Mibius- oder Laguerre-m-Struk-
tur einer Ordnung n = 4, § oder 7 und keine Mbius-m-Strukiur
einer geraden Ordnung n > 2,
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Die Anzahl der Ketten einer hypothetischen Mébius-2-Struktur
der Ordnung 7 ist nur dann ganzzahlig, wenn # -}- 2 die Zahl 60
teilt [39], d. h.:

(12) Aébgesehen von den Ordnungen n = 2, 3, 13 existieren fiir
m > 1 keine endlichen Mobius-m-Strukiuren.

Fiir » = 2 gibt es fiir jedes 7z > o jeweils genau eine Mobius-,
Laguerre- oder Minkowski-z#-Stuktur, niamlich die Minimal-
modelle [46, 47]. Fir » = 3 und m = 2, 3 gibt es genau eine
Mobius-»e-Struktur [39, 29], das ist jeweils ein Steinersystem, auf
dem eine der kleinen Mathieuschen Gruppen operiert. Eine
Mébius-4-Struktur der Ordnung 3 oder eine M&bius-3-Struktur
der Ordnung 13 existieren nicht, weil die Anzahl der Ketten einer
solchen Geometrie nicht ganzzahlig wire. Nach [25] und [28] ist
die Ableitung einer eventuell existierenden Mobius-2-Struktur
der Ordnung 13 in jedem Punkt eine nicht ovoidale Mobius-
Ebene.

Laguerre-m-Strukturen der Ordnung 3 gibt es fur jedes 2 > o
[34]. Diese Geometrien sind eindeutig.

Die Existenz einer Minkowski-z-Struktur der Ordnung # ist
zur Existenz einer scharf (s - 2)-fach transitiven Permutations-
menge vom Grad m + 2 dquivalent. Die alternierende Gruppe
vom Grad # ist scharf (# — 2)-fach transitiv. Die Mathieusche
Gruppe vom Grad 11 bzw. 12 ist scharf 4- bzw. scharf g-fach
transitiv. Daraus folgt [34]:

(13) Zu jedem m >0 gibt es genau* eine Minkowski-m-Struktur
der Ordnung 2, 3 und 4 und es gibt eine Minkowski-2- und eine
Minkowski-3-Struktur der Ovdnung 9.

(14) Fiir m = 2 gibt es keine Minkowski-m-Struktur der Ord-
nung n = 5 oder n = 7.%*

* Fiir den Fall der Ordnung 7 = 4 folgt die Eindeutigkeit aus der Tatsache,
daB jede scharf (# — 2)-fach transitive Permutationsmenge vom Grad #, die
die Tdentitit enthilt, nur aus geraden Permutationen besteht,

** Wir danken Herrn Dr.H. R. Halder fiir die Hilfe bei den Rechnungen.
Herr Dr. U. Heise bestiitigte dieses Ergebnis auf der Rechenanlage CD-6400
der RWTH Aachen.
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Beweis : Wegen der Eindeutigkeit der Minkowski-Ebenen der
Ordnung 7 = 5, 7 kénnte man einer hypothetischen Minkowski-
2-Struktur der Ordnung 5 oder 7 eine Permutationsmenge I zu-
ordnen, die auf G F(#)\w {u, v} scharf 4-fach transitiv operiert
und deren Stabilisator S(v) im Punkt » zur Gruppe PG L(2, n)
der gebrochen linearen Transformationen isomorph ist. Insbeson-
dere gibe eseiny € I'mito” =0, 1¥ =1, 2" = 2 und #" = v.
Die moglichen Werte fiir 7 fiir x = 3, 4 bzw. x = 3, 4, 5, 6 sind
zu uUberprifen, #” ist dann festgelegt.

Fiir # = 5 gibt es 6 Fille:

(3%, 4) = (3, 4), (3, 1), (4, 3), (4, w), (%, 3) oder (u, 4).

In den Fillen 1, 2 und 6 hiitte y mindestens 4 Fixpunkte. In den
Fillen 3, 4 bzw. 35 hiitte y auf jeweils 4 Punkte dieselbe Wirkung
wie die in Matrix-Schreibweise und Zykel-Darstellung gegebenen
Permutationen aus S(7):

(i Z) = (1%)(3 4), (i Z) = (2 3 4 %) bzw. ((1) 2) = (04 3 ).

Das wiire ein Verstof3 gegen die scharf 4-fache Transitivitit von I
Fir » = 7 findet man analog durch (ziemlich mithsames) Nach-
rechnen, daB jede der 120 zu prifenden Permutationen auf
mindestens 4 Punkte dieselbe Wirkung hitte wie eine Permuta-
tion aus S(2).

U. Heise hat nach derselben Methode mit Hilfe einer Rechen-
anlage gezeigt, daB3 die symmetrischen Minkowski-Ebenen der
Ordnungen 9 und 11 nicht zu Minkowski-2-Strukturen erweiter-
bar sind.*

In der folgenden Tabelle geben wir eine Ubersicht {iber den
heutigen Stand der Lésung des Existenzproblems fir Mébius-,
Laguerre- und Minkowski-z-Strukturen der endlichen Ord-
nung #:

* Nachtrag bei der Korrektur: Inzwischen zeigte U. Heise die Nichtexi-
stenz von Minkowski-2-Strukturen der Ordnung 8.
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Anzahl der nicht isomorphen
Mébius-  Laguerre- Minkowski-
”n m m-Strukturen der Ordnung 7
2 ; >o0 1 1 1
3 | 0,1,2,3 1 1 1
\ >4 o 1 1
4 l 0,1 1 1 1
} >2 o o 1
5,7 0,1 1 1 1
> 2 o o o
8 } o 1 1 1
1 1 2 >2 1
i >2 o) ? ?
|
9 0,1 >1 >1 >1
2,3 o ? >1
>4 o P ?
13 =3 o ? ?
=1,2mod 4 |
* a*> + H° ' >o o o) [}
= omod 2
% 24 >1 o ? o
2¢ > 8 1 , > 1 >1 >1
22,1 << g=1 l
mod 2 i 1 | > 2 > 2 1
24, p prim ; o, 1 t >1 >1 >1
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