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Zum Studium der Bewegung verwenden wir rechtwinklige und
W-(= Weierstraf’sche)Koordinaten. In der Ebene erreicht man
nach Einfithrung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes den Punkt
mit den Koordinaten x, ¥, indem man vom Nullpunkt aus auf der
x-Achse die Strecke x (mit Vorzeichen) abtrigt und vom End-

11 Minchen Ak, Sb. 1467



122 Oskar Perron

punkt aus senkrecht zur x-Achse die Strecke y (mit Vorzeichen).
Unter den W-Koordinaten X, YV, P des Punktes versteht man
dann die Ausdriicke

(I.1) X = coshy sinhx, ¥V =sinhy, P = coshy coshx.
Dabeti besteht die Identitit
(I.2) PE—X2— V2=

und es ist stets 2 > 0. Jedes reelle Zahlentripel X, ¥V, P mit P >o,
das der Forderung (I.2) gentigt, reprisentiert genau einen Punkt.
Denn die zugehorige Koordinate y ergibt sich aus der zweiten
Gleichung (I.1), sodann x aus der ersten Gleichung (I.1), worauf
die dritte Gleichung (I.1) von selbst erfiillt ist. Der Abstand
zweier Punkte 7 = 1, 2 mit den W-Koordinaten X, ¥V, P, ist ge-
geben durch die Formel

cosh(12) = P, P, — X, X, — YV, 7,
und die Gleichung einer Geraden lautet
AX 4+ BY + CP = o,

wo die Konstanten 4, B, € der Ungleichung 4% 4 B* > (C? ge-
nigen.
Nun betrachten wir die lineare Transformation

X ay ayy @13 X
(1.3) ( V') = (flzl Qoo “23) ( Y)
\Pl g1 Q39 A3y (P,

und wollen erreichen, dal}, wenn X, ¥, P die W-Koordinaten
eines Punktes sind, fir X', ', P’ dasselbe gilt. Dazu ist offenbar
notwendig und hinreichend, daB

(1.4) X2 Lyt pr— x| yz__ pe
ist, also
2 2 9
ayp tan—ay = 1, apayp -t aydey— agas =0,
2 2 2 .
(Is)  aptam—ap= 1, anay-+ayay—agag=o,

2 2 2 _
ay3 + Gy — Qg3 = —1, Q19813 + App@py — Age@zy = O,
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und dafB3 auBerdem fur P > o stets 2’ > o wird. Diese scheinbar
unkontrollierbare Zusatzforderung kann durch eine sehr be-
queme ersetzt werden, nimlich

(16) agag >o.

Um das einzusehen, bemerken wir zunichst, daf3 die Gleichungen
(I.5) soviel besagen wie die Matrixrelation

%)

211 Ay —amy 11212413 100
1s Aoy —dgs @31899055 ) = | 0 1 0 ) = E (Einheits-
—ay; —ay  as @31 Q30033 001 matrix).

Der erste Faktor links ist also die zum zweiten reziproke Matrix,
so daf3 die Transformation (I.3) eindeutig umkehrbar ist und die
Umbkehrtransformation so lautet:

X - an 21 — X
(1.8) V)= 12 2 32 i
vy 13 T Qg3 33 v

Wie nun aus (I.3) wegen der Forderung (I.4) das System (I.3)
folgte, so folgt aus (I.8) das System

2 2 2 o
ay 4 ayp — aj; = 1, @11Q9 F Q19850 — Q13d33 = O,
2 2 2 —
(1.9) ay +asy—as; = 1, apag + appa3— a;3az = 0,
2 2 2 .
@y @y — @33 = 1, A91a31 -+ App@30 — Q9333 = O.

Das System (I1.9) ist mit dem System (I.3) véllig gleichbedeutend,
eines folgt aus dem andern.

Nunmehr kénnen wir beweisen, daB die obige Zusatzforderung,
fur P >> osolle stets 2’ > o sein, durch (1.6) ersetzt werden kann.
Denn zunichst kommt fiir den Nullpunkt X =o0, V=10, P =1
nach (I.3): P’ = ag,, also mul} (1.6) gelten. Wenn das aber der
Fall ist, dann ist nach der letzten Zeile von (I.9) links und nach
(1.2)

agsP =V +ak+1- VX4 Y241,

Ferner ist identisch

-

11
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(a3 X+ a5 V)2 + (a1 ¥V — a5 X)? = (aiy + azp) (X2 V?), also
|an X +ap V]| < Vai + as Vxrqye

Nach der Transformation (I.3) ist aber 7" = a4 X+ ag0 ¥V -+ ayy P,
also
P Zag P—lag X + agY|
>V a5 +az 41 - V‘Y2 + Y2t — | ay +al, - ]//Yz‘lr‘ V2 >o.
W. z. b.ow.
Wenn zwei Punkte 7 == 1, 2 mit den J#-Koordinaten .Y, Y, P,
durch die Transformation (1.3) in 7" = 1/, 2’ mit den W-Koordina-

ten X, ¥/, P; iibergefiihrt werden, so ergibt sich aus den For-
meln (I.5) sofort, daf

X1 Xy 4+ VIVi—PiPy = X, X, + VY, — P, P,

2

ist, also auch cosh (17 2”) = cosh (12) und folglich (1" 2") = (12).

Es handelt sich also um eine umkehrbar eindeutige Zldngentreue

Abbildung der ganzen Ebene auf sich. Dabei geht jede Gerade

AX + BY -+ CP = o, bei der ja A%+ B* >(C? sein mub,
wieder in eine Gerade iiber. Denn nach (1.8) ist

AX + BY +-CP = A X'+ B'Y - C'P, wobei

A = Aay V- Bayp— Cay, B = Aay; + Bagy — Cayg,

C'—=—Aay — Bas, + Cag,,

also wegen (1.3)
A f B A2 B (2 >0
ist, so dall die Gleichung A’X” 4 BV’ 4+ '/ = 0 ecine Gerade

darstellt.

§ 2. Bewegung und Spiegelung

Die Gesamtheit unserer lingentreuen Abbildungen, die nach
den Kongruenzaxiomen natiirlich auch winkeltreu sind, bildet
eine Gruppe. Denn jede hat cine der Gesamtheit angehérende
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Reziproke und die Nacheinanderausfithrung von zweien wird
durch ein Matrixprodukt geleistet, wo jeder Faktor, also auch
das Produkt, dic Form X?% 4 ¥Y2-— P2 mit P >0 wieder in
X2 4- Y2 — P?mit P >o iberfithrt!. Diese Gruppe zerfillt aber
in zwel getrennte Kontinua. Denn wenn man

aj1 @12 A3
(I.10) Ay g agg | = 4

a3 dgzp Qg3

setzt, so folgt aus (I. 7) durch Ubergang von den Matrices zu den
Determinanten sofort: A% = 1, also ist 4 gleich 1 oder — 1.
Unsere Abbildungen zerfallen daher in zwei Klassen. Zur Klasse
mit 4 == 1 gehért z. B. die identische Abbildung X' = X, V' =V,
P’ == P; zur Klasse mit 4 = — 1 gehért die Abbildung X7 = X
V'—=—V, P'= P (Spiegelung an der x-Achse). Bei stetiger
Anderung der Abbildung kann sich auch die Determinante nur
stetig dndern. Daher kénnen zwei Abbildungen verschiedener
Klassen nicht stetig ineinander uUbergefiihrt werden. Dagegen
lassen sich zwei Abbildungen der gleichen Klasse stetig ineinan-
der tiberfithren. Man kann sich das genau wie in der Euklidischen
Ebene tiberlegen, etwa so:

Wenn zwei Punkte 1, 2 als Bilder die Punkte 1’ 2" haben und
wenn 4 ein Punkt zwischen 1 und 2 ist, so liegt sein Bild 4 zwi-
schen 1" und 2', weil ja (1" 4") + (4" 2') = (14) + (42) ist. Wenn
ferner 3 ein Punkt auBBerhalb der Geraden 12 ist, so dal3 sein Bild 3
auch auBlerhalb der Geraden 1’ 2’ liegt, und wenn 3 ein Punkt
zwischen 3 und 4 ist, so liegt auch 5’ zwischen 3" und 4’. Das be-
sagt aber: Wenn die Ecken eines Dreiecks 123 auf die Ecken des
Dreiecks 1" 2" 3" abgebildet werden, dann wird auch das ganze
Innere von 123 auf das Innere von 1’ 2’ 3’ abgebildet. Nun den-
ken wir uns die ganze Ebene in Zellen (Dreiecke) zerlegt; dann
ist auch die Bildebene in Zellen mit topologisch gleichem Aufbau

! Auch ohne die Zusatzforderung 2 > o bilden die linearen Transforma-
tionen, die die Form X2 -- ¥2— P? in sich tiberfiihren, natiirlich eine Gruppe.
Von dieser ist die uns interessicrende nur eine durch die Einschrinkung
@33 > o charakterisierte Untergruppe.
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zerlegt, die den Originalzellen kongruent sind, so daBl beide
Ebenen als Ganzes kongruent sind und durch Bewegung (im
Raume) so aufeinander gelegt werden koénnen, daB jeder Bild-
punkt auf sein Original zu liegen kommt. Damit sind aber auch
alle Bewegungen bereits erfal3t. Denn eine Bewegung (genauer:
das Resultat einer ausgefithrten Bewegung) ist vollig festgelegt,
wenn sie etwa die drei Punkte

uberfiuhrt in
X
X
X

= 0, Y,=o, Py =1,
=sinha, Y,=o0, P, = cosh a,
=0, Y3=sinhéb, Py=coshd
= (114 Y; = ¢o, Py = ¢y,

= C32, Yy = co, Py = ¢y,

== (13, Y5 = g, Py = ¢4,

wobei natiirlich ¢;, >0 und wegen (I.2) und aus Kongruenz-

griinden

(I.11)

2 2
€317 61—

2
Co1

2 2 2
Ca2—— C12 = Co9

2 2
€33~ (13

2
— Co3

I

I

i

-

» Ca1€3p — (11010 — (91699 = COSh g,
» Ca1lay— Cn1€13 — Ca1693 = cOSh &,
y a9l — C19013 — CyaCoy = cosha coshd

—

ist. Das wird aber durch die Abbildung (I.3) geleistet, wenn man

@3, . - ., @33 aus den neun Bedingungen berechnet:
1 211212213 o ‘19 21112013 sinh @
Co1 | = | #21922%23 o, Cog | = | 221822933 o ,
€31 431932 %33, 1 (32 23193233 cosh a
‘13 211412413 o
Co3 | = | ag1095045 sinh &
€33 \31@39a33 ] \ cosh b

Diese Bedingungen besagen
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cil = ai3’
¢;9 == a;, sinha + a5 cosha,
¢;3 = @;9 sinh & + a,, cosh &

fir 7 = 1, 2, 3 und die Auflésung nach «;, lautet

Cj9— €y cOsha €;3— €7y cosh &

@3 = Gi1y %1 = sinh « » o F2 T sinh &

Daher ist @33 = ¢3; >0 und mittels der Gleichungen (I.11) be-
stitigt man leicht, daf3 auch die Forderungen (I.5) erfiillt sind; es
handelt sich also wirklich um eine unserer lingentreuen Abbil-
dungen. W. z. b. w.

Wenn nun eine Zelle Z; denselben Umlaufsinn hat wie ihre
Bildzelle, so gilt das fiir eine anstoBende Zelle Z, ebenfalls, weil
Zy und Z, nebeneinander liegen und ihre Bildzellen ebenso. So-
mit haben alle Bildzellen denselben Umlaufsinn wie die Original-
zellen, so dal} die Abbildung einfach durch Verschiebung der
ganzen Ebene in sich zustande kommt (eigentliche Bewegung
der Ebene). Wenn dagegen eine Zelle den entgegengesetzten Um-
laufsinn hat wie ihre Bildzelle, so gilt dasselbe fiir alle Zellen, und
alle Winkel werden umgelegt. Die Bildebene ist ein Spiegelbild
der urspriinglichen und kann nur durch Herausbewegen in den
Raum punktweise auf die urspriingliche gelegt werden. Die eigent-
lichen Bewegungen kénnen nun offenbar stetig ineinander iiber-
gefiihrt werden, bilden also ein Kontinuum, so dal3 bei ihnen 4
konstant bleibt, und zwar = 1, weil das bei der identischen Ab-
bildung gilt. Ebenso bilden die Bewegungen mit Umlegung der
Winkel ein Kontinuum und es ist 4 = —1, weil das bei der
Spiegelung an der x-Achse so ist. Alle Bewegungen mit 4 = — 1
gehen aus denen mit 4 = 1 hervor, indem man nachtriglich noch
eine Spiegelung, etwa an der x-Achse, vornimmt. Wir wollen uns
daher auf die eigentlichen Bewegungen beschrinken. Sie bilden
natiirlich wieder eine Gruppe, weil ja, wenn zwei Matrices die
Determinante 1 haben, fur ihr Produkt dasselbe gilt. Eine Matrix,
fiir deren Elemente a;, die Formeln (1.5), (1.6) und 4 = 1 gelten,
wollen wir eine Kkinetische Matrix nennen, weil sie eben eine
Bewegung der ganzen Ebene in sich festlegt. Die Matrix (I.3) ist
also jetzt kinetisch.
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§ 3. Parameterdarstellung einer kinetischen Matrix

Bei einer n-reihigen Matrix

bekanntlich gegeben durch

1 o4
A aak; ’

O =

Fir die kinetische Matrix in (I.3) ist uns die Reziproke bereits als
der erste Faktor in Formel (I.7) bekannt. Durch Vergleich spe-
ziell der Diagonalelemente (die andern werden wir nicht brauchen)

mit der jetzigen Formel ergibt sich wegen 4 == 1
Q9o gy — @p3d30 == 411,
(I.12) @133 — 13031 = a2,

1199 — A12Q91

Daraus erkennt man, daB die sog. charakteristische Gleichung un-
serer kinetischen Matrix

@—an — a4 — a3
—amn O0—Aas —— Qx| = O
—das ——dzy P —dg

so aussieht:

03 — (ay + @pp + a33) 0% 4 (ay; + @ + ag3) 0 — 1 = o.

Es ist also die charakteristische Wurzel ¢ = 1 vorhanden.
Wir wollen jetzt fiur die neun Elemente a,, einer kinetischen
Matrix, zwischen denen die sechs unabhingigen Relationen (I.3)
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bestehen, eine rationale Darstellung durch 9 — 6 = 3 Parameter
geben oder, was auf dasselbe hinauskommt, 4 homogene Para-
meter. Aus (I.12), (I.5) und (I.9) ergibt sich

(@19 = ag)? + (agy T a)? = 422 + 432 + 451 + 431 T 2 ag;
=afy 1 Fay t 1 F2ag = ay+ 1T 2a, = (a5 T 1)
Daher ist
(I.13)

(ayg &= @p)? = (agy F 1 4 @9 T a@11) (@33 F 1 — @y = ayy)-
Weiter ergibt sich aus (I.12), (I.5) und (I.9) auch

(ays = ag)® — (agy = ay)® = 4?3 e 4?33 + 4:231 - ﬂ?1 T 2 a,

=—ahy— 14 a—1 F2ay=—ap—1TF2ay,
= — (@ £ 1)*%

Daher ist

(I.14)

(@13 = agy)? == (agz &= @y + gy == 1) (@33 &= @y — agy F 1).
SchlieBlich ergibt sich aus (I.12), (I.5) und (I.9) auch noch

2 2 . 2 2 2 2 0
(agg 4= @39)? — (agy 4= @pe)® = ayy — a3y + agze — a3 F 2ay
F 2

2 2
= —ap— 14+ ap—1TF2a; = —a;—1F 2ay

= — (ay = D%

Daher ist

(L.1g)

(@gs ot @30)® = (agy & @gg + @y £ 1) (@33 £ agp—ay; F 1).

Jetzt flihren wir die vier Abkiirzungen ein:

2
azy -+ g + a1 = 4 45,

! = 2

(1.16) A3y + @gp—ay; — 1 = 4 A7,
Agg— Qgy + ay — 1 = 4 s,

9

Agg— g —ay + 1 = 4 4y,
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da sich sogleich herausstellen wird, daB3 diese vier Ausdriicke = o
sind, also als Quadrate bezeichnet werden kénnen. Aus (1.16)
folgt sofort

L17) au———Aé——Az—}—Ag——Aé: 1 +2(A§——A§),
agy = Ay + Al — A5 — A5 =1+ 2 (4] — A43),
agy = Ay + A} + A5 + AF =1 + 2 (4] + 49),

und die Formeln (I.13), (I.14), (I.15) lassen sich jetzt so schreiben:

(@13 + ag)? = 1614?*43: (a1p — az)* = 16 A(Q)Ag,
(118)  (a1s + as)? = 16 AqA;, (a3 — ag)® = 16 A1 43,
(@95 + a39)® = 16 A:‘;Af, (ags — agp)* = 16 AgAg-

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB die vier Ausdriicke A%
gleiches Vorzeichen (o eingeschlossen) haben, und da ihre Summe
nach (1.16) gleich a43, also > o ist, muB es das positive sein, wie
oben behauptet. Wir kénnen nun unter A4, einen beliebigen der
beiden Wurzelwerte von A? verstehen und diirfen daher, wenn wir
in (1.18) die Wurzeln zichen, einfach festsetzen:

(I.19) @y + ag =4 A1 4y, ayy—ay = 44445,
(I.20) @3 + ag = 4 Ay Ay;

aber dann sind fiirs weitere Wurzelzichen die Vorzeichen schon
festgelegt und diirfen nicht mehr willkiirlich gewidhlt werden. Nun
ist nach (1.9), (I.5) und (1.19)

2 2 2 2 2 2 2 2
@iz — a3 = (@13 — ayy + 1) — (a3 —aj + 1) = aj; — ay,

= 16 A0A1A2A3 y
so daB sich nach Division durch (I.20) ergibt:
(L21) ayg— ag = 4 A1 Aj3.

Nur wenn Ay oder A, verschwindet, wire das eine unerlaubte
Division durch o, und nach (1.18) wire auch a;3— ay
= —4.A4; A3 moglich. Aber im Fall 4; = o kann man, ohne die in
(1.19) und (1.20) getroffenen Festsetzungen zu verletzen, die Para-
meter 4; und A4, ruhig in —A4, und —A4, umbenennen und im
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Fall 4, = okann man 4, in —A4; umbenennen. In beiden Fillen
kommt dann doch wieder (I.21) heraus.

Aus (I.19) sowie (I.20) und (I.21) ergibt sich
L22)  ayp=2(A,dy + Aods), ay =2 (A1d,— Ay Ay),
(1.23) ap=2(dod,+ A1 4s), ag =2 (dgAd;— A1 4,).

Jetzt fehlen uns nur noch a,3 und a@3,. Nach (1.9), (I.5) und (I.19)
ist

2 2 2 2 2 2
a33 — azy = (@33 — @3y + 1) — (@50 — asy + 1)
2 2
= @y — Ay = — 16 Ay A A A,

so daB wir aus den zwei untersten der Gleichungen (1.18), wenn
die Produkte A,4; und A,A; nicht beide verschwinden, nur
schlieBen kénnen:

(I.24) ag + a5y = =4 AgAy, agg—ag = F 44,4,

wo entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen richtig sind.
Wenn aber beide Produkte verschwinden, spielen die Vorzeichen
tiberhaupt keine Rolle, so da3 die Formeln (I.24) in jedem Fall
gelten.

Um jetzt das richtige Vorzeichen zu bestimmen, ziehen wir aus
(I.g) und (I.35) die untersten Formeln rechts heran:

Qo333 — Q9pQ39 == QAg1431, (A3pd33 —— Qgalog = dj0d;3.-
Durch Addition und Subtraktion kommt

(@33 — agp) (@g3 + agy) = @p1a3; + 12043,
(@33 + az0) (@93 — @3p) = @p 85 — @12015.

Aus (I.17) folgt aber
Qg — agy = 2 (A3 + A7), ag + ap =2 (47 + 49
und aus (I.22) und (I.23) folgt

Ay a3 + Aty = 84,4, (Ag + Ag):
anag — appay; = — 84,4, (Ag + Ai)s
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so daf} die vorigen Formeln tibergehen in

2 (45 + A?) (a9 + a3) =  8A,A, (4] + A‘i),
2 (A(z) + Ai) (@93 — agy) = — 84,4, (A(z) + Ai)

Nun kénnen die Faktoren A5 -~ A% und A% 4- A% nicht beide
verschwinden, weil thre Summe nach (1.16) gleich a45 >0 ist.
Daher ergibt sich durch Division, dall wenigstens eine der beiden
Formeln

agg + agy = 440 Ay, ay—agp = —44,4;4

richtig ist, und dann nach (I.24) auch die andere. Durch Addition
und Subtraktion folgt jetzt

(L.25)  agp=12(dyAd; — Ay Ady), ag=2(A¢A;+ Ay4y).

Zusammenfassend erhalten wir also fur eine kinetische Matrix die
Gestalt:

(1.26)
1+2(Ad;— A5 2(A4A14,+ AgAdy) 2(AgAdy + A4y
2(AyAy—Agdy) 1+2(A1— A5 2(ded,— A dy) |,
2(Aody— Ay dy) 2(dpdy+ Asdy) 14 2(A] + 43

wo zwischen den vier Parametern A4, die Relation 45— A% — A2
4 A% =1 besteht. Umgekehrt ist auch leicht nachzupriifen,
daB jede solche Matrix wirklich kinetisch ist. Denn a,, ist offen-
bar >0, und wenn man die Einser in der Diagonale durch
A — AT — A5 + A3 ersetzt, bestitigt man durch ganz elemen-
tare Rechnung, dal3 die Relationen (I.5) erfiillt sind, infolge de-
ren dann dje Determinante 4 nur gleich 1 oder — 1 sein kann.
Da aber 4 eine stetige Funktion der A, ist und speziell fir
A, = A, =A4; =0 den Wert 1 hat, ist 4 = 1. Wenn man die Ein-
ser in der Diagonale von (1.26) durch 42 — A% — A2 - A% ersetzt
und dann noch bei allen neun Elementen den gemeinsamen Nen-
ner A5 — A} — A} + A} anbringt, der ja gleich 1 ist, hat man die
gewiinschte Darstellung mit vier homogenen Parametern. Doch
ist es meistens bequemer, bei der Darstellung (1.26) zu bleiben.
Die Transformation (I.3) sicht dann so aus:
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(I.27)
X =142 —ADX + 2(4, 4, + Agdy) Y

+ 2 (AgAy + Ay Ay P,
V' =2(A;Ay— AgA) X + [1 + 2 (A]— AD]Y

+ 2(4oA— As4;) P,
P =244, — A A) X 4 2(AyA, + A, A4)Y

+ [1 4 2 (41 4 4] P.

§ 4. Die verschiedenen méglichen Bewegungen

Wir fragen zuerst, ob bei einer Bewegung ein Punkt fest bleibt,
das heil}t, ob er nach ausgefiihrter Bewegung wieder seinen alten
Platz einnimmt (Fixpunkt). Da die charakteristische Gleichung
einer kinetischen Matrix die Wurzel 1 hat, sieht es so aus. Die
I7-Koordinaten eines Fixpunktes mussen nach (I.27) dem
Gleichungssystem

(1.28)

(Ai— A X  + (A1dy + AgA) Y + (dgAdy + A1 A3) P = o,
(Aydy—Aody) X +  (A]—A4pY +<A0A1_A‘2A3>P == 0,
(Agdy— A1 A) X + (AgAy + Ay A Y+ (AT 4 AP =o.

gentigen. Die Auflésung ist, wie sofort zu schen,
X =14, =—214,, P=214,.

Damit das die /-Koordinanten eines Punktes sind, muB} 4 so
bestimmt werden, dall 2 >0 und P> — X2 — V2 = 1 ist. Das
ist dann und nur dann méglich, wenn 43 > A% -~ A3 oder, in
den a;, ausgedrlckt, wenn ayy - agy + @43 <73 ist, und zwar
ist dann
). = ___.—_Sigilga_::
VAai—ai—4:

und die #-Koordinaten des Fixpunktes f sind

(I.29)

X, = dasigndy oy —dasignds — _Hasignd,
I ) e - Ty v 3 ! - s as g%
}/“1_',—[1‘—4-1§ ’ 4 ]/A;,—A;—A._‘, d VA=A —41




134 Oskar Perron

Die Bewegung ist einfach eine Drehung um den Fixpunkt f,
wobei jeder Kreis mit dem Mittelpunkt in f so weit in sich ver-
schoben wird, daB3 die Radien wieder in Radien tibergehen.

Die GroBe dieser Verschiebung wird durch den Drehwinkel o
gemessen, den wir noch berechnen wollen. Dazu betrachten wir
einen beliebigen Punkt X, ¥, P, der vom Fixpunkt f den Abstand
7 haben mége. Der gedrehte Punkt X7, ¥, 2" hat von f naturlich
auch den Abstand » und mag von seinem Ausgangspunkt den
Abstand ¢ haben. Wenn man das gleichschenklige Dreieck der
drei Punkte durch eine Hohe in zwei kongruente rechtwinklige
zerlegt, liest man aus diesen ab:

sinh =
(1.30) sin — = ——>~(nach [6], § 28, Formel (I1)).

2 sinh »

Nun ist cosha = PP — X X' — V¥’ und wenn man fur X7,
Y’, P’ die Ausdricke (1.27) einsetzt, kommt nach leichter Rech-
nung, da P> =1 -+ X2 4 V?ist:

sinh? (-“—) = SR g AR (A 4D X
+ A+ AV —24,4, XY
— 24, A, XP + 24,4,V P.
Weiter ist

sign A, (A, P—A, X +A4,Y)

coshy =P, P— X X —V, V= e <~ also
/ 7 / Y A a3

i (AgP—A X 4+ A, V2= A4 AT+ A2
sinh? 7 = cosh? » —— 1 == -2 1 .,/'.,) = ke 3
As—AT—A;

Hier ist der Zdhler, wenn man ausquadriert und dann 22 durch
1+ X%+ V2% ersetzt, genau gleich dem oben gefundenen

Ausdruck fiir sinh® (£]. Aus (Ljo) folgt also sin? (%]

= A3 — A} — A;, und folglich cos? (—Z—) = AZ. Zusammen-
fassend haben wir also den

Satz I. 1. Wenn ayy -+ azy + agy <23, also Az > A% 4 A3 ist,
dann gidt es einen Fixpunkt, seine Koordinaten sind durch
(1.29) gegeben. Die Bewegung ist eine Drehung um den Fix-
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punkt, wobei der Drehwinkel o durch die Formeln sin® (%)
= A% — A% — A%, cos? (%) = A% gegeben ist.

Legen wir den Nullpunkt speziell in den Fixpunkt, so ist nach
(I.29) A, =0, Ay =0 und dann nach Satz L.1: 4] = sin? (%),

A% = cos? Z). Die kinetische Matrix (I.26) bekommt daher we-

. o . o o i
gen 1—2 sin? (?) = cosa und 2 sin - C0s — = sin a das
Aussehen
‘cosa —sina o0
(L.31) sin cosa 0
o) o) 1

und die Transformation lautet

(I.32)
X =cosa X —sinaV, V' =sinaX +cosal, P =P

Statt o hdtten wir auch —ao schreiben kénnen. Bei unserer Schrei-
bung bedeutet, wie man sich leicht tberlegt, positives o eine
Drehrichtung von der positiven x-Achse Giber den ersten Quadran-
ten zur positiven y-Achse.

Jetzt kommen wir zum Fall ay; 4 a5 + a33 > 3, also
A3<< A} + A% Da gibt es keinen Fixpunkt. Aber jetzt stellt die
Gleichung

— A, X+ A4,V +A;P=0

eine Gerade dar. Sie wird durch die Bewegung (1.27) Gibergefiihrt
in

0=—A X'+ A Y'+ A, P
= — A1+ 2 (A2 ADKX + 2(Ay Ayt Agdy) ¥+ 2 (Ao Ayt Ay A P}
+Ap{2(A1dy— Ao Al X+ [1 4 2(A]—A4)) Y + 2(A oA, — A, 45) P)
+ Agla(dy Ay Ay A X +2(A g dy+ Ay dy) Vo [1 + 2(42+ 4D)] P},

oder nach X, ¥, P geordnet, wobei sich viele Glieder wegheben,

0=—AX + A,V + A,P.
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Die Gerade geht also in sich selbst iber (Fixgerade). Dabei kann
aber ihre Durchlaufungsrichtung nicht umgedreht werden, weil
es sonst auf ihr einen Fixpunkt geben miBte; sie wird also nur in
sich verschoben. Fiir die Schubstrecke ¢ ergibt sich:

coshe= P P—X'X—-YVV
und wenn man fir X', ¥’, 7’ die Werte aus (1.27) einsetzt,

coshe=[1+ 243+ AD] P2 —[1 + 2 (4; — AD] X
— 1+ 24— 4] ¥?
— 4 A, A PX + 4 Ay A3PY — 44, 4,XY.

Dabei darf X, Y, P ein beliebiger Punkt der Fixgeraden sein.
Nun ist P? = 1 4 X% 4+ V2 und da der Punkt auf der Fixgera-
den liegt, ist — A4, X + A,V = —A43P, wodurch die letzte
Formel iibergeht in:

cosh ¢ = [1 + 2 (A] + 4D} (1 + X2+ ¥ —[1 + 2 (45 — 43 )] X°
[+ 24— AN\ V2 — 4 A2P2— 4 A1 A, XY
= 1+ 2(d] + A} +2(4; + AN X2+ 2 (4] + 4} V?
— 4 A3P2— 44,4, XY
= 1+ 2(4{+ 4 +2(4 X~ A, V)2 +2 A5 (X2 V) —q A3 P
= 14204} + A + 24P+ 245 (P2 — 1) —4 A5 P?
= 1424} + 45— A43).

Damit gewinnen wir den

Satz 1.2. Wenn ayy + agy + ass >3, also A << A%+ A3 ist,
dann geht die Gerade — A X + A,Y + A3P = 0o bei der
Bewegung in sich tiber (Fixgerade). Sie wird aber um eine Strecke
in sich verschoben, deren Ldnge ¢ durch die Gleichung cosh ¢
=1 2(A] + A:— A2) gegeben ist. Diese Bewegung heifit
Schicbung lings der Fixgeraden.

Macht man die Fixgerade —A4; X -+ A, Y 4 A3P =0 zur
y-Achse X = o, so ist Ay = 0, A5 = 0, also A; — A% =1 und
die kinetische Matrix (I.26) sicht so aus:
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1 o o
o 14242 24,4,
o 2444, 1424}

Nach Satz 1.2 ist aber jetzt

1 + 243 = cosh ¢, also sinh? (é) = A%, cosh? (—:—) =AY+ 1= 4L

B . ¢ c . .
Wegen sinh ¢ = 2 sinh = cosh7 kann man die Matrix auch
so schreiben:

1 o) o)
(1.33) o coshe¢ sinhe¢
o sinh ¢ coshe¢

und die Transformation lautet:

(I.34)
X' =X, YV'=coshcY 4 sinh¢P, P =sinhcY -+ coshc¢P.

Statt ¢ hitten wir auch —¢ schreiben kénnen. Bei unserer Schrei-
bung ist es so, dal} bei positivem ¢ der Nullpunkt in die positive
y-Achse geschoben wird.

In der Euklidischen Geometrie wird, wenn eine Gerade g in
sich verschoben wird, die ganze daran hingende Ebene mit ver-
schoben, das ist in der hyperbolischen natiirlich ebenso. Wihrend
aber in der Euklidischen auch die zu g parallelen Geraden in sich
verschoben werden, werden in der hyperbolischen keine weiteren
Geraden in sich verschoben, wohl aber die von g in konstantem
Abstand gewissermalen mitgezogenen Linien; das sind aberkeine
Geraden, sondern die Abstandslinien mit der Null-Linie g. Die
auf einer solchen krummen Abstandslinie gemessene Schub-
strecke ist nach [6], § 52 gleich ¢ cosh @, wenn @ der Abstand von
der Null-Linie g ist.

Nun bleibt noch der Fall a; + @sp + @33 = 3, oder also
A3 4 A% = A;. In diesem stellt die Gleichung

— A X + AV + AP = A, D (D >0)

12 Miinchen Ak. Sb, 1967
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eine Schar konzentrischer Grenzkreise dar. Sie gehen durch die
kinetische Transformation (I.27) nach der gleichen Rechnung
wie im vorigen Fall iiber in

e Ay X A A+ AP = Ay D.

Es geht also jeder Grenzkreis dieser Schar in sich selbst {iber und
wird nur in sich verschoben. Thr festbleibender unendlich ferner
Mittelpunkt M hat nach [1], S. 125 die Amplitude p, wobei
cos u = A [A,, sin u = —A,/A, ist. Jeder Radius geht wieder
in eine Gerade durch A7, also in einen andern Radius tiber. Daher
handelt es sich um eine Drehung um den unendlich fernen Punkt
M, eine sog. Paralleldrehung oder Grenzdrehung. Von einem
individuellen Drehwinkel kann hier nicht gesprochen werden,
wenn man nicht sagen will, er hat stets die Breite o.

Satz 1.3, I Fall ayy -+ agy + agg = 3, also A% - A% = A3 ist
die Bewegung eine Paralleldrehung (Grenzdrehung).

Macht man das positive Ende der x-Achse zum Mittelpunkt
der konzentrischen Grenzkreise, so mul3 deren Gleichung so
lauten:

X—P=—D (D>o).

Also ist Ay =0, 4;= A3(=a), Ay = 4= 1. Die kinetische
Matrix (I.26) ist also, wenn man wegen des doppelten Vorzei-
chens von A statt a eventuell —a schreibt:

1—2a2 2a 2a2
(I.35) —z2a 1 2a

—2a®* 2a 1+ 2a*

und die Transformation lautet:

X' =0—2aY)X + 2aY + 24%*P,
(1.36) V= —2aX 4+ V +2aP,
P = —2a’X + 24V + (1 +2a*P.

Daraus folgt sofort

’

X —P =X—P YV =VY—2a(X—P)
Y =V 424X —P).
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Das positive Ende der x-Achse (charakterisiert durch X — P = o,
¥ = 0) geht in sich tber. Die x-Achse ¥ = o geht in die Parallele
YV + 2a (X — P) = o uiber. Eine beliebige Parallele zur x-Achse
V + 26 (X — P) = o geht in die weitere Parallele ¥ -+ 2 (6 + a)
(X — P) = o iiber.

Zur Vereinheitlichung der Sprache ist es oft zweckmiBig, bei
einer Abstandslinie ithre Null-Linie, obwohl sie natiirlich cine Gera-
de und kein Punkt ist, als ihr Zentrum (Mittelpunkt) zu bezeich-
nen, und die Lote zur Null-Linie, die iibrigens auch Lote (Nor-
malen) zur Abstandslinie sind (Siehe [6], Satz XV.4), als ihre
Radien. Mit dieser Terminologie 148t sich ein Teil unserer Re-
sultate sehr einheitlich zusammenfassen:

Satz 1.4. Das Resultat einer Bewegung der wvollen Ebene in
stch besteht immer darin, daff eine gewisse Schar konzentrischer
Kreisformen (gewdhnliche Kreise oder Grenzkreise oder Ab-
standslinien) thren alten Platz wieder einnimmt, aber jede dieser
Kreisformen derart in sich verschoben ist, daff die Radien wieder
Radien sind.

§ 5. Kinetisch édhnliche kinetische Matrices

Wir haben drei Typen von Bewegungen der vollen Ebene in
sich kennen gelernt: Drehung um einen festen Punkt, Schiebung
lings einer festen Geraden, Grenzdrehung um ein festes Ende.
Wenn wir nur die Existenz dieser Bewegungstypen hitten be-
weisen wollen, dann hitte es geniigt, fir jeden Typus ein Beispiel
vorzufithren, wie das schon Liebmann [4], S. 79 gemacht hat.
Aber das Wesentliche unserer Bemithungen war ja der Nachweis,
daBl es keine anderen Bewegungen mehr gibt. Wir haben auch
fiir jeden Typus durch Ubergang zu einem passenden Koordi-
natensystem einen handlichen Vertreter ausfindig gemacht.
Aber dazu ist noch einiges zu sagen. Der Ubergang zu einem
anderen gleichorientierten Koordinatensystem kann nidmlich,
weil ja alle Lingen fest bleiben und die Winkel nicht umgelegt
werden, auch nur durch eine lineare Transformation mit kineti-
scher Matrix bewirkt werden. Haben wir irgendeine Bewegung

12*



140 Oskar Perron

mit der kinetischen Matrix 4 und gehen wir vom Koordinaten-
system X, ¥V, P zu einem neuen .Y, ¥, 2 iiber mittels der kineti-
schen Matrix B, so gelten wegen der Bewegung die Formeln

X E AW o X
V) )=4 Y), )7'>:A 74
P P 7 V3

und wegen der Koordinatentransformation die Formeln

X % X b
(17 =B| Y], v )|=258 Y'),
Cad Ca v 2

woraus folgt:

X X\ (X
V| =BaB (P | =47
7 r )2

Nun heifit bekanntlich eine Matrix 4 zu einer zweiten A ihnlich,

wenn es eine dritte Matrix & gibt derart, dall 4 = BA B! ist.
Dieser Begrift ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und hat
noch andere bemerkenswerte Eigenschaften (siehe [2], S. 152f.).

Wir wollen nun speziell zwei Ainetische Matrices A und A Fine-
tisch dhnlick nennen, wenn es eine kinetische Matrix B gibt, fir
die 4 = BAB-1 ist. Mit diesem Begriff, der natirlich wieder
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, lassen sich unsere Resul-
tate so formulieren:

Satz L.5. Jede kinetische Matrix ist einer Matrix der Form
(1.31) oder (1.33) oder (1.35) kinetisch ihnlich.

Nun kann man noch fragen, ob diese Typen wirklich alle ver-
schieden oder vielleicht zum Teil einander kinetisch dhnlich sind.
Klar ist, daf3 eine Drehung durch keine Koordinatentransforma-
tion in eine Schiebung oder Grenzdrehung verwandelt werden
kann, auch keine Schiebung in eine Grenzdrehung. Auflerdem
kann, da eine Koordinatentransformation winkel- und strecken-
treu ist, aus einer Drehung um den Winkel o nicht eine Drehung
um einen anderen Winkel und aus einer Schiebung um die Strek-
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ke ¢ nicht eine Schiebung um eine andere Strecke hervorgehen.?
Dagegen haben wir bei der Matrix (I.35) noch keine besondere
Bedeutung der Grofle @ kennen gelernt. Und in der Tat hingt
diese nicht von der Bewegung, sondern von der Wahl des Null-
punkts auf der bereits festgelegten x-Achse ab. Es gilt der

Satz 1.6. Die Matrix (1.35) ist fiir positives bzw. negatives a

der ftir a = 1 bzw. a = —1 entstehenden Matrix
-1 2 2 —1 —2 A
—2 1 2 bzw. 2 1R
—2 2 3 St 3

Finetisch adhnlich.
In der Tat sind

‘coshe o sinhe " coshe o —sinhe)
0] 1 o} und o 1 6}
sinhs o coshe —sinh¢ o cosh ¢

zwei zueinander reziproke kinetische Matrices (Schicbungen lings
der xz-Achse) und man rechnet leicht nach:

coshe o sinhe\ /—1 2 2! coshes o —sinh¢)
le) 1 o +F 2 1 +2 o) 1 o)
sinhe¢ 0 coshe/ \—2 F-2 3/ \—sinhe¢ o cosh ¢
1—2exp?c 4+ 2zexpe 2explc
= F2cxpe 1 +2expec };

—2exp®c ZF2expc 1+ 2explc

exp ¢ kann aber jede positive Zahl a sein.

1 Allerdings sind zwel Schiebungen mit den Schubstrecken ¢ und — ¢ nicht
nur spiegelbildlich zueinander, sondern gemii der Formel

—1 o o 1 o 0 (1 o o) —1 o0
0 —t o o cosh e sinhe - to cosh ¢ —sinh ¢ o —1
o o 1 o sinh ¢ cosh c/ o —sinh ¢ cosh ¢ o o

auch kinetisch ihnlich, wihrend zwel Drehungen mit den Drehwinkeln
a und —a es nicht sind,
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Die beiden in Satz 1.6 auftretenden Matrices sind nicht kine-
tisch dhnlich, reprisentieren also zwei verschiedene Bewegungs-
typen, die nicht durch Koordinatentransformation auseinander
hervorgehen. In der Tat sehen die zugehorigen Transformations-
formeln so aus:

1Y’:_:~——X‘_{:2Y+2P, Y/"'_‘:FQIY_{_Y:*:?'P’
PI::——-szIIZY—i-?)P.

Da stets P > in ist, ist also beim oberen Vorzeichen ¥V’ >> ¥,
beim unteren aber V' < V. Es wird also die x-Achse um ihr posi-
tives Ende beim oberen Vorzeichen in die Halbebene ¥ > o,
beim unteren Vorzeichen in die Halbebene ¥ <7 o hineingedreht.
Es handelt sich also um entgegengesetzte Drehungen, die nicht
durch Bewegung der Ebene ineinander Gibergefiihrt werden kon-
nen, sondern nur durch Spiegelung.

§ 6. Ein bemerkenswerter Unterschied gegeniiber
der Euklidischen Geometrie

In der Euklidischen Geometrie sind zwei nacheinander ausge-
fihrte Schiebungen vertauschbar und das Resultat ist wieder eine
Schiebung. Die Schiebungen bilden also eine Abel’sche Gruppe.
In der hyperbolischen Geometrie ist das ganz anders. Es wird ge-
niigen, hier zwei typische Gegenbeispiele anzugeben.

Erstes Beispiel: Die beiden Matrices

cosha o sinha 1 o o
A= 0 1 o " B =0 coshé sinh 6
sinh @ o cosha, o sinh 6 coshé

stellen Schiebungen dar, die erste lings der x-Achse, die zweite
lings der y-Achse. Sie sind nicht vertauschbar. Denn im Produkt
AB ist z. B. das zweite Element der ersten Zeile gleich sinh a
sinh 4, im Produkt B4 ist es 0. Die Summe der Diagonalele-
mente ist aber in beiden Produkten gleich cosh @ -+ cosh & -
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cosh @ cosh 4, also > 3, so daB beide Produkte wieder Schiebun-
gen darstellen.

Zweites Beispiel: Die beiden Matrices

‘cosha o sinh a 142 (A2 —AY 24,4, 2444,
A= o 1 o |, B= —2A,4; 1—2A4% —2A4,4,
sinh 2 o cosh a 24,4, 24,43 1+2A45

mit 42 > A%, Ay = + V1 + A2 — A2 stellen Schiebungen dar;
die erste lings der x-Achse, die zweite ist der Spezialfall 4; = o
der Matrix (1.26) und stellt nach Satz 1.2 wegen A3 >> A% eine
Schiebung lings der Geraden A4,Y 4 43P = o dar. Die Pro-
dukte 4 B und B4 sind wieder verschieden. Aber in beiden ist die
Summe der Diagonalelemente gleich

(1.37) cosha(z-+4A%—2A4) 4+ 1—2A%+ 4sinha dy4,.
\ 3

Nun spezialisieren wir, wihlen a positiv, aber so klein, daf3

. a .
cosh a << 1 + a? sinh a > —- ist, sctzen etwa A, = 1, A2
- 1—a® und nehmen fiir 4, das negative Vorzeichen der Qua-

dratwurzel, also 4, = —]/1 -+ @2 Dann wird der Ausdruck
(1.37) kleiner als

(14 a% (44 2a%) — 1+ 2a% — 4sinha V1 + a2
<34+ 8a 424t —4 21,

er wird also fiir hinreichend kleine @ kleiner als 3, und das besagt
nach Satz I.1, daB die Produkte 48 und B4 keine Schiebungen
darstellen, sondern Drehungen.

Andererseits kann man aber auch so spezialisieren, da8 der
Ausdruck (I.37) beliebig groB, also >3 wird (auch bei nega-
tivem 4g). Man braucht bloB 4, gentigend groBl zu nehmen.
Dann werden die Produkte 428 und BA wieder Schiebungen.
Und aus Stetigkeitsgriinden kann man dann auch so spezialisie-
ren, dall der Ausdruck (1.37) gleich 3 wird; dann sind 4B und
B A Paralleldrehungen.
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Zweites Kapitel: Die Bewegungen des Raumes

§ 7. Lingentreue Abbildung

Im Raum erreicht man nach Einfithrung eines rechtwinkligen
Achsenkreuzes den Punkt mit den Koordinaten z, y, z, indem
man vom Nullpunkt aus auf der x-Achse die Strecke x (mit Vor-
zeichen) abtrigt, dann vom Endpunkt aus in der xy-Ebene senk-
recht zur x-Achse die Strecke y (mit Vorzeichen) und schliellich
vom jetzt erreichten Endpunkt aus senkrecht zur xy-Ebene die
Strecke z (mit Vorzeichen). Unter den WW-Koordinaten X, V, Z, P
des Punktes versteht man dann die Ausdriicke

(I1.1)

X = cosh z cosh ¥ sinhx, ¥ = cosh z sinhy, Z = sinh 2,

P = cosh z cosh y cosh x.
Dabei besteht die Identitiit
(11.2) P X2 V2 7%=
und es ist stets P >>o0. Jedes reelle Zahlenquadrupel X, V, Z, P’
mit £ > o0, das der Gleichung (I1.2) geniigt, reprisentiert genau

einen Punkt. Der Abstand zweier Punkte 7 = 1, 2 mit den /-
Koordinaten X, V;, Z,, P, ist gegeben durch die Formel

cosh (12) = P\ Py, — X, X, — YV V,— 2, Z,
und die Gleichung ciner Ebene lautet
AX + BY + CZ 4+ DP = o,
wo die Konstanten 4, B, C, D der Ungleichung A% 4 B% 4 (*

> D? geniigen.
Nun betrachten wir die lineare Transformation
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Q19 Q13 A4
Q9o Qg3 Aoy
QAgo QAgz QA34

NENEERS

Qg Qy3 Qg4 \

und wollen erreichen, daB3, wenn X, V, Z, P W-Koordinaten eines
Punktes sind, fir X, ¥’, Z', P’ dasselbe gilt. Dazu ist notwendig

und hinreichend, dal3

(Ilg) X4+ V24 22—

ist, also
(Il.5)
2 2 2 2
ayy + as + ay —ay = i,
2 2 2 2
QY + a3 + Qgp—— Ay = 1,
2 2 2 2
ays + as + az3 — a3 = 1,

I
I

2 2 2 2
ayy + asy + ay — ayy

Pr=X24 Y24+ Z2— P?

@111 + @91 A0y + A31830 — Ay1ay4s
A11@13 1 @91@a3 + Ag1dg3 — Aydy3
@31814 A9y Agq = A31834 — Ag1a44
Q1213 + Q@93 + A3pd33 — Q43443
A19a1y 1 Aglay T Agod3y — A4pdyy
@131 -F A9y + Q33034 — Ay3yy

.’:O’
—_—‘O,
=O’
:0,
_'—_O,
=0

und daB} auBerdem fiir 2 > o stets 2’ > o wird. Diese zusitzliche
Forderung werden wir gleich durch

(I1.6)

@y >0

ersetzen konnen. Zunichst bemerken wir, daf3 die Gleichungen

(I1.5) soviel besagen wie die
(11.7)
apn @y Az Ay
A1g 3y dgy — Qg
A1z Qgz A3z — Q3
T @1q T Qog A3y Ay

Matrixrelation

apy iz Q13 a1y
@91 QAgg Aoz Ay
@31 Age dzz dgy
Ay g2 Qyz Ay

* | = £ (Einheits-

matrix).

Der erste Faktor ist also die zum zweiten reziproke Matrix, so dal
die eindeutige Umkehrung der Transformation (I1.3) so aussieht:
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X a1 da 4z A X’
Y T Qg2 dzp —Qyg ¥
(11.8) = i
A @yg  dag  Agz 43 Zz
& T yq TTdey T dyy Ayy 7 24

und auch die zu (I1.5) analogen Formeln gelten:

(1L9)
2 2 2 2

ay + ayy toay—ay = 1,
2 2 2 2

a3+ asy + sy — a5y = 1,
° 2 2 2

a3 + @z + @yg—azy = 1,
2 2 2 2

Ay + agp + apy—ay = —1,

Um nun zu zeigen, daB

falls 2 > o, durch a4 >0

a9 + @radgs - Ay3ay3— a1y agy =
@y1a31 T A19a30 + Ay3a33— A13a34 =
1151 + 19040 + A13a43— @140y =
@931 + Agaass - a3y — A31d34 =
gy + Ayayy + 33043 — a4y —

Q51041 T Q3945 1 A33Q43 — Q34044 =

die obige Zusatzforderung P’ > o,
ersetzt werden kann, bemerken wir

zuerst, daB3 die Transformation (I1.3) speziell fur den Nullpunkt
X=Y=27Z=o0, PP =1cergibt: P = ay,; alsomubB a,, >>osein.

Wenn das aber der Fall ist,

(I1.9) links und nach (II.2)

dann ist nach der letzten Zeile von

444P=V‘li1+ﬂiz+ﬂis+1'1/;Y2+Y2+Z2+1-'

Ferner ist identisch

(anX + apV + ayp Z2)* = (ﬂi1 A 432 + aiz) (X2 4 Y2427
—(an Y —ap g X)P—(anZ —ap V) —(a, Z —ap V)3,

also

lag X + apV +apZ| < Vf;i:: fl—iz_‘l_ﬂ—i; : L'I‘Yi ‘?‘“Yé + Z2

Nach der Transformation

+ a2 4 ayy P, also

(I1.3) ist aber P' = agX 4+ ap ¥V

Pz ay P —lagX +apV + apZ|

[\l

Vaiy + afy + als + 1 VX YR 2

=— l/fli1 + aiy - ﬂf; . ]/X2 —{:_172_—{— Z? >o. W. z. b.w.

© 0 0 0 00
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Wenn zwei Punkte 7 = 1, 2 mit den W/-Koordinaten X, ¥, Z,,
P, durch die Transformation (II.3) in ¢ = 1’, 2’ mit den W-
Koordinaten X}, ¥/, Z;, P; iibergefiihrt werden, so ergibt sich

aus den Formeln (I1.35) sofort, dal3
XX+ VY, +212g— PPy = X, Xy + V1V, + 2, Zy— P, P,

ist, also auch cosh (1" 2") = cosh (12) und folglich (1" 2") = (12). Es
handelt sich also um eine umkehrbar eindeutige Zéngentreune Ab-
bildung des ganzen Raumes auf sich. Dabei geht jede Ebene
AX + BY + CZ + DP = o wieder in eine Ebene iiber. Denn
nach (II.8) ist

AX +BY + CZ+DP =A'X' - BY +C'Z + DP,

wobei A = Aay+ Bayp -+ Cayy— D ayy,
B = Aay -+ Bas + Cayy—D ay,
C'= Aay + Bagy + Cags— D agy,
D' =-—Aday— Bapy—Cay -+ D ay,,

also wegen (I1.5)
A2+ B4 C2— D' = A2 B>+ C2— D% >o0

ist, so dal} die Gleichung A’ X" - B'Y' 4 C'Z' + D'P’ = o eine
Ebene darstellt. Die Gesamtheit unserer Transformationen bildet
natiirlich wieder eine Gruppe. Diese zerfillt in zwel getrennte
Kontinua. Denn die Formel (I1.7) lehrt, da3 die Determinante 4
der Transformation (II.3) gleich 1 oder —1 ist, und ganz ent-
sprechend wie in § 2 Giberlegt man sich, daf3 die Transformationen
mit A = 1 den Raum als Ganzes kongruent (das ist lingentreu
mit Erhaltung der Orientierung) auf sich abbilden. Das sind also
die Bewegungen des Raumes, sie bilden natiirlich auch schon eine
Gruppe. Dagegen bilden die Transformationen mit 4 = — 1
zwar auch den Raum als Ganzes lingentreu auf sich ab, aber mit
Umbkehrung der Orientierung. Die Bildpunkte kénnen nicht durch
Bewegung des (dreidimensionalen) Raumes mit den Originalen
zur Deckung gebracht werden, sondern es muB noch eine Spiege-
lung an einer Ebene hinzukommen. Wir wollen nun eine vier-
reihige Matrix, fur deren Elemente die Formeln (I1.3), (11.6) und
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A4 =1 gelten, eine kinetische Matrix nennen, weil sie eben cine
Bewegung des ganzen Raumes in sich festlegt. Die kinetischen
Matrices sind, wenn man von der Forderung (I11.6) absieht, in der
Literatur bereits weitverbreitet, es sind die Lorentztransforma-
tionen der Physik, wenn man die Lichtgeschwindigkeit gleich 1
setzt.

§ 8. Die moglichen Bewegungen, falls die kinetische Matrix
die charakteristische Wurzel 1 hat

Sei A4 eine kinetische Matrix mit den Elementen ¢;,, £ die Ein-
heitsmatrix. Die charakteristische Gleichung IA —0p E| = O ist

(IL.10) ot —p 0 - gio¥—"rp - si= 0,

wo p die Summe der Diagonalelemente von 4, ¢ die Summe der
zweirethigen, » die Summe der dreireihigen Diagonalunterdeter-
minanten und schlieBlich s die Determinante AI, also gleich
A =1 ist. Die zum ¢** Diagonalelement a;,; adjungierte drei-
reihige Unterdeterminante o, ist aber nach dem zu Beginn des § 3
erwihnten Satz, da |A| = 1 ist, gleich dem 7'" Diagonalelement
der um die Hauptdiagonale gedrehten Matrix, also wieder gleich
a;;. Daher ist » = p und, da auch s = 1 ist, ist die charakteristi-
sche Gleichung eine reziproke (vgl. {5], § 17). Sind ¢;, 04, 03, 9,
ihre Wurzeln, so sind also 07!, p3%, 03, 0;' ebenfalls diesc
Wurzeln. Daraus 1406t sich schlieBen, dal3 die charakteristische
Wurzel p = 1, wenn sie (ausnahmsweise) einmal vorhanden ist,
eine Doppelwurzel (oder sogar eine vierfache) sein mul3. Doch
werden wir davon keinen Gebrauch machen, es wird sich von
selbst herausstellen.

Wir behandeln zuerst gerade diesen Ausnahmsfall. Da hat das
Gleichungssystem

= a7+ apU + a V -+ ay W,
= ag T + aooU + g3V + as, W,
= ag1 1 -+ azg, U + ags V 4 agy W,
=anl + awuU + apV 4 ay, W

(IL.11)

SIS
i
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cine nichttriviale Lésung und wir miissen nun verschiedene Fille
unterscheiden.

Erster Fall: Das System (II.11) hat eine Lgsung mit
W2 > 724 U?+ V2 Dann kénnen wir durch einen Proportio-
nalititsfaktor erreichen, daB W?— 72 —U?—FP2—=1und W >0
ist,sodaB X =7,V = U, Z =V, P= IV die W-Koordinaten
eines Punktes sind. Das ist dann bei der Bewegung ein Fix-
punkt. Wir legen jetzt das Koordinatensystem so, daB der Null-
punkt X =0, ¥ =0, Z = 0, P = 1 gerade dieser Fixpunkt ist.
Dann bleiben bei der Bewegung alle Abstinde vom Nullpunkt
erhalten. Es ist also 2’ = P, so daB in der Transformation (II.3)
die Gleichung £’ = P enthalten sein mu8. Das besagt aber, daf3
Qg = g9 == ay3 = O, a4y = 1 ist. Aus der vierten der Formeln
(I1.5) links folgt dann noch ay, = ayy = a4, = 0. Die Transfor-
mation (I1.3) gewinnt dadurch das Aussehen

X" ay @ @y X
(IT.12) V') = | ay s asy b P'= P,
z @31 @32 d33 Z

wobei die dreireihige Matrix nach den Formeln (II.5) und 4 = 1
einfach eine orthogonale ist, wie man sie aus der Euklidischen
Geometrie kennt. Da weil man, dal3 nochmals die charakteristi-
sche Wurzel p = 1 vorhanden ist und daB es drei bis auf einen
Proportionalititsfaktor eindeutige! Zahlen 7/, m, » gibt, fur die

[ = an !+ apm + agn,
m = ag; ] 4 a4y m + asy n,
n = ag !+ asam + asgn

ist. Daher sind die Punkte der durch den Nullpunkt gehenden
Geraden X': V:Z = /:m:n lauter Fixpunkte und die Bewegung
ist einfach eine Drehung um diese Gerade (Rotationsachse). Die
zu ihr senkrechten Ebenen sind dann Fixebenen, die in sich selbst
libergehen und um ihren Schnittpunkt mit der Rotationsachse
gedreht werden. Auch alle Kugeln mit Mittelpunkt auf der
Rotationsachse gehen in sich {iber, sind also Fixgebilde und das

U AuBer im trivialen Fall der Einheitsmatrix.
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gleiche gilt fir die Grenzkugeln, dic ein Ende der Rotationsachse
zum Mittelpunkt haben.

Wihlt man die Rotationsachse, die ja durch den bereits ge-
withlten Nullpunkt geht, als z-Achse, dann bleibt die Koordinate
2, also auch Z = sinh z fiir jeden Punkt unverindert. In der
Transformation (II.12) mul} also die Formel Z’ = Z enthalten
sein, was besagt, daB ay; = @55 = 0, @45 = 1 ist. Aus den Formeln
(I1.5) links folgt dann noch a3 = @3 = 0 und fur die vier noch
iibrig bleibenden a,, muf3 nach (II.5) und wegen 4 = 1

2 2 2 2 o
ayy +ay =1, ap @ =1, apaye + andas, =0,
1) Qg — Qy9d9 = 1
sein, so daf} man
@y = Qgg = COS &, Qg = — A5 == SIN o

setzen kann. Die Matrix A sicht daher bei der getroffenen Wahl
des Koordinatensystems so aus

cosee ~—sina O O

sin o cosx O O

(IT.13) ° o i
o) o) o 1

und die Transformationsformeln lauten

(IT.14)
X =cosaX —sinay, YV =sinaX +cosaY, Z'=Z, P =P.

Die Bewegung ist eine Drehung um die z-Achse und o ist dabei
nach § 4 der Drehwinkel. Die charakteristischen Wurzeln der
Matrix (I1.13) sind 1, 1, cos o =4 ]/:_1 sin . In unserem Resul-
tat steckt auch der

Satz IL1. Wenn eine Kugel sich so bewegt, daf ihr Mittel-
punkt fest bleibt, dann ist das Resultat eine Drehung um einen
ihrer Durchmesser.

Zweiter Fall. Das System (II.11) hat keine Losung mit
W2 > 7% 4- U? 4 V? wohl aber einemit /2 < 72 4- U2 4 V2,
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Dann kann es keinen Fixpunkt geben. Aber jetzt stellt die Glei-
chung

(IL.13) T7TX+UY - VZi—WP=o
eine Ebene dar, die durch die Transformation (I.3) Gibergeht in

T (apnX + ayY + apyZ + ay P)
+ Ulan X + a9V + ap Z + agy P)
+ Vi(anX + an¥ + aypZ + ag P)
— Wlagy X + ap¥ + a2 + ay P) = o.

Nun ist uns aus (I1.7) die reziproke Matrix 4~1 bekannt, so
dall wir die Gleichungen (II.11) durch Auflésung nach den
rechts stehenden 77, U, V, W auch so schreiben kénnen:

T = anT 4+ anU+ayV—ay W,
U= apT+ayU-+auV—apW,
V s T - aog U F- 53 V—ays W,
W=—ay T —ay U—au V-+ayu W

(I1.16)

ll

Daher geht die vorige Gleichung, wenn man nach X, V, Z, P
ordnet, tberin 7X -+ UY 4 VZ — WP = o. Die Ebene (II.13)
geht also bei der Bewegung in sich selbst liber (Fixebene). Wihlen
wir sie als yz-Ebene X = 0, so muf3 das System (11.11) und das
damit gleichbedeutende (II.16) die Losung 7 =1, U=V =
= W = o haben. Daher ist a;; = 1, ay = a3y = @y = @10 =
= a;3 = ayy, = 0. Die Transformation (II.3) sieht also jetzt so
aus:

e Qg Qa3 Qo v
(IL.17) X' =X, ZI) = | @32 A3z a3 Z),
7 242 43 A4q p

wo die dreireihige Matrix die Determinante 1 hat, also kinetisch
ist, so daB die Orientierung der Fixebene erhalten bleibt.? Daher

1 Es kommt auch vor, daB eine Fixebene bei der Bewegung ihre Orientie-
rung umkehrt, z. B. bei Kehrtwendung um eine Achse, das heillt bei Dre-
hung um den Winkel 7, geht jede Ebene, in der die Achse liegt, in sich selbst
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kénnen wir an die Ergebnisse des ersten Kapitels ankniipfen.
Wenn a,y + ag3 + @44 <3 wire, so gibe es nach Satz .1 in der
Fixebene X = o einen Fixpunkt, was unserer jetzigen Voraus-
setzung widerspricht. Wenn dagegen ay, -+ a3 -+ a4 >3 ist,
dann gibt es in der Fixebene X = o nach Satz I.2 eine Fixgerade,
die nur in sich um eine Strecke ¢ verschoben wird. Machen wir
diese zur z-Achse, dann gewinnt die Matrix in (I1.17) in Analogie
zu (1.33) das Aussehen

1 0 o
o cosh ¢ sinhe¢
o sinh¢ coshe¢

Unsere vierreihige Matrix ist daher

o o) o)
1 o) o
o cosh¢ sinhe¢
o sinh¢ coshe¢

(11.18)

© 0 O ~

und die Transformation lautet

(I1.19)
X' =X,Y'=Y, Z' =coshcZ 4 sinh¢P, P =sinhcZ 4 cosh ¢ P.

Die charakteristischen Wurzeln der Matrix (I1.18) sind 1, 1,
cosh ¢ 4- sinh ¢. Die Bewegung ist eine Schiebung lings der
z-Achse, die um die Strecke ¢ in sich verschoben wird. Nicht nur
die Ebene X = o, sondern alle Ebenen durch die z-Achse und
nur sie sind Fixebenen und alle (in diesen liegenden) Abstands-

iiber, ist also Fixebene, sie kehrt aber ihre Orienticrung um. Anderes Beispiel:
Wenn eine der drei Matrices

't o o o —1 o o o —1 o o o
O @y Qy3 ap O — @y Ay Ay O a3 ~—ay Ay
O @y a3y ay |’ 0 —ay, ayp ay |’ O a3y ~— a3y Ay
O ay a3 ay O gy dyz Q. V0 4y — a3 Ay

kinetisch ist, dann sind es die anderen auch. Fiir die durch die zweite odcr
dritte Matrix vermittelten Bewegungen ist X = o eine Fixebene, die ihre
Orientierung umkehrt, weil die Matrix aus den letzten drei Zeilen und Spalten
die Determinante — 1 hat, also nicht kinetisch ist.
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linien mit der z-Achse als Null-Linie werden in sich verschoben,
und zwar um eine auf der krummen Abstandslinie gemessene
Strecke der Linge ¢ cosh ¢, wenn a der Abstand von der z-Achse
1st.

Es bleibt noch die Moglichkeit ayy + @35 + @44 = 3. Da macht
die Fixebene X = o nach Satz I.3 eine Paralleldrehung, wobei die
Punkte der Fixebene sich auf einer Schar konzentrischer Grenz-
kreise bewegen, deren Radien wieder Radien werden. Macht man
das positive Ende der y-Achse zum Mittelpunkt dieser Grenz-
kreise, so bekommt die Matrix (I1.17) die Gestalt (1.35), und nach
§ 5 genligt es, @ = - 1 zu setzen, wodurch die beiden in Satz 1.6
angegebenen Matrices entstehen. Die ganze vierreihige kine-
tische Matrix ist also

i o o o

o —1 42 2
(I1.20) o T2 e

o —2 42 3

wo die oberen und unteren Vorzeichen zusammen gehéren, und
die Transformation lautet:

(IT.21)
X' =X, VV=—-Y+2Z+2P,
7 =F2Y4+Z 4+ 2P, P=-—2V427+3P

Die charakteristischen Wurzeln sind hier alle vier gleich 1. AuBer
der Ebene X = o sind auch alle Ebenen X + a2 (Y —P) =0
Fixebenen. Sie bilden ein Parallelbiischel mit dem positiven Ende
der y-Achse als einzigem gemeinsamen (unendlich fernen) Punkt
(unendlich ferne Geraden gibt es nicht). Aber keine Fixebene
kann eine Fixgerade g enthalten, die in sich verschoben wird.
Sonst hitten wir den vorigen Fall und alle Fixebenen hitten die
Fixgerade g, wihrend doch die Fixebene X = o sie nicht ent-
hilt, sondern eine Paralleldrehung macht. Somit miissen jetzt alle
Fixebenen ebenfalls Paralleldrehungen machen. Wir wollen
diese Art von Bewegung, wo es also ein Parallelbuischel von Fix-
ebenen gibt, die ihrerseits in sich Paralleldrehungen machen, als
»rdumliche Paralleldrehung*’ bezeichnen,

13 Minchen Ak. Sb. 1067
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Dritter Fall: Das System (II.11) hat nur Losungen mit
W2 = T? 4 U? + V% Dieser Fall ist unmoglich. Denn wenn es
iiberhaupt eine Losung mit W2 = 72 4 U? + V2 gibt, dann
gibt es auch eine mit W2 > 7% + U? 4 2 oder ecine mit
W2 < 7% 4 U2+ V2 so daB in Wahrheit der erste oder zweite
Fall vorliegt.

Beweis. Wenn es eine Losung mit W2 = 72 - U? 4 2 gibt,
dann stellt die Gleichung 7X 4+ UY + VZ — WP = —DW
mit [ >>o0 eine Schar konzentrischer Grenzkugeln dar, die bei
der Bewegung in sich tibergehen. Wir wollen das Koordinaten-
system so wihlen, daB der Mittelpunkt dieser Grenzkugeln das
positive Ende der y-Achse ist, so daB die Gleichung der Grenz-
kugelschar so lautet: ¥V — P = —D. Dann mull das System
(IT.11) und folglich auch (I1.16) erfillt sein fir 7 =V = o,
U= W =1. Esist also

Qs F @14 =0, ag + asy =1, az + ag =0, Ago + agyy =1,

Qg1 — Qg1 = O, Qgp— gy =1, Qg3 — Q43 = 0, —dgy + Ay = 1.
Setzt man daher
Qg ==2Q, Ago =20, Ay = 2¢, Ay = 2d, gy = ¢,

dann kommt der Reihe nach

A= —2a, sy = —26b, ay = 2¢, a,5=24d,
a42= 1—-8, a24=e_1, {122’:2-—8

und unsere Matrix sieht so aus:

ay; 2a a3 —2a
2¢ 2—e 2d e—1
as 26 ayy —26
2¢ 1—e 2d e

Ihre Determinante, die gleich 1 sein mu8, ergibt sich sofort, wenn
man zu der vierten Spalte die zweite addiert und dann von der
zweiten Zeile die vierte abzieht; so kommt

1133 — Q1343 = 1.
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Nach den Formeln (IL.5) erste und dritte links und zweite rechts
ist
2 2 —
@+ a5 =1, a5+ ap =1, anay+ anayk = o,

woraus sich in Verbindung mit der vorausgehenden Formel er-
gibt, dall man

@y = COS o, @g; = Sina, @3 = —Sin o, az3 = cos o
setzen kann. Nach der vierten Formel (II.5) links ist noch

4at+ 462+ e —2e+ 1—e?2=—1,
also

e=1-}+2a%+ 2 6%
SchlieBlich ist nach der ersten und vierten Formel (11.5) rechts

2gcosa + 2bsina + 2¢ =c¢,
—2asina -+ 2bcosa -+ 2d=o0,

so daB unsere Matrix endgiiltig die folgende ist:

(I1.22)
COS o 2a —sina —2a
—2acoso—2bsine 1—2a%—26% 2asina—2bcosa  2a?- 242
sin « 26 cos o —26
—2acosa—2bsina —2a2—26% 2asina—2bcosa 14242252

Umgckehrt verifiziert man auch sofort, daB diese Matrix wirk-
lich kinetisch ist. Das System (II.11) ist jetzt folgendes:

(cosa—1)T —sinal” +2a(U-W) =o,
—(acosa+ébsina) 7+ (asina—bcosa) V—(a?+ %) (U—W) = o,
sinaZ + (cosa— 1)V + 26 (U—-W) = o,

und die vierte Gleichung ist nochmal die zweite. Das System hat,
wie vorausgesehen, die Lésung 7= V = o, U = W = 1. Es hat
aber auBerdem, wie man sofort nachrechnet, die Ldsung

T'=a(cosa—1)+ bsina, V=—asina + & (cosa— 1),
U=c¢c—(Q—cosa), W=c¢

13
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mit beliebigem ¢. Bei dieser ist

T2+ V2 U — W2 = (a®+ 62 (2 — 2 cos )
+ (1 —cosa)? — 2 ¢ (1 — cos ),

also, wenn nicht « == o ist, wenigstens flr hinreichend groBe ¢
negativ, so daB3 in Wahrheit der erste Fall vorliegt (Drehung um
eine Achse). Wenn aber a = oist, dann ist die angegebene Losung
nur die alte 77 =} = o, U = W. Es gibt aber noch eine. Selbst-
verstindlich ist in diesem Fall vorauszusetzen, dal3 wenigstens
eine der beiden Zahlen 4, & von o verschieden ist, weil wir sonst
die Einheitsmatrix vor uns hitten und {iberhaupt keine Bewe-
gung stattfinde. Unser System sieht jetzt so aus:

2a (U—W)=o0, 26 (U—W)= o,
—al — 6V —(a®+ 6% (U—W) = o.

Da gibt es die Lésung 7 = 44, V= —4a, U= W = p mit
beliebigem 4, g. Hier ist 72 4+ /2 4+ U? > W2 und es gibt die
Fixebenen A(6 X —aZ) + u(¥Y — P) = o, die keine gemein-
same Fixgerade haben, sondern ein Parallelbiischel bilden. Es
liegt also der vorhin behandelte Fall vor, wo die Fixebenen Par-
alleldrehungen machen. In der Tat geht auch die Matrix (I11.22)
mit « = o durch die Spezialisierung @ = o, &4 = F 1 (die {ibri-
gens nur auf Anderung des Koordinatensystems hinausliuft)
iiber in (I1.20). Interessant sind auch die anderen durch das po-
sitive Ende der y-Achse gehenden Parallelbiischel

ARX +12) 4 u(Y —P) = o.

Fiir diese liest man aus der Matrix (11.22) mit & = o ab:
ARX 4+ 1Z) 4+ p(Y'—P)

= AlX +12) + (u+ 2aik + 2040 (V—P)

Jede Ebene eines solchen Biischels geht also wieder in eine Ebene
des gleichen Bischels tiber.

In Analogie zum Satz II.1 ist man versucht zu glauben, dal}
das bei Grenzkugeln wohl auch so sein miisse, dall ein Radius
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festbleibt. Das ist aber ein Irrtum; vielmehr ergibt sich aus unse-
ren Betrachtungen folgender

Satz IL.2, Wenn eine Grenzkugel sich so bewegt, daff ihr Mit-
telpunkt fest bleibt, dann ist das Resultat entweder eine Dreliung
um einen Radius oder eine Wanderung aller Punkte auf einem
dirch den Mittelpunkt gehenden Parallelbiischel von Ebeiien,
jeder Punkt auf einer Lbene des Biischels, so daf kein Punkt
seinen Platz behalten kann. Die Ebenen aller anderen durch den
Mittelpunkt gehenden Parallelbiischel werdern dabei ausgetanschi.

§ 9. Vorbemerkungen zum Fall, daf} die kinetische Matrix
nicht die charakteristische Wurzel 1 hat

Um diesen Fall, wo es also keinen Fixpunkt (und auch keine
I'ixebene) geben kann, anzugreifen, erinnern wir uns an den be-
kannten Satz, dal} jede Bewegung (genauer: das Resultat jeder
Bewegung) des Euklidischen Raumes entweder eine Drehung
um eine feste Achse oder eine Schiebung oder eine Schraubung
um cine in sich verschobene Achse ist (von Hohenberg [3], S. 288
als Satz von Chasles (1860) bezeichnet). Hiernach gibt es, wenn
die Bewegung keine Drehung um eine Achse ist, stets wenigstens
eine Fixgerade g, die in sich um eine Strecke verschoben wird. Es
146t sich vermuten, dalB3, von der bereits gefundenen raumlichen
Paralleldrehung abgesehen, im hyperbolischen Raum wohl etwas
Ahnliches gilt. Wenn das der Fall ist, dann wird ein beliebiger
Punkt 1 der Geraden g durch die kinetische Matrix A4 in einen
Punkt 2 derselben Geraden {ibergefithrt und der Punkt 1 muf3
selbst aus einem Punkt 3 dieser Geraden hervorgehen, wobei die
Strecken 21 und 13 gleich lang und gleichgerichtet sind, so daB 1
der Mittelpunkt der Strecke 23 ist. Nach [7], § 2 muB daher
X sinh (23) = X, sinh (13) + X sinh (21) sein, somit wegen (13)
(23)

= (21) = =
2 .1 €29)

) - __ sinh =~

-Xl = \:\2 1= “‘3) m -

X, A%
—
2 cosh - =

und entsprechend auch fiir V, Z, P; also ist
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(I1.23)

Y‘) _}/,
X, TatTs

20

XAy
- 20

- P2+P3
T 20

, V= , Zy =2

mit ¢ = cosh _(2_3)_

2

Natiirlich muB3 ¢ als cosh einer nicht verschwindenden Strecke
groBer als 1 sein, Nun ist

(I1.24)

I O A

Addiert man die erste und dritte dieser Gleichungen und nimmt
die Hilfte, dann kommt nach (I1.23)

(IL.2%) g (f) = (ﬁti_l) (f)

Das besagt aber, dal3 ¢ eine charakteristische Wurzel der Matrix
iy Cig Gig 16
A4 1n ‘1z ‘3 ‘n
(11.26) L == ( ............ )

ist. Dabei haben wegen (vgl. (I1.7))

(I1.27)
11 @12 Qi3 14 213 4n 231 ——4n
4 — | %21 %22 %93 An , A-l— Q12 Q2 a3z T Qg
3 Qe Qg3 Az a3 Qa3 Qg3 43
Q41 Qg2 Q3 Ay Ay Qg T—Aaz Qg

die ¢,;, das Aussehen

(11.28)
—a-'.%&, wenn 7, £ beide <7 4 oder beide = 4 sind,
Cip =
Aip— gy . . ;
——"L wenn? = 4, £ <4 oder i <4, k= 4 ist.
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Nun darf aber die Gleichung (II.25) nicht nur eznen Ldsungs-
vektor X, V3, Z4, P;, sondern mul} wenigstens zwei linear unab-
hingige haben, weil ja jeder Punkt der Geraden g eine Ldsung
sein soll. Infolgedessen muB3 nicht nur die charakteristische Deter-
minante IC—— O’EI verschwinden, sondern auch ihre simtlichen
dreireihigen Unterdeterminanten.

Da wir den Fall, daf3 die kinetische Matrix .4 die charak-
teristische Wurzel 1 hat, dal3 also die Determinante |A ——E‘
e [A —1 E| gleich o ist, im vorigen Paragraphen vollstindig er-
ledigt haben, brauchen wir uns jetzt nur noch mit solchen kineti-
schen Matrices zu beschiftigen, fiir die IA — EI == o ist, und flr
solche werden wir im niichsten Paragraphen zeigen, daf3 in der Tat
die Matrix (II.26) eine charakteristische Wurzel ¢ hat, die gréBer
als 1 ist, und dab fir diese nicht nur die Determinante IC~ oEi
verschwindet, sondern auch alle ihre dreireihigen Unterdetermi-
nanten.

§ 10. Kinetische Matrices, die nicht die charakteristische
Wurzel 1 haben

Wir wollen jetzt jeder vierreihigen Matrix

11 12 13 Sua

Ea1 L2 L13 Lag,

eine gesternte Matrix

* * * *
g}: g}f gia gr g1 21 g31 —&a
G* — gil giz gis gixx _ 812 S22 L3z T8
gil giz giB gi4 £13 &3 £33 843
841 B4z Laz Eua —81a T8 — &3 £14

zuordnen, deren Elemente also so definiert sind:

Zii, wenn Z, £ beide <4 oder beide == 4 sind,
—&p wenni = 4, £ <4 oder ¢ <4, £ = 4 ist.
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Trivialerweise ist dann, wenn a eine Zahl ist, (¢G)* = aG*,
und fiir die Einheitsmatrix Z und die Nullmatrix o ist Z* = £,
o* = 0. Ebenso trivial ist der Satz: Wenn G + H = K ist, dann
ist auch G* + A* = K, und fiir das Produkt tiberlegt man sich
leicht: Wenn GH = L ist, dann ist Z* G* = L*. Fiir eine kine-
tische Matrix 4 folgt aus (I1.27) sofort, daB 4=1 = A* ist. Da
uns nur noch der Fall IA — El == 0 interessiert, hat 4 — X eine
reziproke Matrix, und wir kénnen setzen:

A+E

(I1.29) T = G.
Dann ist
2 A4 2 F
C+E=—F—z, C—E=—J"%-

Daher ist auch [G - E| == 0, lG——ﬁl == 0, und es ergibt sich
durch Division

(11.30) A="S%2  4(G—E) =G+ E
Hieraus folgt durch Ubergang zu den gesternten Matrices:
(G —E)A* = G* + E

und jetzt nach Multiplikation mit der vorigen Gleichung:

(G*— B)A* 4(G—E) = (G* + E) (G + E),
oder also, weil 4* = 4-1 ist,

(G*— E) (G—E) = (6* + E) (G + E)

und nach Ausmultiplizieren
(I1.31) G+ G*=o0
oder ausfiihrlicher
. &+ gy, wenn 7, £ beide <7 4 oder beide = 4 sind,

Lip— iy wenn z = 4, k£ < 4 oder 7 <4, £ = 4 ist.

Das besagt aber, daBl G so aussieht:
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! A Ay A
—A o A3 A

(I1.32) C=1_2, —4 o i
A A A O
Die charakteristische Gleichung von G ist, wenn wir thre Wurzeln
mit o bezeichnen lG 7| = o0, oder ausgerechnet:
(I1.33) ol + iw?*— A2 =o,
wobei
(I1.34) A=+ BN,
(I1.33) A = A Ag— Aghs -+ 2544

ist. Wegen lG + [t[ == 0 sind 1 und —1 keine charakteristischen
Wurzeln von G, es ist also

(11.36) 1 42— A%==o0.

Nun sei umgekehrt G eine Matrix der Form (I11.32) und es sei
|G + E| =0, s0daB (II.31) und (I1.36) gilt. Definiert man dann
eine Matrix 4 durch die Formel (I11.30), so ist auch (G*— %) 4™
= G* + E, also wegen (11.31)

G—F
G+ E -

(—G — E)A* = —G + E oder also 4*
Daher ist 4* 4 = E. Das ist aber nach (I1.7) gleichbedeutend
damit, daB fur die Elemente a;, von 4 die Gleichungen (II.3) gel-
ten. AuBerdem ist

VI |G+E| 14 i-—ar
N E e E T Ty T b

Aus (11.30) folgt

At+d> 1 (G+E | G—E ) _ G+ E
o2 ((;—E GH+E)] T G—E
(GEHE) (GP4+AE+E) G4 (A+2)G2+ 0+ 1) E

TG E) (GRFAEFE) T GrRAGR—(A+ 1) E

2

Nun kann nach einem Fundamentalsatz {iber Matrices (siche (2],
S. 1351) aus der charakteristischen Gleichung (I1.33) fir G ge-
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folgert werden, dall G* + AG*? = A% E ist, so daB die letzte For-
mel sich vereinfacht zu

A4A-1 2GE (AR A1) E
(I1.37) A7 2B E

Der Nenner ist nach (I1.36) von o verschieden, wodurch nach-
triglich die vorgenommene Brucherweiterung gerechtfertigt

wird. Speziell fur das vierte Element der vierten Zeile, welches
A+A41 ; s
fiir ——*——5——— gleich a4, und fiir G2 gleich A; - 47 +- 12 ist, ergibt

sich aus (II.37) und (II1.34)

2+ AR + A2 4241

Aag = A—j—1
o AREELB AL A A
- Ar—Jj—1 ’

und das wird positiv sein, die Matrix A4 also kinetisch, wenn
A2 >4+ 1 ist. Man bekommt daher alle kinetischen Matrices A,
Siir die |A — E| =F 0 is¢, durch die Formel (11.30), wobei G eine
Matrix der Form (11.32) bedeutet und die Parameter 1; so ge-
wdhlt werden, dafp A* > + 1 ist.

Fiir eine charakteristische Wurzel o von & ist nach (I1.33)

e TAEVETA
2

Fir eine Matrix ¢ (G), wo ¢ ein Polynom ist, sind dann die cha-

rakteristischen Wurzeln gleich ¢ (o) (siche [2], S. 157-158). Nach
A4

(I1.37) sind daher die charakteristischen Wurzeln ¢ von

gegeben durch

2024 A A1 ALY B4 AR
A2—J—1 o A2—1—1

g =

Beim Pluszeichen vor der Quadratwurzel ist daher

[}

&
A

Ca (]
=

G

v

o

also gewill o > 1.,
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Wir miissen jetzt noch zeigen, daB auch alle dreireihigen Un-
terdeterminanten der Determinante

-1
—A;+—:4———0E

(11.38)

verschwinden. Sind gy, 0,4, 03, 8, die charakteristischen Wurzeln
von A, so sind

(o + o) (e t+ 03" 5o+ 05, 5 (os+ 0i)

ﬁzA—-l (siche [2], S. 163). Hier ist aber jede zweimal
aufgeschrieben, weil ja etwa g, == 07", 0, = 03" ist. Folglich ist

das charakteristische Polynom ein Quadrat

die von

(IL50) AL oE| = f(o2

2

Anderseits ist nach [2], S. 151 auch

(11.40) ’A_‘*;Ai

— 0 E| = m(o) u(o),

wo s das sogenannte Minimalpolynom ist, das heil3t, das Poly-
)
2

nom niedersten Grades, fiir welches m = o ist, und

(o) der groBte gemeinsame Teiler aller dreireihigen Unterdeter-
minanten der Determinante (II.40) ist. Nun ist (I[.10) die cha-
rakteristische Gleichung von A4 und es ist dabei » = p, s = 1.
Nach einem schon oben benutzten Satz ([2], S. 150-1351) ist daher

At —pA® + gA*—pA + E = o,
also nach Multiplikation mit 4—2
A2+ A2 —pA+ A4 Y+ g FE = o,

wofiir man nach Division durch 4 auch schreiben kann:

() e

2 2 2 4 2
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-1
Daher gentigt die Matrix fti einer quadratischen Glei-

chung. Thr Minimalpolynom (o) kann also héchstens vom
zweiten Grad sein. Jede Wurzel von f (o) ist nach [2], S. 151 auch
Wurzel von #2 (o). Wenn daher /(o) zwei verschiedene Wurzeln
hat, muB3 7z (¢) = f (o) scin und daher auch p (o) = f (6). Wenn
aber f (o) selbst ein Quadrat (¢ — «)® ist, kann » (¢) nur gleich
¢ —o oder (60— a)? sein, so daB p (o) ebenfalls die Wurzel «
hat. In jedem TFall sind also alle charakteristischen Wurzeln von
A+ AT auch Wurzeln von 1 (0), so daf} fur eine charakteristi-
sche Wurzel ¢ auch alle dreireihigen Unterdeterminanten der
Determinante (I1.38) verschwinden. Das gilt also insbesondere
auch fiir die oben nachgewiesene Wurzel g, die grofier als 1 ist,
und damit ist unser Ziel erreicht.

§ 11. Die Bewegung, falls die kinetische Matrix
nicht die charakteristische Wurzel 1 hat

L . . . A-+A41 .
Nach dem Bewiesenen hat die Matrix € = - ———— cine cha-

rakteristische Wurzel ¢ 1 und auBer der charakteristischen
Determinante IC — o £ | verschwinden auch alle ihre dreireihigen
Unterdeterminanten. Daher hat das Gleichungssystem

' Vi
. . vy U
(11.41) C =
w 4

eine lineare Schar von Losungsvektoren. Ist dabei cine Lo-
sung mit 72 4+ U? + V2 < W2, so darf man W > o und
W2 —7%— U? —J? = 1 annehmen. Dann sind X; = 7,
Vi=U Z =V, Pp= W die W-Koordination eines Punktes 1.
Nun definieren wir zwei weitere Punkte 2 und 3 durch dic
Gleichungen

(I1.42)

X i P ¢ X bd
A()——:(), r]“l(..)-—:(..), also _1()‘().
Pl P2 /)l PS 1)3' /)1‘
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Dann ist, weil X;, ¥, Z;, P, eine Lésung von (IT.41) ist.

(11.43)
a (Xl) = ¢ (Xl) == (A ’{;A:) (Xl) — ,:_ (X2+X3), also
Py Py ) P C\Py+ Py
(I1.44)

20X, = X+ Xy, 201 =Y, +7Y,;, 202, = 2,4+ Z;,
20 = Py, + P;.

Wenn man diese Gleichungen quadriert und dann die ersten drei
von der letzten abzieht, kommt

40% =1+ 1+ 2cosh (23) = 4cosh? (-223~).

Daher ist ¢ = cosh (223) und die Gleichungen (II1.44) besagen

dann, daf die Punkte 1, 2, 3 auf einer Geraden liegen und daf} 1
der Mittelpunkt der Strecke 23 ist. Durch die Bewegung wird
daher die Gerade 213 um eine Strecke der Linge ¢ = 21 = 13

2 . . : .
= -23- in sich verschoben, wobei cosh ¢ = ¢ ist.

Um zu schen, wie die Bewegung aussieht, gehen wir zu einem
neuen Koordinatensystem iiber. Das bedeutet genau wie in § 3
lediglich den Ubergang von der Matrix 4 zu eine ,kinetisch
idhnlichen” Matrix A — BA B, wo B eine kinetische Matrix ist.
Dann ist auch A~! = BA-1 B~1, also auch

. Atan FEWE
e Y 19

2 2

Die (nichtkinetische) Matrix C ist also zu € dhnlich, und da dhn-
liche Matrices dasselbe charakteristische Polynom und dasselbe
Minimalpolynom 7 (¢) haben (vgl. [2], S. 153) und daher auch
dasselbe Polynom u (o), so bleibt unsere charakteristische Wurzel
o > 1 erhalten und das Verschwinden aller dreireihigen Unter-
determinanten der Determinante |C — 0E| bleibt auch erhalten.

Der Einfachheit halber werden wir aber fur die Elemente von A und

spiter auch € wieder die alte Bezeichnung a,, und ¢,, beibehalten.
Wir wollen jetzt das neue Koordinatensystem so wihlen, dal3 der
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Punkt 1 der Nullpunkt ist, also die /-Koordinaten o, 0, 0, 1 hat
und daf3 die um die Strecke ¢ in sich verschobene Gerade die
z-Achse ist. Dann hat der Punkt 2 die IW-Koordinaten o, o,
sinh ¢, cosh ¢ und der Punkt 3 die W-Koordinaten o, 0, — sinh ¢,
cosh ¢. Zur Berechnung der «;, hat man daher nach (11.42) die
Gleichungen

Qq1- @y o o Q1. @y 0 o
o o} o o
o] |\ sinhe |’ — sinh ¢ o
Qgy. Agy 1 cosh ¢ Qgy. Gy cosh ¢ 1

Diesc besagen
Q4 == 0, @5y = O, agy = sinh ¢, a4y = cosh ¢,
—ayg sinh ¢ + ay4 coshc = 0, —aygsinh¢ 4- a5y coshe¢ = o,
—agq sinh ¢ + ag4 coshe = 0, —a,ysinhc¢ 4 a4 coshe = 1,
woraus sofort noch folgt:
@y3 == 0, dg3 = 0O, agy = cosh ¢, @, = sinhc.
Unsere Matrix A4 sieht also zunichst so aus:
Qg1 Ago o} o
ag1a5, coshe  sinh ¢

apa  sinh ¢ coshe

Aus den Formeln (I1.9) folgt dann ag; = @y == a4y = a4 = 0
und auBerdem

2 2 2 2
ajy + aj, = 1, ag + ap = 1, ayay + appas = 0,
so dal3 man
@y == COS &, @yp==—SiNo, day = d-sina, @y = J-cosa

setzen kann. Da aber die Determinante |4 | gleich 1 sein soll, muf3
noch ay3@.9 — @029 = 1 sein, also ist nur das obere Vorzeichen
zuldssig. Die Matrix A4 sieht daher so aus;
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cosa —sin « 0 o
sin o COS o o o
(I1.45) A = .
o o) cosh ¢ sinh ¢
o o sinh¢ coshe

und diese ist auch, wie sofort zu schen, wirklich kinetisch und die
Transformation lautet:

X' =cosaX —sinaY, V' =sinaX + cosa¥,

(I1.46) . .
Z' = cosh ¢Z + sinh ¢ P, P’ = sinh ¢Z 4 cosh ¢ P.

Die Matrix (I1.45) ist das Produkt der zwei kinetischen Matrices

cose. —sinad O O 1 0 o o)
sin o cosa O O o 1 o 0
und .
o) o) 1 O 0 o coshe¢ sinh e
o) o) o 1 o o sinh ¢ coshe

/

in beliebiger Reihenfolge. Der erste Faktor bedeutet eine Drehung
um die z-Achse um den Winkel o, der zweite eine Verschiebung
der z-Achse in sich um die Strecke ¢, das Ganze also eine
Schraubung um die z-Achse.

§ 12. Nachweis, da} es keine weiteren Bewegungstypen gibt

Es muB jetzt noch der Fall gepriift werden, daB die Gleichung
(I1.41) keinen Losungsvektor mit 7% 4+ U? 4+ V?* < W? hat.
In Analogie zu den verschiedenen Fillen in § 8 erwartet man
vielleicht, da3 dadurch der Katalog der Bewegungstypen noch
ziemlich erweitert wird. Das trifft aber nicht zu. Denn eine kine-
tische Matrix A, bei der die Gleichung (I1.41) keinen Ldsungs-
vektor mit 7% 4 U?% 4+ V2 < W2 hat, gibt es nicht. Zum Beweis
nehmen wir an, wir hitten doch eine, und wollen einen Wider-
spruch herleiten. Dabei sind verschiedene Fille zu unterscheiden.

Erster Fall. Die Gleichung (II.41) hat einen ersten Ldsungs-
vektor mit 77} + U; + Vi > W;. Dann muB sie, da die Lésungs-
vektoren eine stetige lineare Schar bilden, noch einen zweiten mit
T3 4 Uz -+~ Vi > WE haben und die Gleichungen
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(IL.47)
WX+ U Y+ ViZ+ WP =0, Ty X+ Uy Y+ Vo, Z + WP =0

stellen dann zwei Ebenen dar.

Erster Unterfall. Die Ebenen (I1.47) schneiden sich in einer
Geraden g. Dann wollen wir das Koordinatensystem so wiihlen,
daB die erste Ebene die x y-Ebene Z = o ist und die Gerade ¢ die
x-Achse, so da3 die Gleichung der zweiten Ebenc ¥V + ¢Z = o
lautet. Die Gleichungen (I11.47) sind also Z == ound ¥V 4 ¢Z = o,
das heif}t, die beiden Losungsvektoren sind jetzt folgende:

Ty=0,U;=0,Vy=1,W,=0, Ty=0,Uy=1,V,=0a, Wy=o0,

woraus durch Linearkombination ein dritter entsteht:

Ta=0, Ug=1, Vag=0, Wy=o.

Nach (IT.41) ist also

O~ 0 0
© o~ 0o
0 o0~ 0O

Diese Gleichungen besagen unter anderm
Co3 = O, €33 = 0, (99 == O,
oder nach (1I.28) durch die a,, ausgedriickt:
Qg3 T A3y = O, dgg = 0, dyp == 0.
Die zweite und dritte Zeile der Matrix 4 sind daher diese:

ag o Qo3 oy,
Qgy —Aay3 O gy -
Aus (I1.9) folgt dann

2 2 2 2 2 2 e 2
a5 —— Ay = ay — ay, also ay —ay = ay — ay,

und A1 831 = Qgq Ay
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Hiernach ist
(ay + V—1ay)? = (ags + V —1as,)?, also durch Wurzelziehen
Ay == d-agy, agy = d-ag.
Daher folgt aus der zweiten Zeile der Matrix nach (I1.g)
o? 4 a§3 =1,

wihrend doch o > 1 ist. Wegen dieses Widerspruchs ist der erste
Unterfall unmoglich.

Zweiter Unterfall: Die Ebenen (II.47) haben ein gemeinsames
Lot. Dann wihlen wir das Koordinatensystem so, dal3 die cine
Ebene die xy-Ebene Z = o ist und das gemeinsame Lot die
z-Achse. Die andere Ebene hat dann, wenn ¢ die Linge des Lotes
ist, die Gleichung cosh ¢Z — sinh ¢ P == o, so dall die beiden
Losungsvektoren einfach diese sind:

0, 0, 1, 0 und 0, 0, cosh ¢, —sinh .

Durch Linearkombination ergibt sich aber auch der Ldsungs-
vektor o, 0,0, 1, withrend es doch keinen mit 72+ U2 4- 72 < Ji’?
geben sollte. Der zweite Unterfall ist also ebenfalls unmoglich.

Dritter Unterfall: Die Ebenen (II.47) sind zueinander par-
allel. Dann wihlen wir das Koordinatensystem so, dal3 die cine
Ebene die x y-Ebene Z = o ist und dall der heiden Ebenen ge-
meinsame unendlich ferne Punkt das positive Ende der x-Achse
ist. Die Gleichung der zweiten Ebene hat dann die Gestalt
XN—P+aZ = o, so daB3 die beiden Losungsvektoren diese
sind: 0, 0, 1, 0und 1, 0, 2, — 1, woraus durch Linearkombination
auch 1, 0,0, — 1 entsteht. Daher ist diesmal nach (I1.41)

11 - C1q (0] (@) 511 e 614 1 1

...... o o (6] O
=g ’ =0

...... 1 1 (¢] O

\Cqp ... Cyy O, (0] Cy1 -+ Caq =1 1

Diese Gleichungen besagen:
14 Miinchen Ak, Sh. 1967
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€13 =0, (93 = 0, (33 = 0, (43 = O,

Ci1—— €13 = 0, C9p——Cpg = O, €4y (g = — O
oder nach (11.28) durch die a;, ausgedrickt:

(I1.48)  ay3 + agy = 0, ayy + azy = 0, ay3 = 0, 43— @34 = 0O,

(I1.49) 2ay —ay + an = 20, agp + ayp— @y + a4y = O,
Qg1 — A1y — 28y = —20.

Wir missen zeigen, dafl diese Gleichungen den Erfordernissen
einer kinetischen Matrix widersprechen. Zunichst stellen wir fest,
daB nicht a4, = a4, sein kann. Wenn das so wire, dann hiitte man
nach (I1.49) a4, = 0, a4, = 0. Die erste und vierte Formel (II.5)
links wiirden dann lauten:

2 2 2 2 2 2
64 ay + asy;—ajy = 1, ajy - a5y + as,— 0% = —1

und durch Addition wiirde folgen a2 4 a4 -+ aby - a3, = o,
also insbesondere a3, = 0, so dall man aus der dritten Zeile der
Matrix nach (I1.9) ablesen wiirde

agl + [I?ZZ + 02 = 1)
wihrend doch ¢ > 1 ist. Wir konnen daher feststellen:
(I1.50) Ay == ayy.

Wenn man die zweiten Gleichungen von (II.3) und (II.9) links
von einander abzieht, ergibt sich wegen der zweiten Formel(11.48)

2 2 2 2
@1y — @y — @y + a3, = 0, also

(@12 + agz) (@13 — ag;) + (asy — @y3) (@94 + a43) = 0.

Nach (I1.49) ist aber ayy — @49 = @15 + a4y, wodurch die vorige
Formel tibergeht in

(II.51) (a1 + agy) (@13 — @y + @gq + a45) = o.

Das ergibt zwei Méglichkeiten.
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Erste Moglichkeit: a,, + @5 = o, also nach (Il.49) auch
@40 = @yy. Aus den Formeln

2 2 2 2 __ 2 2 2 2
ap +an +asy—ay =1, ay F e+ ap—an=1
folgt jetzt af; = aiy, wegen (I11.50) also a4 = —ay,. Wegen

(I1.49) ist dann ay; = ¢ + ay4, ay = 0—ay,, so dafl die Matrix
A jetzt so aussicht:

o+ ay, AT INT @14
— 39 Qgg Qg3 Qa4
~—aj3 T Qg O A3y
— Q14 @og A3y 00— Ay

Aus der dritten und vierten Spalte und ebenso Zeile liest man
jetzt nach (II.5) und (I1.9) rechts ab:

Ay @1y Qg3 @y + Oaza— a5y (0—ayy) =0, also ay3ay+ asyas+as ayy =0,
A1y A1y — Qg3 Ay + 03y — a3 (0 —ayy) =0, also ay3ayy — axnas + aza;, = o.
Daher durch Addition:
ayy (a1 + ayy) = o.
Fir a;, = o folgt aus der ersten Spalte
o2+ + als =1
und fir a;5 + @3, = o folgt aus der dritten Spalte
agy + o = 1,

was beides wegen ¢ > 1 nicht méglich ist. Die erste Moglichkeit
scheidet also aus.

Zweite Moglichkeit: g, — ao; + a@py + a4 == 0.

Wegen der zweiten Formel von (I1.49) ist dann

(I1.52) ayp + @ss = O, dy — @yq = O.

»

14
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Die Matrix 4 sicht daher so aus:

11 a1z @13 Ay
an @z Qg Qg
——@13 Q3 O 34
Ay — Q2 a3 Ay

Aus der zweiten und dritten Spalte und ebenso Zeile liest man
nach (I1.5) und (I1.9) rechts ab:

@9 @13 + Ao A9y — Q3 0 -+ @13 a3y = 0,

@y Ay Aea Ay T Qa3 0 — dyydyy = O.
Daraus folgt durch Addition
(a19—ay) (a3 -+ ayy) = o.

Wenn a,3 4 a4, == o ist, folgt jetzt aus der dritten Spalte a3, -+ o2
= 1, was wegen ¢ 1 unmdéglich ist. Also muld a9 — @9y = 0
scin. Wenn man jetzt die ersten Formeln von (I1.5) und (I11.9)
links voneinander abzieht, folgt @, == af, also wegen (Il.50)
ay — —ayy, wonach wegen (11.49) auch wieder a4y == o - ay,,
@yy == 0 —ay4 ist, so daB3 die Matrix A4 jetzt so aussieht:

4 ’
G a4 @12 Qg 14
@12 Qg Qg3 Q12
3y T dagy a gy
@1y Q1 Q34 0 ayy,

Die auf die erste und vierte Spalte beztiglichen Formeln von (I1.3)

N9

a1t . 2 2
lehren ohne weiteres: (ay; — a14)? + (a9, — ap0)% -+ (ag; ~— a5y
— (ay — a4y)* = 0. Wenn man diese Formel auf die obige
Matrix anwendet, kommt

(@13 + age)® == o.
Folglich ist a;3 == — a4, und aus der dritten Spalte folgt dann

asy + o =1
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im Widerspruch gegen ¢ >> 1. Damit scheidet auch die zweite
Moglichkeit aus, womit der dritte Unterfall und folglich der ge-
samte erste Fall erledigt ist.

Zweiter Fall: Die Gleichung (II.41) hat auch keinen Lo-
sungsvektor mit 72 4 U2 -} V2 > 7% also bloB solche mit
7%+ U? 4 V%= W2 Dabei darf man natirlich W =1 an-
nehmen. Sind dann 73, Uy, V;, 1 und 7,, U,, V,, 1 zwel sol-
che Vektoren, also

Ti+ Ui+ Vie=1, T34+ Ui+ Vi=1,
so ist gewi 717, + U U, + ViV, 5= 1, weil sonst
(17 —T) + (U —Up?+ (V1 —Vp)P = o

wire, so dal3 wir zweimal denselben Vektor hidtten. Betrachten
wir nun die Linearkombination

Te= Ty -+ AT, U=U+AU,, V="V, +2V, W=1+32,
soist 72 + U2 4 V2— W2 = 2 A(Ty Ty -+ UyUy + ViV, — 1),

also je nach dem Vorzeichen von 4 positiv oder negativ, wihrend
es nach Voraussetzung doch keine solchen Vektoren geben
sollte. Damit ist auch der zweite Fall erledigt und unser Ziel er-
reicht.

§ 13. Zusammenfassung und Nachwort zur rdumlichen
Paralleldrehung

Wir haben vier verschiedene Bewegungstypen kennen gelernt:
Drehung um eine Achse, Schiebung liangs einer Geraden, rium-
liche Paralleldrehung, Schraubung. Fir jeden Typus wurde
auch ein spezieller Vertreter angegeben:

(I1.14) fur Drehung (um die z-Achse, Drehwinkel «),
(IL.19) fur Schiebung (lings der z-Achse, Schubstrecke ¢),

(I.21) fir ridumliche Paralleldrehung (Parallelbiischel der Fix-
ebenen X + 2 (Y — P)=o,
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(11.46) fiir Schraubung (um die z-Achse, Schubstrecke ¢, Dreh-
winkel ).

DaB das wirklich verschiedene Typen sind und keine zwei von
ihnen durch Koordinatentransformation ineinander {ibergehen,
ist klar. Auch zwei Bewegungen des selben Typus, aber mit ver-
schiedenen ¢ oder « kénnen nicht ineinander tibergehen, wie aus
der geometrischen Bedeutung von ¢ und « unmittetbar folgt.?
Aber bei der rdumlichen Paralleldrehung sicht es wegen des
doppelten Vorzeichens in (IT.20) und (I1.21) zunichst aus, als
ob das zwei verschiedene Typen wiren. Bei der ebenen Parallel-
drehung war das auch so, weil die beiden Bewegungen spiegel-
bildlich zueinander waren (vgl. den letzten Absatz von § 53).
Spiegelbilder konnen in der Ebene nicht durch Bewegung zur
Deckung gebracht werden, wohl aber durch Bewegung im
Raum, indem man die Orientierung der Ebene durch eine
Kehrtwendung um die spiegelnde Gerade dndert.

Bei der Paralleldrehung (II.21) mit der Matrix (II.20) und
dem Fixebenenbiischel X + @ (¥ — ) = o durchliuft spezicll
jeder Punkt der Fixebene X = o einen Grenzkreis P— Y = D
(>0), der sich an der y-Achse spiegelt, und zwar beim oberen
Vorzeichen in Richtung wachsender z, beim unteren Vorzeichen
in Richtung abnehmender z. Diese zur y-Achse spiegelbildlichen
Vorginge kénnen durch eine Kehrtwendung um die y-Achse, also
durch die die Orientierung der Ebene X = o dndernde Trans-
formation

X =—X, V=V, Z=-2 P=2P

zur Deckung gebracht werden. Die iibrigen Fixebenen permu-
tieren sich bei dieser Transformation, aber auf jeder von ihnen
durchlaufen die Punkte ihre Grenzkreise beim oberen Vorzeichen
wieder in Richtung wachsender z, beim unteren Vorzeichen in

1 Zwel Schiebungen mit den Schubstrecken ¢ und — ¢ sind allerdings kine-
tisch dhnlich und im Gegensatz zur ebenen Bewegung sind es zwei Drehungen
mit den Drehwinkeln o und — o auch gemif3 der Formel

0 0 0\ cos o —sin & O cosa sin oo O

o o) /—1 0 0 0
1 oo sin @ coso O O —sin & cosa O O 01 0O
0—1 O o o 1 0] o o 10 0 0—1 0
o 01 o) o o1 o o 0 1/ o0 o1
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Richtung abnehmender z. Somit wird diese Transformation mit
der zu sich selbst reziproken Matrix

—1 o0 o o
o 1 o o
o 0 —1 o
o o o 1

die Bewegung mit dem oberen Vorzeichen in die mit dem unteren
Vorzeichen Giberfithren. In der Tat rechnet man auch sofort nach:

—1 0 00 1 00O —10 00 1 o O o
o1 00 0—1 2 2 g3 o) [ei-2 3
00 —10 0—21 2 ocoo—10] o 2 1—
00 01 0—2 2 3 oo o1 0—2—2 3

Die Matrix (II.20) mit dem oberen Vorzeichen ist also zu der mit
dem unteren Vorzeichen kinetisch #hnlich.

Nachtrag. Als ich in der Sitzung meine Resultate vortrug,
meinte Herr Kollege Fritz Bopp, etwas Ahnliches kénne viel-
leicht in einer Arbeit von G. Herglotz vorkommen, die er dann
auch fand und mir wihrend des Korrekturlaufs dankenswerter
Weise zusandte (Uber den vom Standpunkt des Relativitiits-
prinzips aus als ,,starr** zu bezeichnenden Korper. Ann. d. Phys.,
vierte Folge, Bd. 31 (1910)). Und da ist in der Tat nebenbei
auch kurz die Bewegung des hyperbolischen Raumes behandelt.
Die Beweise sind von den meinen véllig verschieden und in ihrer
gedriangten Kiirze nur schwer durchschaubar. Es kommen aber
ohne nihere Beschreibung die vier Bewegungstypen heraus. Die
Rotation wird als elliptischer, die Schiebung als hyperbolischer,
die rdumliche Paralleldrehung als parabolischer, die Schraubung
als loxodromischer Typus bezeichnet.
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