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Heisenberggleichung im Gitterraum
Von Fritz Bopp in Minchen

Vorgelegt am 13. Januar 1967

Um frei zu sein von physikalisch unwesentlich erscheinenden
mathematischen Existenzsorgen und damit die Voraussetzung fir
klarere Vorstellungen zu schaffen, vielleicht auch, wofir es An-
zeichen gibt, weil dem ncuen Raumbild mehr Realitdt zukommt
als dem Euklidschen, haben wir die Quantentheoric der Elemen-
tarteilchen in einer Reihe von Abhandlungen?! in einem unbe-
grenzten Gitterraum mit endlichvielen Punkten formuliert.

Hier wollen wir zeigen, daf3 sich die Heisenbergsche Urfeld-
gleichung zwanglos einfiigt, daB} sic insbesondere, was fir die
Gitterraumtheorie wesentlich erscheint, TL-symmetrisch (Teil-
chen-Loch-symmetrisch) ist. Das ist befriedigend, weil die Hei-
senberggleichung wegen der Verbindung von hoher Symmetrie
mit cinfacher Struktur ein hervorragender Anwiirter fir eine
Theorie der Elementarteilchen ist.

Da damit die Voraussctzungen fur die Gitterraumtheorie der
Elementarteilchen vollstindig formuliert sind, erscheint ein Rick-
blick auf das bisher Erreichte angemessen.

Der Raum sei ein kubisches Gitter mit endlich vielen Punkten.*
Die Gittervektoren

n = (ny, 1y, 1) (1)

}Bopp, F.: (a) Diracgleichung im Gitterraum, Z. Physik, 200, 117, 1967;
(b) Quasirelativistische Urfermionen, Z. Physik, 200, 123 (1967); (c) Der
Wechselwirkungsoperator im Gitterraum, Z. Physik, 200, 142 (1967).

*1c. 1 (a), Gl (13) — (16); 1 (b), GL (1) — (9).

2 Minchen Ak. Sb. 1967
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haben ganzzahlige Komponenten und werden modulo Z identi-
fiziert:
n+ Zn' = n (modulo 2£), (2)

so daf} die Zahl der Gitterpunkte gleich Z3 ist. Nach allem, was
wir wissen, kann man mit Z = 10% den ganzen Kosmos erfassen.
Die Linge / einer Kette von etwa )/ Z Gitterpunkten ist von
nuklearer Grole. Wir haben / = 7/m, ¢ gesetzt. Diese Linge ist
im Einklang mit ciner Relation von Weyl?* die mittlere Propor-
tionale zwischen der kleinsten Linge, der Gitterkonstanten

Gm, = o - . s
a = ——, und der gréBten Linge, der Kantenlinge 4 = ——;
c G, m,
des Weltkubus:
Z P
o=z, A=1VZ 3)

Es sei noch einmal unterstrichen, daBl wir das Gitter nur als ein
Modell des Raumes betrachten. Jedes Raummodell, in dem sich
Gl. (3) formulieren 148t, diirfte gleichwertig sein. Sobald der end-
liche Gitterraum mehr als nur methodische Bedeutung hat, braucht
man die kosmologische Verhiltnisgleichung von Wey! nicht mehr
als zufillig abzutun.

Um alle Symmetrien zu erfassen, die die Diracgleichung kenn-
zeichnen, braucht man vier Paare von Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren :®

pt= (i}, v = {p.m)}, # = 1,234 @
Sie geniligen den Jordan-Wignerschen Vertauschungsrelationen:
v, p @) = {pl ), yl@)] = o,

o, (), I} = 6,, 6 (m—n').

Darin ist auch 6 (n) ein Kroneckersymbol: 6 (0) = 1, é (n) =
fur n == 0.

2 Weyl, H.: Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl.,, Springer Verlag 1923, § 34.
3Heisenberg, W.: Proc. Conf. High Energy Physics, CERN, Geneva
1958.
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Zur Notation bemerken wir: Mit »' und y wird die Menge aller
1/); (n) bzw. g, (n) bezeichnet. Die Operatoren in einem Punkt fas-
sen wir zu der einzeiligen Matrix %' (n) und der einspaltigen
Matrix v (n) zusammen. Danachsind ¢! T (n) = ' (n)und ¢T (n)
einspaltig bzw. einzeilig. Es ist 6fters bequem, nicht zwischen
Punktkoordinaten und Spinorindizes zu unterscheiden. In diesem
Fall numerieren wir g, n mit £ von 1 bis 4 23, so daf3 wir y):f‘ n)
durch y! und y, (n) durch y, ersetzen kénnen. Wo es nicht miB-
verstindlich ist, kann man die Argumente (n) in ! (n), v (n)
weglassen.

,,» Vakuum*' nennen wir unabhingig von aller Dynamik den-
jenigen Zustand, in dem kein Teilchen vorhanden ist und somit
keines vernichtet werden kann. Bezeichnen wir den Zustands-
vektor des Vakuums mit [o), so muB fiir alle y,

y, oy =o0 (6)

sein. Hiernach wird der Zustandsraum von allen Vektoren der
Form

l9) = F ") |o) (7)

aufgebaut. Darin ist 7 (p!) ein beliebiges Polynom der ! mit
dem maximalen Grad 4 Z3. Jeder andere Ausdruck von der Form
F (¢, 9) kann mittels der Relationen (3) und (6) in (7) iiber-
gefihrt werden. Der durch (7) definierte Vektorraum wird von
folgendem orthonormierten Basissystem aufgespannt:

If»/é> = |'€’1-~-/3/> = '/’I,“-"PI, [o),

by < by <y

(®

Es gilt die Orthogonalitiitsrelation:
(LA E ) = 6_{/’6/&/}" ©)

Wegen der Schiefvertauschbarkeit der pf erhilt man bei einer
Permutation 2 der Indizes:

|/, PEY = (=07 |/ &) (10)



16 Fritz Bopp

Darin ist p die Ordnung der Permutation 2. Im allgemeinen ist
es also nicht nétig, fir die £-Folge wie in (8) eine bestimmte Ord-
nung vorauszusetzen; doch ist das bei Gleichungen wie der in (g)
bequem.

Man muB beachten, dafl sich der Vakuumvektor [0} beim
Ubergang zu eciner anderen Darstellung im allgemeinen dndert.
Sei U eine beliebige unitire Transformation, UtU = U0t =1,
so folgt aus (6)

yi o) =o (11)
mit
v =Uw U, [0') = U]o). (12)

In bezug auf die alten Operatoren ist |0o') meistens ein Viel-
teilchensystem. Erst durch weitere Bestimmungen wird der Va-
kuumzustand physikalisch festgelegt.

Schrédingergleichungen in dem hier angegebenen Vektorraum
lauten:

i) = Hyhv) o). (13)

Darin ist der Schrédingeroperator 7 (yt, ) ein hermitesches Po-
lynom von ! und 9, dessen Grad in beiden Variablensitzen ma-
ximal gleich 4 Z3 ist. Durch geeignete unitdre Transformationen
kann man das Polynom auf Normalform bringen:*

H = (yty) + @ylpy) + ... (14)

Hierin bezeichnen die Klammerausdriicke homogene Formen der
eingeschlossenen Operatoren. Hat man erst eine solche Darstel-
lung erreicht, so sind nur noch unitire Transformationen zuldssig,
die den Typus des Ausdrucks (14) nicht mehr dndern, so dal

U=é"n=®y+eyyy + ... (15)
sein muB. Daraus folgt unmittelbar:

Ulo) = |o). l (16)

*Lc1(c),§ 2



























