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Halbierung der Teilchenzahl im quantenmechanischen

Mehrkiérperproblem
Von Erich G. Weidemann in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Fritz Bopp am 7. Mai 1963

Es wird ein Verfahren beschrieben, mit dessen Hilfe das quan-
tenmechanische V-Kérperproblem auf die Lésung des Problems
zuriickgefithrt wird, die Eigenfunktionen und Eigenwerte eines
Systems von /V/2 Bosonen zu bestimmen. Die Methode ist auf Fer-
mion- und Bosonsysteme anwendbar. Es wird lediglich voraus-
gesetzt, daB das System aus identischen Teilchen besteht, zwischen
denen nur Zweikorperkrifte wirken. Da diese Voraussetzungen
auch nach der Reduktion auf ein N/2-Bosonsystem erfiillt sind,
kann man durch mehrmalige Wiederholung des Verfahrens ein
dem N-Kérperproblem dquivalentes 2-Kérperproblem ableiten,
wenn die Teilchenzahl /V eine ganzzahlige Potenz von 2 ist.

Der Hamiltonoperator ecines Systems von N Fermionen mit
2-Korperkriften jst die Summe aus einem 1-Teilchenterm und
einem Paarterm,

H = G|T|2ydla, + 2 2Vizad alafaya,. ()

Der Operator af erzeugt ein Fermion im Zustand 1 eines beliebigen
Orthonormalsystems von 1-Teilchenfunktionen. 4, ist der ent-
sprechende Vernichtungsoperator. Die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren geniigen den bekannten Vertauschungsrela-
tionen fir Fermionen. Wir gebrauchen die Konvention, daf iiber
doppelt vorkommende Variable, die nur auf einer Gleichungsseite
auftreten, zu summieren bzw. zu integricren ist, je nachdem ob
es sich um diskrete oder kontinuierliche Variable handelt.

Der 1-Teilchenterm 143t sich stets in der Form eines Paarterms
schreiben.

G|T2) ata, = ATIOCD_aopo a0, @
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16 Erich G. Weidemann

N = ala, ist der Teilchenzahloperator. ¢ (12) ist das Kronecker-
symbol oder die Dirac’sche Deltafunktion bei diskreten bzw. kon-
tinuierlichen Variablen. Man verifiziert Gl. (2) leicht, indem man
die Vertauschungsrelation [V, af] = al benutzt. Gl. (1) erhilt
damit die Form

H = — (12| 4|34) al af a, a,, (3)
wobel
T 5(24)
Gzlhlzgy = ZLRICY 4 o 1vi3sy (39)

die Matrix eines Paaroperators /4 ist, der dem NV-Teilchensystem
zugeordnet ist.

Eine besonders einfache Gestalt von // erhilt man, wenn man
ein beliebiges vollstindiges System orthonormaler Paarfunktio-
nen ¢,,(12) einfithrt.

g1:(12) o (12) = 6(1'2"), (4)
¢y (12) 91, (34) = 6(13) 0(24). ()

Die gestrichenen Variablen numerieren die Paarfunktionen; sie
stehen symbolisch fiir simtliche Quantenzahlen, die erforderlich
sind, um den Zustand eines Fermionpaares zu kennzeichnen.
Gl. (g) ist die Bedingung fir die Orthogonalitit, und die Normie-
rung der Paarfunktionen. Gl. (5) ist die Vollstindigkeitsrelation.
Durch Einschieben des Einheitsoperators in der Form von GI.(3)
ergibt sich dann aus Gl (3)

= —g,,(12) ¢%.(56) (56 4] 78) 1. (78) ¢ (34) al a} a, ay (©6)
oder ;
H = (A2 b, )
mit den Abkiirzungen
(k2" = ¢y (12) (12| 4] 34) 9. (34) (8)
und

81, = 71; ¢, (12) al ab. )
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(1"|2]|2") sind die Matrixelemente des Paaroperators 4 in der
neuen Darstellung. 81, erzeugt aus dem Vakuum |o) ein Fermion-
paar in dem Zustand mit der Wellenfunktion ¢;,(12). In der Tat
ist im Formalismus der zweiten Quantelung

[p)y = ﬁw@ Nt dl o)

der Zustand eines V-Teilchensystems mit der normierten Wellen-
funktion p(1... V).

Fermionpaare verhalten sich dhnlich wie Bosonen. Tatsichlich
kommutieren die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren unter
sich

(64,,65] = o, [by,6,] = o. (10)

Der Kommutator zwischen einem Erzeugungs- und einem Ver-
nichtungsoperator erhilt jedoch einen Zusatz gegeniiber dem ent-
sprechenden Kommutator fiir Bosonoperatoren,

[, 68) = 0(1"2") + 2¢7.(13) ¢, (32) ab 4y, (11)

wie man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen fiir die Opera-
toren @ und af leicht nachrechnet.

Dieser Zusatz hat zur Folge, da éI,4,, (ohne Summation!)
nicht mehr als Operator der Teilchenzahl im Zustand 1’ interpre-
tiert werden kann. Denn fur einen Teilchenzahloperator V. ist
die Vertauschungsrelation [4,,, NV;.] = &,, 6(1'2") charakteristisch.
Setzt man versuchsweise Ny, = 1, 4., so erhilt man auch fiir die-

sen Kommutator einen Zusatz. P = > 41,4, 1iBt sich dagegen
1/

interpretieren. Seine Eigenwerte geben die Gesamtzahl der Fer-

mionpaare an.

P=2etb, = (}), (12)

2

wie man leicht mit Hilfe von Gl. (9) und Gl. (5) zeigt.
Ohne den Zusatzterm in Gl (11) wire das Eigenwertproblem

Hyp,y = E, v (13)

exakt 16sbar. Die Eigenvektoren wiren

»

4
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15 el o)

1 Vrh'l .

die Eigenwerte &, 22),, wenn man fiir das System der Paarfunktio-
nen @, (12) das Eigenfunktionssystem des Paaroperators Z wiih-
len, d. h. die Paarfunktionen durch die Bedingung

<l7‘lhll34> ¢1-(34) = e (12) (19)

festlegen wiirde, so daf}

G Rf2"y = &, 6(1727) (16)
und
H = &,6%6, (17)

wire. In Wirklichkeit sind jedoch wegen des Zusatzterms in
GI. (11) die Operatoren 61, 4,, und 4}, 4,, nicht vertauschbar, wenn
1" und 2’ verschieden sind, so dal3 das gleichzeitige Diagonalisie-
ren dieser Operatoren in Gl. (17) nicht mdéglich ist. Die Vektoren
(14) sind daher nickt die Eigenvektoren von /. Darliber hinaus
sind sie weder orthogonal noch normiert.

Die einfache Gestalt von 77 in den Operatoren 4 und 4t legt
jedoch eine Entwicklung der Eigenzustinde [y,) des N-Fer-
mionsystemns nach den Vektoren (14) nahe:

— ) N’
lp,> = %(1 2. %) BL.O% ... Bl [0). (18)

Wir lassen weiterhin die Wahl des Paarfunktionensystems offen,
machen also keinen Gebrauch von den Gln. (135), (16) und (17).
Die Vektoren (14) bilden in der Tat ein vollstindiges System.
Denn mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation (5) kann man GI. ()
nach af af auflssen,

alal = 2 ¢ (12) 41, (19)

und daher jede Entwicklung nach den Vektoren af...dal ]o)
in eine Entwicklung der Form (18) umwandeln.
Mit Gl (9) erhilt man aus Gl. (18) den Zusammenhang zwi-

schen der Funktion 'J)a(l’. . .—{'Yl) undder Wellenfunktion y,(1...NV)

2

in der urspringlichen Darstellung,
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1 N
l%):W—!%(l.../\/)af...a}]o) (20)

Es ergibt sich

(21)

SNT = (. N .
P (1 V) = —LN %(1 e )A @1 (12) p(34) . Qo (N—1, V).

Der Operator A antisymmetrisiert bezliglich der Variablen
1,2 ... N. Er ist erforderlich, da durch eine Entwicklung der
Form (20) wegen der Vertauschungsrelationen der af nur der
antisymmetrische Anteil der Wellenfunktion eindeutig bestimmt
ist. Ebenso ist durch die Entwicklung (18) wegen der Vertausch-
barkeit der 4 nur der symmetrische Anteil von , bestimmt, so
daf} 9, von vornherein symmetrisch angenommen werden kann.

Aus Gl. (21) erkennt man, von welcher Art die im Formalismus
der zweiten Quantelung definierte Entwicklung (18) in der ge-
wohnlichen Sprache der Wellenfunktionen ist. Es handelt sich
einfach um die Entwicklung der Wellenfunktion nach antisym-
metrisierten Produkten von Paarfunktionen. Das Ziel dieser Ar-
beit ist es, aus der Schrédingergleichung fur die Wellenfunktion
9, (1 ... N) eine Gleichung zur direkten Bestimmung der Ent-

wicklungskoeffizienten g, (1’ ‘}7\/,) abzuleiten,

Das Rechnen mit den Operatoren 4, 7 wird dadurch erschwert,
daf3 bei der Vertauschung eines Erzeugungs- und eines Vernich-
tungsoperators gemilB Gl. (11) die urspringlichen Fermionope-
ratoren a, @' wieder auftauchen. Eine Methode, diese Schwierig-
keit zu umgehen, ist von Dyson[1] im Zusammenhang mit der
Theorie der Spinwellen gefunden und von Blatt und Matsu-
bara [2] weiterentwickelt worden. Sie beruht auf der linearen
Abbildung des mit Hilfe der Fermionpaar-Erzeugungsoperatoren
konstruierten Hilbertraumes auf einen Hilbertraum, der durch
Bosonerzeugungsoperatoren B' entsteht, die den iiblichen Ver-
tauschungsrelationen

[Bi BY] = 6(172)),  [By, Byl = o

9
to

geniigen. Der Zustand 6%, ... 6%, |0) wird auf den entsprechend
k3
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gebildeten Zustand von V|2 Bosonen abgebildet, Linearkombina-
tionen der &, ... 8%, |0) auf dieselben Linearkombinationen der
B Bllo): ¥

0y, (lo) — |0)) (23)

&l ... 0810y — BL.... B,

(23a)

\%>=17)a(1'...—2’1")b}‘,...&’;\o>»1@:@(1'...’?"') BL... Bly|o).

Da lineare Operatoren im Raum der 4, ... 6}}.\0) dadurch ge-
kennzeichnet sind, daf3 man sagt, in welche Linearkombination
der Basisvektoren jeder Basisvektor &, ... 4%,|0) transformiert

wird, ist durch die Abbildungsvorschrift (23) fiir die Vektoren
zugleich auch die Abbildung fir lineare Operatoren festgelegt.
Da sich alle linearen Operatoren als Funktion der 4 und 4t aus-
driicken lassen, gentigt es, fiir diese Operatoren die Abbildungs-
vorschrift zu finden.

Offenbar gilt wegen (23)

&l — Bl.. (24)

Der 1- und o-Operator werden auf sich abgebildet. Blatt und
Matsubara [2] haben einen einfachen Beweis dafiir angegeben,
dal} fiir die Vernichtungsoperatoren die Zuordnung

by — By (V2 W|3' 4’ BY, By By (25)

gilt, wobei
2|34y = —297.(12) 97 (34) 9y (23) @r(41)  (26)
bis auf den Faktor —2 das Matrixelement des Operators der

zyklischen Permutation der Variablen 1 bis 4 ist. Gl. (26) konnen
wir auch in der Form

(2" [W(3'4") = —2Sp o7 9 05 Pu (26a)
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schreiben. (1'2' [ W|34") ist cine in beiden Variablenpaaren sym-
metrische, hermitesche Matrix.

(27)
Q2 W13y = W3 = (243" = (B4 (2T

Beim Beweis dieser Eigenschaft benutzt man die Antisymme-
trie der Paarfunktionen. In der Tat kann man sich von Anfang an
auf antisymmetrische Paarfunktionen beschrinken, da in Gl. (6)
die symmetrischen Paarfunktionen wegen der Antikommutativi-
tit der Fermionoperatoren keinen Beitrag geben. Die durch
Gl.(9) definierten Fermionpaar-Erzeugungsoperatoren verschwin-
den fiir symmetrische Zustinde; Fermionpaare kénnen nur in
antisymmetrischen Zustinden erzeugt werden.

Durch die Abbildung (24), (25) wird der Hamiltonoperator #,
Gl. (7), auf den Operator

(28)
H = ('|h|2"y BYL. B, 4+ (1| 25"y (52" |W|3'4"y BY. Bl By, By,

abgebildet. Wegen der Vertauschbarkeit von Bf, und B}, trigt

nur der in 1, 2’ symmetrische Anteil des Koeffizienten (1'|4]5")
{5"2" | W|3"4") bei, so daB wir auch

H = (1|T|2"y Bl By + = (1'2' V134 B}, Bl By By (20)
mit

(T2 = 'lAl'Y, (30)

_ (31)

(12'17]3'45 = QAL ("2 W34 + AT (5T V(3747

schreiben kénnen. Wegen GI. (23 2) wird die Eigenwertgleichung
(13) auf die Gleichung

H 9y = Eq |92 (32)

abgebildet. B
Nach Gl. (29) ist // der Hamiltonoperator eines Systems von
Bosonen mit der i.a. nicht-lokalen Paarwechselwirkung 7. An
Stelle des Eigenwertproblems (13) kann man nun Gl. (32) losen.
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Zur Losung des NV-Fermionproblems sind die Eigenzustinde |y, )
fiir ein System von NV/2 Bosonen zu bestimmen. Wegen Gl. (23a)

berechnet sich aus der Wellenfunktion 17"1(1’ iv) des Boson-

systems die Wellenfunktion des Fermionsystems nach Gl. (21).
Die Eigenwerte stimmen in beiden Systemen iiberein. Daweit ist
das N-Fermionproblem auf die Lisung eines N|2-Bosonproblems
suriickgefiihrt. N

Man beachte, dall das Wechselwirkungspotential V/, Gl. (31),
nicht hermitesch ist. In der Tat ist die Abbildung (23) nicht win-
keltreu, da die nicht-orthogonale Basis &l ... #%,|0) auf die

orthogonale Basis B, ... B}'_V, | o) abgebildet wird. Man muB also

erwarten, daf die Orthogonalitit der Eigenvektoren von / durch
die Abbildung verlorengeht, /7 demnach nach der Abbildung
nicht mehr hermitesch sein kann. B

Bei der Berechnung des Wechselwirkungspotentials I nach
Gl. (31) kann man die Summation iiber die Variable 5 einsparen,
wenn man fir das ja noch frei verfugbare System von Paarfunk-
tionen die Eigenfunktionen des Operators /% wihlt. Daflir ist
dann jedoch das Eigenwertproblem (15) zu l8sen, und es ist da-
mit zu rechnen, dal} /% ein wenigstens teilweise kontinuierliches
Spektrum besitzt. Es scheint daher zweckmiBiger zu scin, die
Paarfunktionen nach rein praktischen Gesichtspunkten zu wiih-
len, z. B. so, daB sich die Matrix (1'2"| ¥ [3'4') nach Gl. (26)
analytisch berechnen 1403t.

Das 4-Fermionproblem kann man mit dem beschriebenen Ver-
fahren im Prinzip exakt ldsen, da es auf ein 2-Kérperproblem zu-
rickgefithrt wird. Geht man mit dem Ansatz

|92y = 9, (1'2") B}, B |0) (33)

in Gl. (32) ein, so erhilt man die Gleichung
(34)
WT13D9.(3"2) + 2713 9.(1'3) + (1'2'[V[3'4") 9. (3'4") =

= E, 9, (1'2)

zur Bestimmung der Eigenfunktionen g, (1'2") und der Eigen-
werte /7.
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Von Anfang an hétten wir statt eines Fermionsystems auch ein
Bosonsystem betrachten kénnen. Alle Folgerungen sind auch
dann noch giiltig, wenn man unter & und 47 Vernichtungs- bzw.
Erzeugungsoperatoren fiir Bosonpaare versteht, die nur in sym-
metrischen Zustinden erzeugt werden kdénnen. Man {iberzeugt
sich leicht, da3 die Vertauschungsrelationen (10) und (11) fur
diese Operatoren ungeidndert bleiben. Sie lassen sich ebenfalls auf
Bosonoperatoren abbilden nach Gl. (24) und (235), wenn man in
der Definitionsgleichung (26) fiir W das Vorzeichen umkehrt.

Man kann also auch ein N-Bosonsystem auf ein /V/2-Boson-

system zuriickfiihren. Da auch der Operator A die Voraussetzun-
gen fir das Reduktionsverfahren erfillt — von der Hermitizitdt
von / wurde kein Gebrauch gemacht -, kénnen weitere Reduk-
tionsschritte angeschlossen werden, solange die Teilchenzahl ge-
rade bleibt. Ein Fermion- oder Bosonsystem von N = 2” (» ganz-
zahlig) Teilchen liBt sich daher im Prinzip auf ein 2-Teilchen-
system zurtickfihren.

Praktisch werden sich wohl nur wenige Reduktionsschritte
durchfithren lassen. Daher wird die Reduktion auf ein 2-Kdérper-
problem nur fiir kleine = praktikabel sein. Fiir groBere Teilchen-
zahlen wird man sich mit dem ersten Reduktionsschritt zufrieden
geben und das System der /2 Bosonen mit konventionellen Ni-
herungsmethoden behandeln. Es ist z. B. zu erwarten, dafl eine
Stérungsrechnung dieser Art fir Supraleiter gut konvergiert.
Denn im BCS-Modell, das mit den Experimenten ausgezeichnet
tbereinstimmende Ergebnisse liefert, hat der Grundzustand eine
Wellenfunktion der Formy (1 ... N) = Ap(12) ¢(34) ... p(IV —
—1, N)[3], also gerade dieselbe Form wie die nullte Niherung
einer derartigen Stérungsrechnung.
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