BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1965

MUNCHEN 1966

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Singularitiitenfreic analytische Raumkurven
als vollstindige Durchschnitte

Herrn Geheimrat Prof. Dr. Oskar Perrvon zum 85. Geburisiag

Von Otto Forster und Karl Josef Ramspott
in Minchen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 8. Januar 1963

Im Jahre 1941 widerlegte O. PErRRON [7] ein von K. Th. Van-
LEN angegebenes Beispiel, das zeigen sollte, daf3 im allgemeinen
eine algebraische Raumkurve sich nicht als Nullstellengebilde
von weniger als vier Polynomen darstellen 1dBt. (Tatsidchlich
kommt man stets mit drei Polynomen aus, wie M. KNESER [5]
vor funf Jahren bewies.) In jener Arbeit bemerkt PERRON, dal
noch keine einzige Kurve bekannt sei, die nicht schon das Null-
stellengebilde zweier Polynome ist.

Die PErroNschen Ausfithrungen begegneten damals teilweise
einem merkwirdigen MiBverstindnis, das auf mystischen Viel-
fachheitsvorstellungen beruhte. Zur Klidrung dieses Begriffs
schlug PeErrox [8] vor, das Ideal aller auf einer Kurve X ver-
schwindenden Polynome zu betrachten und zu sagen, ein System
von Polynomen stelle die Kurve X in der , richtigen* (= mini-
malen) Vielfachheit dar, wenn diese Polynome das zu K gehorige
Ideal erzeugen.

Dieselbe Idee liegt auch der heute gebriuchlichen Definition
des Begriffes ,,vollstindiger Durchschnitt’ zugrunde. Eine £-di-
mensionale algebraische Menge X im #-dimensionalen Raum
wird als vollstindiger Durchschnitt bezeichnet, wenn das Ideal
aller auf X verschwindenden Polynome durch »—#% Formen er-
zeugt werden kann. PERRON zeigte in [8], daB nicht jede alge-
braische Kurve, selbst wenn sie singularititenfrei ist, ein voll-
stindiger Durchschnitt zu sein braucht.

Es ist nun bemerkenswert, dafl im analytischen Fall einfachere
Verhiltnisse herrschen. Wir beweisen den Satz: Jede singulariti-
t Munchen Ak. SB. 1965
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tenfreie analytische Kurve im dreidimensionalen Zahlenraum ist
ein (globaler) vollstindiger Durchschnitt, d. h. das Ideal aller
auf ihr verschwindenden ganzen holomorphen Funktionen wird
durch zwei Elemente erzeugt (vgl. das in [3] formulierte Problem).
DaB man im analytischen Fall mehr beweisen kann als im alge-
braischen, beruht auf dem starken Hilfsmittel des Oxaschen
Prinzips, das man in der Funktionentheorie zur Verfligung hat
und das erlaubt, gewisse analytische Probleme auf topologische
zurlickzufihren.

Bezeichnungen:

C Koérper der komplexen Zahlen

C" n-dimensionaler komplexer Zahlenraum

C) der C" ohne den Nullpunkt

M (nxm, C) Menge aller Matrizen mit # Zeilen, » Spalten und
komplexen Koeffizienten

GL (n, C) Gruppe aller n-reihigen nichtsinguliren Matrizen mit
komplexen Koeffizienten

I

Satz. Jede singularititenfreie analytische Kurve tm C® ist ein
vollstindiger Durchschnitt, d. h. das Ideal a aller auf X ver-
schwindenden ganzen holomorphen Funktionen im C® kann durch
zwei Elemente erzengt werder.

Es ist also X eine abgeschlossene Punktmenge des C® derart,
daf} es zu jedem Punkt x; & X eine offene Umgebung U und holo-
morphe Funktionen /Z; und /%, in U gibt, so daf3

XNU={xEU:ki(x) = hy(x) =0}
und der Rang der Funktionalmatrix
Oyhy 09hy gty
(81/12 Oghy  Oghty

in jedem Punkt von U gleich zwei ist. (0, bedeutet die partielle
Ableitung nach der v-ten Koordinate.)



Singularititenfreic analytische Raumkurven als vollstindige Durchschnitte 3

Aus den Theoremen A und B der analytischen Garbentheo-
rie [1] folgt: Ein System ¢4, . . ., ¢, von Funktionen aus a erzeugt
im Ring $ (C?) aller im C? holomorphen Funktionen das Ideal a
genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Es ist (@1(3), .-, 9, (3) =F (0, ...,0) firalley € ¥V:= C\ X
(dem Komplement von X in C?).

(2) Der Rang der Funktionalmatrix (0, ¢,); <, <4 1<,<3 ISt in je-
dem Punkt x € X gleich zweli.

Man kann leicht zeigen, daB es vier Funktionen g, g5, g5, 84 S 0
gibt, die das Ideal a erzeugen (vgl. [2]). Um ein Erzeugenden-
system f,, f, aus zwei Funktionen zu erhalten, machen wir den
Ansatz

4
/i =kZ Vir & (f=1,2)
=1

mit y;, & H(C?). Wir verwenden die Matrizenschreibweise und
setzen

£1
fl) Lo (TPM Y12 P13 111’14)
3 = i 2= g Fi:= - ,
4 (fz . £3 Vo1 Yoz Va3 Pas
£

womit sich das obige Gleichungssystem durch
f=¥g

abkiirzen 1dBt. Wir untersuchen nun, welchen Bedingungen die
holomorphe Matrix ¥ gentigen mul3, damit f; und /, ein Erzeu-
gendensystem von a bilden. Es sei ) die Funktionalmatrix

0181 0281 038
D 0182 0O28s U3g&s
. 0183 0283 038
0181 0284 0384

Wir fithren folgende Matrizenmengen ein:

*
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E,: ={T& M(2x4, C): Rang (TD(x)) = 2} firx € X,
E, ={T€M(2x40C): Tg(y)Fojfiryc ¥V =C\X

und behaupten:

Die Funktionen f, und f, bilden dann und nur dann ein Erzeu-
gendensystem von a, wenn

(*) V() € E, fiir alle z & C3.

Um dies zu beweisen, brauchen wir nur die Bedingungen (1)
und (2) nachzupriifen. Die Bedingung (1) ist dquivalent mit der
Bedingung ¥ (y) € £, fir alle y € V. Die Bedingung (2) ist
dquivalent mit ¥ (x) € £, fur alle xr € X, denn wegen 9, f =
@P) g + P (0,9 ist 3./) (&) = ¥ (@) (3,g) (+) fiir alle x € X;
die Funktionalmatrix von f im Punkte x & X ist also gleich
Y (x) D (x) und unsere Behauptung ist bewiesen.

Wir setzen

E:={(z,T) E GXM (x4, C): 7T c E,}.

Wie man leicht nachrechnet, ist Z cine offene Teilmenge des
Raumes C*X M (2X 4, C), (der als C'* aufzufassen ist).
Es sei p die kanonische Projektion

P CXM(2X4,C) — C.

Eine holomorphe Matrix ¥: €3 — M (2 X 4, C) zu finden, die der
Bedingung (¥) geniigt, ist nun gleichbedeutend damit, eine holo-
morphe Abbildung /7 : C* — £ zu finden mit p (H(z)) = = fiir
alle z & C3. Aus [4] folgt, daB eine solche Abbildung # existiert,
falls es nur eine stetige Abbildung S: C? — Z mit p(S (2)) = =
fiir alle # & C? gibt. Unser Satz wird also bewiesen sein, wenn
die Existenz von .S nachgewiesen ist. Dazu miissen wir die topo-
logischen Eigenschaften von £ niher untersuchen, was wir im
nichsten Abschnitt tun.
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II
Fir einen beliebigen Teilraum R C C® setzen wir
ER :=p T R)YNE ={(z2,T)E RXM(2x4,C): TE E}.

Es sei /)1 = GL (2, C)x M (22, C) und L, die Gruppe aller
Matrizen aus G (4, C), die sich schreiben lassen als

(};lg) mit P1,P2€G[4(2, C), QEM(ZXZ, C)
2

L, wirkt auf /7 durch Rechtsmultiplikation: Sei (77, 7'y) & F,

P . Y

( 01]%0) € L,;dannist (75, Ty) ( olg,,) = (T1P1, T,Q+T,P,)
) i € F,.
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

(X} ist (mit der Beschrinkung von p als Projektion) ein Fa-
serbiindel iiber X mit Faser Fy und Strukturgruppe L.

Beweis. Weil die Matrix D (x) fiir alle x & X den Rang zwei
besitzt, gibt es zu jedem Punkt x, & X eine Umgebung U C X
und eine stetige (sogar eine holomorphe) Matrix G:U — GL (4, C),

so daf}
GD — (5’)
o)

wobei B: U — M (2% 3, C) eine in U stetige (2 X 3)-Matrix ist,
die in jedem Punkt den Rang zwei besitzt, und o die (2 X 3)-Null-
matrix bedeutet. Ein Element (x, 7) & UX M (2X 4, C) gehort
genau dann zu £ (U), wenn Rang (7D (x)) = 2. Wir schreiben
TG (x)als (71, Ty mit Ty, Ty & M (2X2, C). Esist

B(x)

TD(x) = 7G-1(x) Gx) D(x) = (T4, Ty) ( .

) = T B(x).
Da B(x) den Rang zwei hat, besitzt 7 B(x) genau dann den
Rang zwei, wenn 7 nichtsingulir ist. Wir haben also (x, 77) &
€ Z(U) dann und nur dann, wenn 7G1(x) = (7, T,) &
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EGL(2,C)XM(2X2,C)=F,.Durch®@,(x,7T): = (x, 7T G1(x))
wird deshalb ein fasertreuer Homoéomorphismus @, : 2 (U) —
— UX F, definiert.

Fithrt man dieselbe Konstruktion iiber einer Umgebung U
eines anderen Punktes Z, & X" aus und bezeichnet die ¢ und B
entsprechenden Matrizen mit G und B, so erhilt man einen faser-
treuen Homdomorphismus @ : £ (U) — Ux F, und man hat
{iber dem Durchschnitt & ~ U, wenn er nicht leer ist, die Abbil-
dung

Dz = Pro@y (U NU)XF, — (U U)XFy,

fir die O, (r, 7) = (v, 7G(2) G-1(x)). Da G(x)g(x) =
(B é”) und 6 () D (x) = (B é">) , gilt G (x) G () (Bé@) ~

- (Béw) Daraus folgt G (x) G-1 (x) € L. Durch Gz, (x) 1=

= G(x) G~1(x) fir x € U ~ U wird deshalb eine stetige Ab-
bildung Gg,: U m U — L, definiert, mit der @z, (x, T) =
= (x, 7Ggy (#)). Damit ist bewiesen, daB % (X) ein Faser-
blindel iiber X mit Faser /| und Strukturgruppe L, ist.

Es sei /7y 1= C; X M (2X 3, C). Wir fassen dabei C} als Unter-
raum von A (2% 1, €) auf und kénnen deshalb /7, mit einem
Unterraum von M (2X 4, C) identifizieren. Mit L, bezeichnen
wir die Untergruppe aller derjenigen Matrizen aus GL (4, C), in
deren erster Spalte der Einheitsvektor

1
o
Rl
0
steht. L, wirkt auf /7y durch Rechtsmultiplikation. Es gilt:

E(Y) ist (mit der Beschrinkung von p als Projebtion) ein Fa-
serbiindel iiber ¥ = C3\ X mit Faser Fyund Strukturgruppe L,.

Beweis. Da der Vektor g(y) flir alle y & ¥ ungleich null
ist, gibt es zu jedem Punkt y, & ¥ eine Umgebung U und eine
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stetige (sogar eine holomorphe) Matrix G : U — GL (4, C) mit
Gg = ¢;. Ein Element (y, 77) € UX M (2 X 4, C) gehért genau
dann zu E(U), wenn 7 g (y) nicht der Nullvektor ist. Schreiben
wir 7G7Y (y)als (¢, 7")mitt E M (2x1,C)und 7' € M (2x 3,C),
so ist

Tg) =TGN G gy = @T ) e =t

d. h. es ist (y, 7) & E(U) genau dann, wenn 7G1(y) =
= (,T)E C;XxM(2x3,C). Durch @, (y, T) : = (y, TG (»))
wird deshalb ein fasertreuer Homéomorphismus @, : £ () —
— U x F, definiert.

Fihrt man dieselbe Konstruktion iiber einer Umgebung {7
eines anderen Punktes 7, & Y aus und bezeichnet die & entspre-
chende Matrix mit G, so erhilt man einen fasertreuen Homoo-
morphismus @ : E (U) — Ux F, und man hat iiber dem Durch-
schnitt 7 ~ U, wenn er nicht leer ist, die Abbildung

Py =Pz 0 @I}l: ((7/'\ U)X Fy — ((7/'\ U)X Fy,

fir die @5, (v, 7) = (3, TG (%) G1(»). Da G(3) g(») =
= G g(y) = e, ist G(¥) G1(¥)e; = e,. Daraus folgt
G(y) G1(y) € L,. Durch Gz, (3) : = G(3) G-1(y) wird des-
halb eine stetige Abbildung Gg,: U ~ U — L, definiert, mit der
P, (v, T) = (3, TGgy (). Damit ist bewiesen, da £ (¥) ein
Faserbiindel iiber ¥ mit Faser /', und Strukturgruppe L, ist.

I11

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt die gesuchte
stetige Abbildung S: C* — £ mit p(S(2)) = 2z fiir alle z € C3
schrittweise konstruieren.

Zunichst gibt es eine stetige Abbildung S;:X — £ mit
#(S; () = x fiir alle x € X. Eine Abbildung mit dieser Eigen-
schaft ist ndmlich nichts anderes als ein Schnitt im Biindel £ (X).
Da die Strukturgruppe Z, kurvenzusammenhingend ist und die
Faser /| zusammenhiingt und eine abelsche Fundamentalgruppe
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besitzt, existiert ein solcher Schnitt nach bekannten Aussagen
der Hindernistheorie [10] sicher dann, wenn fiir alle ¢ > 1 die
Cohomologiegruppen H?*! (X, , (F,)) = o sind. Dabei ist
7, (#,) die g-te Homotopiegruppe von /. Da X eine komplex
eindimensionale Mannigfaltigkeit ohne kompakte Komponenten
ist, verschwinden aber fiir eine beliebige abelsche Gruppe A
simtliche Cohomologiegruppen /7% (X, 4) fir p > 2.

Die Abbildung S, wird jetzt in eine Umgebung von X fortge-
setzt. Dazu withlen wir eine abgeschlossene Umgebung V' von X
im C3 so, daB X Deformationsretrakt von V7 ist und dal3 der Rand
von V Triger eines Unterkomplexes einer simplizialen Zerlegung
von ¥ = C®\ X ist (vgl. etwa [6]). Die Abbildung S;: X — £
148t sich schreiben als Sy (x) = (x, 5; (x)), x € X, mit einer steti-
gen Abbildung s;: X — M (2X 4, C). Ist 7 : V' — X eine retrahie-
rende Abbildung, so erhilt man durch die Definition S,(2) :=
i=(z, 5;(r (2))) fiir z € V ecine stetige Abbildung Sy: 7V —
—C3X M (2X4,C). Da E offen in C*x M (2 X 4, C) ist, kénnen wir
V" als so klein voraussetzen, dal3 S, sogar eine Abbildung von I/
in £ ist.

Es sei W:= '\ X. Die auf W beschrinkte Abbildung S,| W
ist ein Schnitt im Biindel £ (Y) Gber 7. Wenn wir diesen zu
einem Schnitt von £ (V) Uiber ganz ¥V fortsetzen kénnen, haben
wir damit auch die Existenz einer stetigen Abbildung S: C? — £
mit p (S (2)) = 2z fir alle 2 & C® sichergestellt.

Nach Wahl von V ist W Triger eines Unterkomplexes einer
simplizialen Zerlegung von Y. Da die Strukturgruppe L, des
Biindels % (V) kurvenzusammenhingend ist und die Faser /7,
zusammenhiingt und eine abelsche (sogar verschwindende) Fun-
damentalgruppe besitzt, 148t sich der Schnitt S, | W sicher dann
wie gewlinscht fortsetzen, wenn fiir alle ¢ > 1 die relativen Coho-
mologiegruppen A7 (¥, W; =,(¥3) = o sind (vgl. [10]).
H2(Y, W; =, (Fy)) verschwindet, weil =, (/) = o ist. Wir brau-
chen also nur noch den Fall ¢ > 2 zu untersuchen. Fiir eine belie-
bige abelsche Gruppe A und eine beliebige nattirliche Zahl p sind
wegen des Ausschneidungssatzes die Gruppen /2 (¥, W; 4) und
H? (€3, V; A) isomorph; ebenso gilt die Isomorphie /72 (V, A) =
~ H? (X, 4), da X Deformationsretrakt von V ist (vgl. [9]). Wir
betrachten die exakte Cohomologiesequenz
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Lo HO(V, A) — HT(C3, V; A) — H™H(C3 A) — ..

Esist H7(V,A)~ H!(X,A)=o0 (weil ¢ >2)und H**'(C3,4) =o.
Daraus folgt 77 (C?, V; A) =~ H*"* (V, W; A)=o0; der Schnitt
S| W kann also nach ¥ fortgesetzt werden, und nach den ge-
machten Bemerkungen ist damit unser Satz bewiesen.

v

Wir haben unsere Betrachtungen (pour fixer les idées) auf den
C? beschrinkt. Man kann den bewiesenen Satz aber leicht auf
den C" verallgemeinern. Es gilt:

Jede singularititenfreie analytische Kurve X im C" ist ein voll-
vollstindiger Durchschnitt, d. h. das Ideal aller auf X verschwin-
denden ganzen holomorphen Funkiionen im C* kann durch n—1
Elemente evzeugt werden.

(Allgemein wird cine 4-dimensionale analytische Menge im
C” ein vollstindiger Durchschnitt genannt, wenn das Ideal aller
auf ihr verschwindenden ganzen holomorphen Funktionen durch
n— £ Elemente erzeugt werden kann).

Das Analogon unseres Satzes in der algebraischen Geometrie
ist nicht richtig, wie folgendes auf O. PERRON [8] zurlickgehende
Gegenbeispiel zeigt.

X:i={(®:522:52:P) € P(C): (s,0) € C;}

ist eine singularititenfreie algebraische Kurve im 2;(C). Trotz-
dem kann das Ideal aller auf X verschwindenden Polynome nicht
durch zwei Formen erzeugt werden. Wire dies der Fall, so
miifite das Produkt ihrer Grade gleich drei sein, (wie aus dem
Satz von BEzouT folgt). Eines der Polynome milte also linear
sein. Das ist aber unmdglich, weil X keine ebene Kurve ist.

Jedoch 146t sich X als genaues Nullstellengebilde zweier For-
men darstellen; es ist ndmlich

X = {(xg: %y : 25 :x3) € Py(C): xyx,—x = 0,
Ko X2 — 22, X3 x5 + x5 = O},

wie O. PERRON schon in [7] bemerkt.



10  Forster und Ramspott, Raumkurven als vollstindige Durchschnitte

Literatur

[1] H. CarTan: Variétés analytiques et cohomologie. Colloque sur les fonc-
tions de plusieurs variables, Bruxelles 1953, pp. 41-55.

[2] O. Forster: Uber die Anzahl der Erzeugenden ecines Ideals in einem
Noetherschen Ring, Math. Z. 84 (1964) 80-87.

[3] O. Forster und K.J.Ramsport: Uber die Darstellung analytischer
Mengen. Sb. Bayer. Akad. Wiss., Math.-Nat. Kl., 1963, 89-99.

{4] O.ForstER und K.]J. Ramsport: Okasche Paare von Garben nicht-
abelscher Gruppen. In Vorbereitung.

[51 M. KnesEr: Uber die Darstellung algebraischer Raumkurven als Durch-
schnitte von Flichen. Arch. Math. 11 (1960) 157-158.

[6] J. R. Mu~nkres: Elementary differential topology. Annals of Mathema-
tics Studies 54. Princeton: University Press 1963.

[7] O. PErron: Uber das Vahlensche Beispiel zu einem Satz von Kronecker.
Math. Z. 47 (1942) 318-324.

[8] O. Perron: Beweis und Verschirfung eines Satzes von Kronecker.
Math. Ann. 118 (1941/43) 441—448.

[o] H. ScruBerT: Topologie. Stuttgart: Teubner 1964.

[10] N. SteeNroD: The topology of fibre bundles. Princeton: University Press
1051.



