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Der mathematische Begriff der Signifikanz

Von Georg Aumann, in Miinchen

Vorgelegt am 5. Juni 1964

Im folgenden wird ein allgemeiner Begriff beschrieben, der bei
vielen mathematischen Uberlegungen eine maBgebliche Rolle
spielt. Er ist in gewisser Weise mit dem Prinzip der vollstindigen
Induktion verwandt. Seine systematische Anwendung in den ver-
schiedenen Bereichen der Mathematik fithrt auf wichtige bisher
nur wenig beachtete Problemstellungen.

1. Es sei M eine Menge, & eine Menge von Teilmengen von M
und A(X) eine Aussage, die fliir X &€ & und X = M sinnvoll ist.

& heiBt signifikant fiir A(M), wenn aus der Glltigkeit von
A(X) fiir alle X € & die Giltigkeit von A(M) folgt.

Dieser Begriff legt ein zweiteiliges Beweisverfahren fiir die
Giiltigkeit von A4 (M) nahe, das dem der vollstindigen Induktion
analog ist:

(1) Nachweis von A(X) fur X € &;

(2) Nachweis der Signifikanz von .

Da es sich um einen Schlufl ,,von Teilen auf das Ganze'* han-
delt, gibt es sich, dafl in den Anwendungen hiufig die umge-
kehrte SchluBweise ,,vom Ganzen auf Teile'* als Selbstver-
stindlichkeit vorhanden ist, indem die Aussage A ,,erblich®’ ist,

d. h.
aus A(X) und X]C X stets A (X)) folgt.

2. Beispicle und Probleme

(a) Es sei M ein topologischer Raum, in dem das erste Abzihl-
barkeitsaxiom gilt, und f| 7 sei eine reelle Funktion. 4 (V) be-
sage, daB die Einengung f|V von f |/ auf die Teilmenge V von
M eine stetige Funktion ist. &, das System der abzihlbaren Teil-
mengen von M, ist signifikant fiir A4 (A7), d. h. fir die Stetigkeit
von f auf ganz M.
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(b) f sei eine reelle analytische Funktion der reellen Verdnder-
lichen x und y, erklirt in einem offenen Bereich B der x, y-
Ebene, der den Punkt (o, 0) enthilt. A4 (V) bedeute die Aussage,
dal (0,0) € N C B und f|V in (0, 0) ein relatives Maximum be-
sitzt. Das System der analytischen Kurven durch (o, 0) ist signifi-
kant fiir 4 (B), d. h. dafiir, daB f| B in (0, 0) ein relatives Maxi-
mum besitzt.

Neuartig diirften die folgenden Probleme sein.

(c) Es sei f|G eine reelle Funktion auf einer endlichen Gruppe
G. Die Frage nach dem Maximum von f|G ist an sich unproble-
matisch, da es sich um die Bestimmung des groiten Wertes unter
den endlich vielen Zahlen f(x), x € G, handelt. Wenn man jedoch
die Suche nach dem grofiten Wert systematisch betreiben will, so
kommt das Problem der Signifikanz zum Vorschein. Um die
Vorstellungen zu fixieren, fragen wir nach Bedingungen dafir,
daB die Gruppeneins 1 Maximumstelle von f|G ist. Es ist klar,
daB hierzu notwendig ist, daB 1 Maximumstelle far 7| U ist, wo U
irgendeine Untergruppe von & bezeichnet. Offensichtlich ist jede
Menge von Untergruppen, deren Vereinigung gleich & ist, signi-
fikant dafiir, daB 1 Maximumstelle von f| M ist. Gibt es kleinere
Systeme von Untergruppen, die ebenfalls signifikant sind ? Dies
kann man nur dann erwarten, wenn f besondere Eigenschaften
hat, die mit der Struktur von G verbunden sind. Hier bieten sich
Funktionen der Bauart

@) = 3 a1

an, worin y, Charaktere von G in die reellen Zahlen #= o bedeu-
ten. Hierliber soll in einer spiteren Arbeit berichtet werden.

(d) Das Problem der Signifikanz tritt tiberall da auf, wo neben
der ,, Totalaufgabe’’ eines mathematischen Problems auch ,,zu-
gehorige Teilaufgaben' formulierbar sind. Um hier einen kon-
kreten Fall zu beschreiben, betrachten wir ein Linearprogramm
P: Bei vorgegebenen Koeffizienten a;, seien die Unbekannten
Zy, ..., %, und s so zu bestimmen, dal

—s<at a2y s Fa,x,<s, i=1,...,m
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gilt und dabei s moglichst klein ist; das ist die ,, Totalaufgabe‘.
Eine zugehérige ,, Teilaufgabe*’ ist gestellt, wenn eine nicht-leere
Teilmenge Ny von N = {1, 2, . .., n} und Werte x} fiir s EN—N,
vorgegeben sind und die Unbekannten x,, # € V;, und s so zu
bestimmen sind, dal3

0 ul
—s<a,+ 2 et 2 a0, <s
hEN-N, FEN,

gilt und s moglichst klein ist; wir nennen das die ,, Teilaufgabe“
(Ny; x)). Man gehe von Werten #y, . . ., 2 aus; A(N,) besage,
daB {x}: 4 € N,} eine Losung der Teilaufgabe (Vy; x) ist.

Wenn sich fiir ein vorgegebenes Linearprogramm /# nach-
weisen 148t, daB} etwa die Menge {V;, N,, . .., V,} signifikant ist
fiir 4(V), so besteht die Méglichkeit, das ,,grofle’’ Problem &
durch alternierende und periodische Anwendung der ,kleinen*
Probleme AV, im Sinne einer Approximation zu 18sen.

3. Es sei noch bemerkt, daf} sich die Fragestellung auch um-
kehren kann, indem man versucht, mathematische Probleme zu
kennzeichnen, bei welchen ein vorgegebenes System &, signi-
fikant ist.!

Nachtrag bei der Korrektur (29.9.1964)

Zu Beispiel (a)

A. Rosenthal (On the continuity of functions of several
variables. Math. Z. 63 (1955), 31-38) beweist: Fiir die Stetigkeit
in (0,0)der in der Umgebung U von (0,0) erklirten reellen Funktion
f(x, ) der reellen Verdnderlichen x, ¥ ist die Menge aller durch
(0,0) laufenden konvexen einmal differenzierbaren Bogen B sig-
nifikant, d. h. ist f,B in (0,0) stetig fiir jedes B, dann ist fIU
in (0,0) stetig.

1 In diesemn Sinne kann z. B. der Hauptsatz (S. 497) in meiner Arbeit “Ap-
proximation by step functions” (Proc. Amer. Math. Soc. 14 [1963]) aufgefaft
werden.
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Zu Beispiel (b)

Ein Beweis fiir die darin formulierte Behauptung ergibt sich
mit Hilfe des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes fiir reelle
analytische Funktionen und der Resultate von 1.. Scheffer
(Math. Ann. 35 (545-551) (1890)).

Zu Beispiel (d). Jedes lineare Approximationsproblem
AP): &) ~ 2y (O) + -+ - + x,9,(0), tET,

mit glatter Norm I , e H (;,Glattheit** besagt: Gilt , |f+lg,.| , = | lf“
fir alle A und fiir i=1, 2, so gilt || f+ (4, g1+ 42 £2) || || f|| fiir alle
alle (4, Ay)) besitzt , eindimensionale Signifikanz*, d. h. es gilt fol-
gendes: Hat das System (x}, - - -,2)) die Eigenschaft, das fiir
7=1, - - +,n das Approximationsproblem

AP O — (@) 4+ 2, 9,0) + 27 9:(0) ~x,0,0,0 E T,

die Lésung x; =z} besitzt, so ist (], -, 4y Lésung fiir (4P)
selbst.



