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Bemerkungen zum Briickensatz
Von Hans- Joachim Kowalsky in Braunschweig

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 8. November 1963

Von Orro Hauet, GEORG NOBELING und CHRISTIAN PAvuc
wurde in [1] ein allgemeiner Briickensatz bewiesen. Als Sonder-
fall enthilt er den sogenannten speziellen Briickensatz, der auch
als unmittelbare Konsequenz aus zwei Sitzen von R. L. MooRE
[4] gewonnen werden kann. Eine Folgerung aus dem speziellen
Briickensatz ist schlieBlich der Randsatz von Z. JANISZEWSKI [2].
Alle diese Sitze beziehen sich auf einen zusammenhingenden
und kompakten metrisierbaren Raum X. Nachstehend soll nun
gezeigt werden, daf3 die Voraussetzungen abgeschwicht bzw.
abgeindert werden konnen: Einerseits kann man néamlich die
Metrisierbarkeit durch die schwichere Forderung ersetzen, daf3
X lediglich das Trennungsaxiom 77, erfullt. Zweitens aber kann
man auch unter Beibehaltung des Zusammenhangs auf die Kom-
paktheit und die Metrisierbarkeit verzichten und statt dessen
verlangen, dafl X lokal zusammenhingend ist. Gerade diese
Abinderung gestattet in allen Fillen eine verhiltnismafig kurze
Beweisfiithrung.

Im folgenden verweisen die Zahlenangaben in runden Klam-
mern auf die entsprechenden Sitze in [3].

Herrn Otto HAUPT bin ich fir Hinweise auf die Problem-
stellung zu Dank verpflichtet.

1. Der Randsatz

Das Komplement einer Teilmenge A von X wird stets mit G A
bezeichnet. Ist M eine zweite Teilmenge von X, so bedeutet
0,4 das relative Komplement von A4 in M; es gilt also
C,,4=M ~CA. Der Begriff ,,kompakt‘‘! wird immer ohne Ein-
schlufl von Trennungseigenschaften benutzt. Ebenso soll das Tren-

1 In (3] ,,vollkompakt‘.
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nungsaxiom 7y nicht etwa 77 einschlielen; es besagt also ledig-
lich: zu je zwei nicht-leeren, abgeschlossenen und punktfremden
Mengen A, B existieren offene Mengen U, ¥V mit A4 = U,
B Vund U ~ V = 8. Jeder abgeschlossene Unterraum eines
kompakten 7;-Raumes ist selbst ein kompakter 7,-Raum (9.5,
11.6). Hingewiesen sei schlieBlich noch auf das folgende

Lemma 1: s sei X ein bompakter Ty-Rawm, und K sei eine Kom-
ponente von X. Ferner bedeute © das System aller gleichzeitig

offenen und abgeschlossenen Teilmengen S von K mit K < S.
Dann gilt

K=[{S:5¢€&j.
Zum Beweis vgl. (14.9).

Randsatz: L5 sei X ein zusammenhingender Rawm, der aufer-
dem entweder

(a) lokal zusammenhingend
oder (b) ein kompakter Ty-Rawum

ist. Ferner sei A eine nicht-leere und abgeschlossene Teilmenge
von X. Dann gilt fiir jede Komponente K von (A

E ~A4=+0.

Beweis: Es kann A =F X vorausgesetzt werden, weil andernfalls
0.4 leer ist und somit keine Komponente besitzt. Weiter sei nun
K eine Komponente von G4, und es werde £ ~ 4 = 0 an-
genommen. Diese Annahme soll in den Fillen (a) und (b) einzeln
zum Widerspruch gefiihrt werden.

Fall (a): Als Komponente von [ A4 ist K abgeschlossen in § A4,
wegen K ~ A = 0 aber sogar abgeschlossen in X. AuBerdem
ist X als Komponente ciner offenen Menge wegen des lokalen
Zusammenhangs von X aber auch offen in X. Da X &= 0 und
K == X gilt, ist dies ein Widerspruch zum Zusammenhang von X,

Fall (b): Wegen T, gibt es zu 4 und XK offene Mengen U und V'
mit AU, SV und U ~AV = 0. Wegen K < 0U und
00U < (4 ist K auch eine Komponente von GU. Es sei nun & das
System aller in CU gleichzeitig offenen und abgeschlossenen
Teilmengen S von U mit & < S. Fiir jedes S € & werde ferner
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Bs =S AU gesetzt und zunichst Bg == 0 fiir alle S € & an-
genommen. Es gilt Bg 5, = Bs ~ Bs,. Wegen der Abge-

schlossenheit der Mengen Bgund wegen der Kompaktheit von
U folgt daher, daB die Menge

D={\{Bs:S¢c &)

nicht leer ist (11.19). Nun gilt aber D © U und wegen Lemma 1
auch D C () {S:5 &€ &} =K. Es folgt X ~ U == § im Wider-
spruch zu K € V< (U. Somit kann B¢ = 0 nicht fiiralle S & &
erfillt sein; d.h. es gibt ein S, € S mit S; ~ U = 0. Es ist S,
abgeschlossen in GU, wegen der Abgeschlossenheit von GU
aber sogar abgeschlossen in X. Weiter ist S, auch offen in 0U.
Wegen S, < 0T ist S, aber auch offen in 0T und damit sogar
in X. Dies ist ein Widerspruch zum Zusammenhang von X,

weil ja Sy == 0 wegen K = Syund Sy =X wegen S, = (U = G4
gilt.

2. Der spezielle Briickensatz

Zur Vorbereitung sollen zunichst zwei Hilfssitze bewiesen
werden.

Lemma 2t Es sei X ein zusammenhingender und kompakier
Ty-Rowm. Ferner seien A und B zwei nicht-leere, abgeschlossene
und punktfremde Teilmengen von X. Dann gibt es in dem
System 3 aller susammenhingenden und abgeschlossenen Teil-

mengen Z von X mit Z ~A = 8 und Z ~ B == 0 eine minimale
Menge.

Beweis: (Vgl. [1].) Wegen X & 3 ist 3 nicht leer. Weiter sei das
Teilsystem € von 3 cine Kette (hinsichtlich der mengentheore-
tischen Inklusion). Dann ist auch

D=MN{z:Zze€¢)

eine zusammenhingende und abgeschlossene Teilmenge von X
(14.6). Wegen Z ~ A == 0 fiir alle Z & € und wegen der Kom-
paktheit von 4 gilt aulerdem D ~ A4 = 6 (11.18) und analog

D ~ B = 8. Es folgt D &€ 3, und die Behauptung ergibt sich
unmittelbar mit Hilfe des ZorNschen Lemmas.
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Lemma 3: Es sei X ein bompakter Ty-Raum, und R sei ein nicht-
leeres System nicht-leever, zusammenhingender Teilmengen

von X. Schliefilich sei v ein Ultrafilter von K. Setzt man dann
Sfiir jede Menge B € v

Ca=U{K: K & B},
C =({Cy: BES v}

eine nicht-leeve, zusammenhingende und abgeschlossene Teil-
menge von X.

s0 st

Beweis: Die nicht-leeren und abgeschlossenen Mengen Cy bil-
den cine Filterbasis. Wegen der Kompaktheit von X ist daher C
ebenfalls nicht leer und abgeschlossen (11.19). Angenommen
werde, daf} € nicht zusammenh#ngend ist, dal es also nicht-leere,
abgeschlossene und punktfremde Teilmengen €' und ¢’ von C
mit ¢’ €' = C gibt. Wegen 7, existieren dann offene Men-
gen U' und U" mit ' S U, ¢" < U"” und U ~AU" = 6.
Wegen €' © C S Cyund ' © U’ gibt es zu jedem B & v minde-
stens ein K & Bmit & ~ U’ == 0. Flir die Menge & aller K € &
mit K ~ U’ == 0 gilt daher & € v, weil b ein Ultrafilter ist (3.12).
Ebenso erhilt man fiir die Menge & aller K € S mit K ~U'" 40
auch & Ev. FliralleBE s mit B & ~ & undfiralle K & B
folgt somit K U’ &= 8 und K ~ U" = 0. Fiir alle diese X muf}
daher auch K& ~CG(U"  U") == 0 gelten, weil andernfalls die
Gleichung K = (K ~nU") w (K ~U"”) dem Zusammenhang
von K widersprechen wiirde. Es folgt Cg ~ C(U' w U"") 4 8
fir alle ¥ & v und schlieBlich wegen der Kompaktheit von
Cw o U" auch € ~CWW' o U") % 6. Dies aber wider-
spricht C=C" o "< U L U".

Spezieller Briickensatz: £s se7 X ein susammenhdingender Rawum,
der auflerdem entweder

(a) lokal zusammenhingend
oder

(b) etn kompakter Ty-Rawum

ist. Ferner seien A und B zwei nicht-leere, abgeschlossene und
punkifremde Teilmengen von X. Dann gibt es eine Komponente

K von (4w B)mit K~A 4 8und K ~ B = 0.
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Beweis: Die Behauptung wird einzeln fir die Fille (a) und (b)
bewiesen.

Fall (a): Wegen des Zusammenhangs von X gilt 4 U B ==X,
also G(4 U B) = 8. Es sei nun & das System aller Komponenten
von B(4 U B). Da A4 U B cine nicht-leere und abgeschlossene
Teilmenge von X ist, gilt fiir jedes £ € & nach dem Randsatz
K ~ A = 8oder K ~ B == 0. Angenommen werden soll, da8 fiir
kein K ~ & gleichzeitig K ~ 4 %= 8 und K ~ B == 0 erfullt ist.

Und diese Annahme muf zum Widerspruch gefiihrt werden.
Es werde gesetzt

$,={K :K'E & K ~nA48} und
f,={K":K"€ § K" ~B=+80}.
Dann gilt 8, ~ &; = 8. Setzt man noch
K, =4y U {K':K'€ &} und
Ky=Bu U K" K"E &)},

so folgt K, " K, =0, K, U K;=2X und auBlerdem K, == 9,
K, == 0. Dies ist ein Widerspruch zum Zusammenhang von X,
wenn jetzt abschliefend noch gezeigt wird, dal X, (und aus
Symmetriegriinden dann auch K ) cine offene Menge ist.

Es gelte x € A. Wegen des lokalen Zusammenhangs existiert
dann eine zusammenhingende, offene Umgebung U von x mit
U~ B=0 (15.1). Es werde zunichst U ~ K" &= 8 fir ein
K" & 8, angenommen. Als Komponente von G(4 « B) ist K"/
offen in X und abgeschlossen in (4 w B). Wegen K" € &, also

K'""~A=8,ist K'" aber sogar abgeschlossenin 0 B.DalU < GB
gilt, ist somit U ~ K'' eine in U gleichzeitig offene und abge-
schlossene Menge. Wegen des Zusammenhangs von U folgt
UNK'" =U, was jedoch x € U und x € K" (x € A") wider-
spricht. Daher mul U ~ K" = 0 fur alle X' & &, erfullt sein,
EsfolgtU n K, = 0, also U & K ,. AuBerdem sind die Mengen
K' € &, als Komponenten von ((4 w B) offen. Zusammen er-
gibt sich hieraus schlieBlich, daBl auch X, eine offene Menge ist.

Fall (b): Nach Lemma 2 existiert eine zusammenhingende und
abgeschlossene Teilmenge Z von X mit Z~ A4 =+=08und Z~B =0,
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die hinsichtlich dieser Eigenschaften minimal ist. Wenn also
C © Z ecbenfalls eine zusammenhidngende und abgeschlossene
Teilmenge von X mit € ~ A == 8 und C ~ B = 0 ist, so muBl
C = Z gelten.

Es ist Z ein zusammenhingender und kompakter 7;-Raum.
Setzt man A* = Z ~ A und B* = Z ~ B, so sind 4A* und B*
zweli nicht-leere, abgeschlossene und punktfremde Teilmengen
von Z, und das relative Komplement ¥ = §,(A4* w B*) ist nicht
leer. AuBerdem gilt ¥ ~ A* 4= 8 und ¥ ~ B* == 0, weil z. B. aus
Y A~ A* = 0folgen wiirde, daB3 die zusammenhingende Menge Z
Vereinigung der nicht-leeren, abgeschlossenen und punktfrem-
den Mengen A* und ¥ U B* ist.

Nimmt man nun zunichst an, daf3 ¥ zusammenhingend ist, so
gibt es wegen ¥ = (4  B) eine Komponente X von (4 U B)
mit ¥ © X. Fiirsie gilt £ ~ 4 2 ¥ ~ A* == 8 und entsprechend
K ~ B2 Y ~ B* = 6. Damit ist die Behauptung des speziellen
Briickensatzes unter dieser zusatzlichen Annahme bewiesen.

Weiterhin soll daher vorausgesetzt werden, da3 ¥ unzusam-
menhingend ist. Und diese Annahme mul noch zum Wider-
spruch gefiihrt werden.

Jetzt gibt es nicht-leere und punktfremde Teilmengen A7; und
M, von ¥V, die beide in ¥V abgeschlossen sind. Fir jede Kompo-
nente K von V gilt K © M, oder K & M,. Bedeutet daher &;
das System aller Komponenten K von ¥ mit K © M, (i = 1, 2),
so gilt f; ~ 8 = 0, und & = &, U &K, ist das System aller Kom-
ponenten von Y. Fiir jedes KX & & gilt nach dem Randsatz (an-
gewandt auf Z statt X und A*, B* statt 4, B) K ~ A* == 0 oder
K ~ B* == 9. Aber fiir kein K € & sind beide Bezichungen
gleichzeitig erfiillt, weil sonst € = K eine zusammenhingende
und abgeschlossene Teilmenge von Z (und also auch von X)) mit
C~A=8und C~ B = 0 wire, fur die jedoch nicht € =2
erfiillt ist (s. 0.). Setzt man daher weiter fur 7 = 1, 2

f, ., ={K: K& 8, E~A*=F 0} und
K,={K: K& &, E~B*=+ 0},

so sind die Systeme K, 4, &; 5 (¢ = 1, 2) paarweise element-
fremd, und es gilt &; , o &; 5 = &, SchlieBlich werde
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K, ,=A*0U{K: KE & 4} und

K. y=B*OU{K: KE 8,5} G=1,2)

gesetzt. Von diesen Mengen kann zunichst festgestellt werden,
dal3 nicht gleichzeitig

K, ynK;,g=0 und K, ;n K, ;=06 firi=1,2

gelten kann: Da némlich dic Mengen M/, in ¥ abgeschlossen sind,
wiirde folgen, daf3 die nicht-leeren und punktfremden Mengen
K, v K, 4und K; 5w K, j abgeschlossen sind. Da aber Z
die Vereinigung dieser beiden Mengen ist, wiirde dies dem Zu-
sammenhang von Z widersprechen. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kann daher weiter die Existenz eines Punktes
» € K, 4~ K, pvorausgesetzt werden. Dann gibt es zu jeder
Umgebung U aus dem Umgebungsfilter u von p mindestens
ein K & &, 4 mit K ~ U == 0. Setzt man daher

B,={K: KE & ., KAnU+0} Ugch),

so sind die Mengen %, nicht leer, und {8, : U & u} ist Basis

eines Filters von &; ,, der zu einem Ultrafilter v von & , ver-
feinert werden kann. Mit

Cg=U{K: K€B}) und C=(){Cg: BE v}

gilt dann nach Lemma 3, dafl € eine zusammenhingende und
abgeschlossene Teilmenge von Z ist. Ferner ergibt sich laut Kon-
struktion € ~ U == 8 fiir alle U & u, wegen der Abgeschlossen-
heit von C also p & C. SchlieBlich gilt £ ~ A4 & 6 fur alle
K & & 4 und somit Cyg ~ A4 == 0 flir alle B € v. Wegen der
Kompaktheit von 4 folgt daher € ~ 4 == 0 (11.18).

Aus p & K, p ergibt sich p & B* oder p & K' fiir ein
K' € & 5. Setzt man im ersten Fall C* = ¢ und im zweiten Fall
C*= C U K', so ist C* in jedem Fall eine zusammenhingende
und abgeschlossene Teilmenge von Z mit C* ~n 4 = 6 und
C* ~ B = 0 (wegen K' € 8y, 5 gilt ja X' ~ B = 8). Es folgt
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(s.0.) C* = Z und damit M, < C*. Dies ist ein Widerspruch,
weil C* offenbar in der zu A/, punktfremden Menge A%\ M, B*
enthalten ist.

3. Verallgzemeinerungen

AbschlieBend soll jetzt noch der eingangs erwihnte allgemeine
Briickensatz unter den hier gemachten Voraussetzungen bewiesen
werden. Vorausgeschickt wird eine entsprechende Verallgemeine-
rung des Randsatzes.

Ist Q eine beliebige Teilmenge eines topologischen Raumes X,
und ist & das System aller Komponenten von (Q, so werde

OxX>=0~U{R: K€ &}
gesetzt. Gilt Q = X, so ist & leer und daher auch (Q, X).

Lemma 4: Es sei X ein lokal zusammenhingender Raum, und Q
sei eine abgeschlossene Teilmenge von X. Weiter sei Z eine zu-
sammenhingende Teilmenge von X mit Z ~ {Q, Xy = 8. Dann
gilt Z S Q oder Z < GQ.

Beweis: Es werde Z ~ GQ == 8 angenommen. Dann gibt es ecine
Komponente X von 0Q mit K ~Z 3= 8. Als Komponente der
offenen Menge GQ ist K wegen des lokalen Zusammenhangs of-
fen, also K ~ Z offen in Z. Weiter ist K als Komponente von (O
auch abgeschlossen in Q. Wegen £ ~Q S {Q,X) ist K aber
sogar abgeschlossen in §{Q, X). Daher ist schlieBlich & ~ Z ab-
geschlossen in Z, weil ja Z & ({Q, K) gilt. Wegen des Zusam-
menhangs von Z folgt K nZ = Z, also Z = K < 0Q.

Lemma 5: Es sei X ein kompakter Ty-Raum, Q eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X und U eine offene Teilmenge von X mit

Q,X) S U. Ist dann Z etne zusammenhingende Teilmenge von
Xmit Z~U = 0,s0gilt Z <= Q oder Z< Q.

Beweis: Es werde Z ~Q == 8 und Z ~ (Q = 6 angenommen.
Es ist Z ein zusammenhingender und kompakter 7,-Raum,
A = Z ~ Q ist eine nicht-leere und abgeschlossene Teilmenge
von Z, und das relative Komplement ¥ = 0,0 ist nicht leer. Es
gibt daher eine Komponente X’ von ¥, und fiir sie gilt nach dem
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Randsatz X' ~ A == 8. Wegen ¥ = (Q gibt es weiter eine Kom-
ponente XK von (O mit K’ C K. Esfolgt K n AT K~ QC
{0, X) und wegen X' © Z sogar K' n A C Z ~ {Q, X). Wegen
ZAU=0und {Q,X) S Ugilt aber £ ~ {Q, X) = 0, also erst
recht X' ~ A = 0 im Widerspruch zu X7 ~ 4 = 0.

Verallgemeinerter Randsatz: Zs sei X ein zusammenhingender
Rawum, der auflerdem entweder

- (a) lokal zusammenhingend

(b) ein kompakter Ty-Raum

ist. Ferner gelte {Q,X) S A C Q mit nicht-leeren und abge-
schlossenen Teilmengen A und Q von X. Ist dann K eine Kom-
ponente des velativen Komplements ¥V = CQA, sogilt K~ A = 0.

Beweis:

Fall (a): Jedenfalls ist X in einer Komponente Z von A ent-
halten, fiir die dann nach dem Randsatz Z ~ 4 == 0 gilt. Wegen
(0, X) < A4 erhilt man Z ~ {(Q,X) = 6. Wegen K € Z und
K< Qgilt Z~Q =0, und aus Lemma 4 folgt Z C Q, also
ZZ 0~ 0A =Y. DaK aber eine Kompoenente von ¥ ist, muf}
K = Z und damit £ ~ 4 = Z ~ A == 08 erfiillt sein.

Fall (b): Es werde £ ~ 4 = 0 angenommen. K ist abgeschlos-
sen in ¥V, wegen K ~ A = 8 aber sogar abgeschlossen in Q und
damit in X; d. h. es gilt £ = K. Wegen 7, gibt es offene Men-
gen Uund Vmit ACU, KSV und U~V = 0. Es folgt
K ~ U = 0, und nach dem speziellen Briickensatz gibt es eine
Komponente Z von (K w O)mit Z~AK +=08und Z ~ U =+ 0.
Die Menge K* = K  Z ist zusammenhingend und wegen
K*~U= 08, K~ U= 0 eine echte Obermenge von K. Da
aber K eine Komponente von Y ist, kann K* und somit Z nicht
in YV enthalten sein. Wegen Z 4 © Z AU =6 muBl daher
Z ~ CQ 5= 8 gelten. Hieraus folgt aber wegen (0, XY S A C U
und Z ~U = 8 nach Lemma 5 sogar Z < [Q. Dies ist ein
Widerspruchzu Z~Q 2 Z ~ K = 0.

Setzt man in dem verallgemeinerten Randsatz Q = X, so er-
hélt man als Spezialfall den Randsatz.
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Allgemeiner Briickensatz: Es sei X ein susammenhdingender Raum,
der auflerdem entweder

(a) lokal zusammenhingend

(b) ein kompakter Ty-Raum

oder

ist. Fernergelte A Q, BEQ, AnB=0und {0, X)< 4 U B,
mit nicht-leeren und abgeschlossenen Teilmengen A, B und Q
von X. Dann gibt es eine zusammenhingende Teilmenge Z von
CAv B)mit Z~A=£Qund Z ~B =0, fiirdie Z = Q oder
Z < GQ gile.

Beweis: Nach dem speziellen Briickensatz gibt es eine Kompo-
nente X von G(4 v B) mit K~ A4 == 8und £ ~ B = 0.

Fall (a): Wegen (0, XY AU B gilt K ~(Q,X) =0, und
nach Lemma 4 folgt X € Q oder X = (Q. Die Behauptung ist
also mit Z = K erfiillt.

Fall (b): Es seien 4, und B, Komponenten von A4 bzw. B mit
K~Ay==0und K ~ By= 0. Dann ist X* = A, K\ Bjein
zusammenhingender und kompakter 7,-Raum. Weiter seien 4*
und B* diejenigen Komponenten von Q% =X* ~ Q, fiir die
Ay S A* und By © B* gilt. Dann sind 4*, B*, Q* nicht-leere
und abgeschlossene Teilmengen von X* mit 4% C QO*, B* C Q*,
A* ~ B* = 0 und (Q* X*) C 4* U B*. Es werden nun zwei
Fille unterschieden:

1. A* ~ B* == 8: Dann folgt A* = B*, und A* ist ein zusam-
menhingender, kompakter 7;-Raum mit 4, & 4*und B, © A*.
Nach dem speziellen Briickensatz existiert daher eine Kompo-
nente Z von 0(4y By) n A*mit Z ~ 4, == 0und Z ~ B, % 6.
Erst recht folgt Z~A=8 und Z~ B+ 0. Wegen ZC
C(4dyw By) ~ A* erhdlt man Z < G(4 © B) und wegen
A* S Q* < Q schlieBlich auch Z < Q.

2. A* ~ B* = 0: Nach dem verallgemeinerten Randsatz (ange-
wandt auf X*, O*, A* o B* statt X, Q, 4) miifte flir jede Kom-
ponente K* von G(4* U B*) ~ Q* entweder K* ~ A* %= 0 oder
K* ~ B* == 0 gelten, was in jedem Fall dem widerspricht, daf
A* und B* Komponenten von Q* sind. Es folgt 4* ~ B* = Q*.

Nach dem speziellen Briickensatz existiert daher eine Kompo-
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nente Z von G(A4* U B*) AX* = 0Q ~AX* mit Zu A* + ¢
und Z ~ B* == 8. Wegen Z < (Q gibt es weiter eine Kompo-
nente Z'von (Q mitZ © Z'. Esfolgt Z N A* S 27 A Q ~n A* C
(Q,X)~A* Z A4,also Z ~ A == 8,und entsprechend Z ~ B == 8.
Damit ist in beiden Fillen die Behauptung bewiesen.
Setzt man in dem allgemeinen Briickensatz Q = X, so erhilt
man wieder als Spezialfall den speziellen Brickensatz.
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