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Uber die Homotopieklassen holomorpher
Abbildungen in homogene komplexe Mannigfaltigkeiten

Von Karl Josef Ramspott in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Georg Aumann am 6. Juli 1962

Es sei X ein komplexer Raum, Z eine komplexe Liesche Gruppe
und L(X, L*) ein komplex analytisches Faserbiindel mit der
Basis X, der Faser L und der Strukturgruppe L*, die auto-
morph auf Z wirkt ([4], § 3). Jede Homotopieklasse holomorpher
Schnitte von L (X, L*) ist in natiirlicher Weise in einer Homo-
topieklasse stetiger Schnitte enthalten. H. Grauert [5] hat 1957
bewiesen, dal3 diese Zuordnung bijektiv ist, falls der komplexe
Raum X holomorph vollstindig ist. In diesem Fall ist also jeder
stetige Schnitt von L(X, L*) zu ecinem holomorphen Schnitt
homotop, und zwei holomorphe Schnitte von L (X, L¥), die stetig
homotop sind, sind auch holomorph homotop, d. h. iiber lauter
holomorphe Schnitte ineinander deformierbar.

In dieser Note wird mitgeteilt, dal3 die Aussagen richtig blei-
ben fiir Schnitte in einem Faserbiindel, dessen Faser homogen
beziiglich der Strukturgruppe ist (zur genauen Formulierung
vgl. Abschnitt 1). Zum Beweise werden die Resultate von H.
Grauert in [5] benutzt; die Beweismethode ist in mancher
Hinsicht der in [7] verwendeten analog.

Ist X eine zweidimensionale holomorph vollstindige Mannig-
faltigkeit, so lassen sich mit Hilfe der {iblichen Sitze der Hinder-
nistheorie die Homotopieklassen der meromorphen Funktionen
ohne Unbestimmtheitsstellen auf X genau klassifizieren (Satz 3).

In [9] wurde ein hinreichendes Kriterium fiir die kompakte
Approximierbarkeit meromorpher Funktionen ohne Unbestimmt-
heitsstellen hergeleitet. Satz 1 stellt sicher, daB3 diese Bedingung
auch notwendig ist (Satz 4).

Auf die ausfiihrliche Begriindung und Ausdehnung der Er-
gebnisse beabsichtigt der Verfasser an anderer Stelle einzugehen.
6 Manchen Ak. Sb. 7962



58 Karl Josef Ramspott

1. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Die komplexe
Liesche Gruppe L wirkt holomorph auf A/, wenn es eine holo-
morphe Abbildung p: L XM — M gibt mit folgenden Eigen-
schaften:

a) u(holyy)=pulhnly), hLE L yE M, dabei be-
zeichne o die Gruppenverkniipfung in Z.

b) u(e, ¥) = v, e ist das neutrale Element in L.

L wirkt holomorph und transitiv auf 7, wenn es zu je zwei
Punkten y;, ¥ & M ein /€ L gibt, so dalBl p(/, v,) = ¥, ist. Wir
schreiben fiir u (4, ¥) auch /- v.

Im folgenden sei stets vorausgesetzt, dal L abziahlbare Topo-
logie hat. G sei eine abgeschlossene komplexe Untergruppe von
L. Mit B = (B,p, X, M, G) werde ein komplex analytisches
Faserbiindel [10, 8, 6] bezeichnet, das B als Biindelraum, X als
Basis, p: B — X als Projektion, M als Faser und G als (effektiv
wirkende) Strukturgruppe hat. Dabei sei X stets ein komplexer
Raum im Sinne von J. P. Serre (siche hierzu [3] und [6], FuB-
note 2).

Es sei /= [0, 1] das Einheitsintervall der reellen Achse. Ist
Jo ein Schnitt von ¥, ferner 7: X X / — B eine stetige Abbildung
mit p F(x, £) = z fir t&E Zund F(x, 0) = f;(x), so heildt die Ab-
bildung 7 eine Homotopie von f;. Die Schnitte fo(x) und f; (x) : =
F(x, 1) heiBen stetig homotop. Sind £, (x) und f;(x) holomorphe
Schnitte und ist f,(x) : = #(x, £) fiir jedes #& 7 ein holomorpher
Schnitt von 9, so heiBen £, und f; holomorph homotop.

2. Es gelten die beiden folgenden Aussagen:

Satz 1: Es sei X ein holomorph vollstindiger komplexer Raum,
B = (B, p, X, M, G) ein komplex analytisches Faserbiindel, auf
dessen Faser M eine komplexe Liesche Gruppe L mit L D G
holomorph und transitiv wivkt. Dann ist jeder stetige Schnitt
s: X — B zu einem holomorphen Schnitt f: X — B stetig ho-
motop.

Satz 2: X, B migen die gleiche Bedeutung haben wie in Satz 1.
Sind dann zwei holomorphe Schnitte fy, f: X — B stetig homo-
top, so sind sie auch holomorph homotop. Auflerdem kann die
Homotopie F(x, t) so gewdihlt werden, daff die Abhdngighkeit von
t reell analytisch ist.
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Wir beschrinken uns im folgenden auf das triviale Biindel. Fiir
diesen Fall wird Satz 1 vollstindig bewiesen, der Beweis von
Satz 2 wird nur skizziert,

Es sei yo& M fest gewihlt. Durch =n(/): = 7.y, wird eine
surjektive holomorphe Abbildung 7n: L — M definiert. L;: =
{{&€ L:17.y,=1y,}isteine abgeschlossene komplexe Untergruppe
von L. Der Raum der Linksnebenklassen Z/Z, 148t sich mit der
Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit versehen, so daB die
natiirliche Projektion #': L — L/L, holomorph und die durch =
induzierte Abbildung #: L[/L; — M biholomorph ist. Es ist
w(l) = nn'([). Zu jedem Punkt y & M gibt es eine Umgebung
V, und eine holomorphe Abbildung o,: V, — L mit wo(y') = »
fur '€ V, ([8], Satz 3. 4. 3).

Die stetige Abbildung s: X — A/ sei vorgegeben. Es gibt eine
offene Uberdeckung {U;, /& /} von X, die so fein ist, daB stetige
Abbildungen s;: U, — L existieren mit der Eigenschaft:
s| U, = ns;. Wir dirfen auBlerdem annehmen, da die U, holo-
morph konvex sind.

Es sei s;;(x): = (s,(x)) "t 0 s;(x) fir x€ U, ~ U;. 5, ist eine
stetige Abbildung von U; ~ U in Ly, esgilt:s;(x)0 s k(x)—s,k(x)
firxc€ U;"U; n U, Nach [5]1, Satz 12, gibt es stetige Ab-
bildungen 7;: U,-—» Ly, sodaB 4, :=r0s5,07 " in U;~U;
holomorph ist. Interpretiert man /%,; als Abbildung U; ~ U; — L,
so gilt: A, = (r,057 ") 0 (7 O.r;-‘l)—l. Nach [5], Satz 11, gibt es
holomorphe Abbildungen %, : ,- — L,sodaBgilt: b;; = 4,0 /7"
Also ist 5,077 "0 h; = 5,077 ' 0 4; im Durchschnitt U, ~ U,
Daher deﬁmert die Kollektlon der s;077' 0 4,7 E /, eine stetige
Abbildung y: X — L. Nach [5], Satz 6, gibt es eine holomorphe
Abbildung ¢: X — L, die vermdge einer stetigen Homotopie
Wi Xx1— L zuy homotop ist: ¥(x, 0)= yz(z) Pz, 1) = p(x):

Es sei %; (x,2):=14,; (), dann ist S;: = Yo 7! eine stetlgeAb-
bildung U; X I — L. Wegen_S, "0 8= A0k = h;o ki -—/zu
€L ist xS, = nS‘j. Daher wird durch S|U; X 7: = x §; eine
stetige Abbildung S: X X /7 — M definiert. Es ist S(x, 0)|U;=
75, (5, 0) = & (P (1,0) © (h; (D)D) = 7 (p(x) 0 (h,(x)™) =
7 (s;(2)0 (7 (x)) 0 Ay(ix) © (h,(2)) ™) = 7 (s,(x) 0 (1) V) = s, (%)=
s(x)|U;. Die Abbildung f(x): = S(x, 1) ist wegen S(x, 1) | U, =
a(p(x) o (£;(x))™1) holomorph; f und s sind stetig homotop.
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60 Karl Josef Ramspott

3. Zum Beweis von Satz 2 denke man sich die stetige Abbil-
dung S: XX/ — M mit S(x,0) = fy(x), S(x, 1) = f;(x) stetig
auf X XD fortgesetzt, dabei ist D:={z€& C: ]z—% | << 1}.
X X D ist holomorph vollstindig; A4 sei die in X' X D analytische
Menge (X x{o}) v (X x{1}). Zu einer geeigneten Uberdeckung
{U; i€ J} von XX D gibt es stetige Abbildungen s,: U, — L
mit S = x5, Die Beschrinkung s5;|U; ~ 4 darf als holomorph

angenommen werden. Es sei wieder s5,;: =s7'0s. Dann ist
$;; 0573 = s; Nach [5], Satz 12, gibt es stetige Abbildungen
7;2 U= Ly, so daB A,;;: = r;05,,0# ! holomorph ist. Der

wesentliche Punkt des Beweises ist jetzt, dall man die #; sogar so
wihlen kann, daB 7,|U; ~ 4 holomorph ist. Ein Spezialfall dieser
Aussage wird weiter unten bewiesen.

Wie beim Beweis von Satz 1 bekommt man holomorphe Ab-
bildungen 4;: U, — Lmit z;;= /4,0 ;' Durch p|U,:=s,0 77 0 &,
wird eine stetige Abbildung yp: X XD — L definiert, deren
Beschrinkung auf A holomorph ist. Nach [3], Corollaire du
Théoréme 1 bis, gibt es eine holomorphe Abbildung /: X XD — L
mit /|4 = y|A4. Es sei F;: =fo/k ', dann ist nf, = aF,.
Durch F|U,: = nf; wird eine holomorphe Abbildung #: X x D
— M definiert. Man rechnet leicht nach, daf3 die Beschrinkung
von £ auf X X / eine gewiinschte Homotopie liefert.

Die oben angedeutete Aussage iiber die Abbildungen #; soll
noch fiir folgenden Spezialfall bewiesen werden: Es gibt stetige
Abbildungen ¢;: U; — L; mit s5;; = ¢! 0, Wenn wir stetige
Abbildungen 7;: U,— L, mit s;; = ;" 0 7; finden koénnen, so
daB 7;| U; ~ A holomorph ist, sind wir offenbar fertig. Nach [5],
Satz 11, gibt es holomorphe Abbildungen #;: U,~ A — L, mit
sy=606 ' inU;AU; ~nA.Esiste,0t,=c,0;inU;nU;~A.
Also wird durch s|U;,~A4: =¢;0¢ eine stetige Abbildung
s: A — L, definiert. Nach [s5], Satz 6, gibt es eine holomorphe
Abbildung g: 4 — L,, die zu s homotop ist. go s 148t sich
zu einer stetigen Abbildung v: X XD — L, fortsetzen. Es sei
r;i=v0¢,dannist 7, |U,~nA=gos o =gof oo
=g o £ ! holomorph und 77 'o7; =¢7'0 ¢, =5, Der all-
gemeine Fall 148t sich durch einige zusitzliche Uberlegungen auf
diesen Spezialfall zuriickfithren (vgl. dazu in [5] die Beweise von
Satz 11 und Satz 11a).
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Uber die Homotopieklassen holomorpher Abbildungen 61

4. Wir betrachten in diesem Abschnitt meromorphe Funktionen
ohne Unbestimmtheitsstellen auf X, d. h. wir wihlen fur M die
Riemannsche Zahlenkugel S2. Die charakteristische Klasse o(s)
ciner stetigen Abbildung s: X — S2 sei wie in [2], Exp. 3,
erklirt: /72(S?, Hy(S5?%) und (Hom#,(S5%), H,(5?)) sind in natiir-
licher Weise isomorph. Dem identischen Endomorphismus von
H,(S* moge dabei das Element ¢(S%) & H?*(S?, H,(S?) ent-
sprechen. Die Abbildung s definiert einen Homomorphismus
s*: H2(S?%, Hy(S?) — H*(X, Hy(S%). Es ist a(s): = s*(c (5?).

Satz 3: Ist X eine holomorph vollstindige Mannigfaltighkeit der
komplexen Dimension zwet, so entsprechen die Homotopicklas-
sen der auf X meromorphen Funktionen ohne Unbestimmitheits-
stellen eineindeutiy den Elementen der Cohomologiegruppe
H2(X,H,(S?). Der Homotopieklasse der Funktion f ist dabei das
Element o(f) zugeordnet.

Die Behauptung folgt aus den Sitzen 1 und 2 und Aussagen
der Hindernistheorie (vgl. [2], Exp. 3, Théoréme 2), wenn nach-
gewiesen ist, da die Cohomologiegruppen H*(X, m;(S%) und
HY (X, m,(S?) fiir 7 > 2 verschwinden. Es ist H3(.X, 75(S%) =~
H3(X,Z) = Hom (Hy(X), Z) @ Ext(Hy(X), Z). Da X holo-
morph vollstindig ist, ist Z3(X) = o ([1], Theorem 1). H,(X)
ist torsionsfrei [1] und nach einer miindlichen Mitteilung von
A. Andreotti sogar eine freie abelsche Gruppe. Folglich ist
Ext(H,(X),Z) = o. Die iibrigen Gruppen verschwinden eben-
falls nach [1], Theorem 1.

5. Ein geordnetes Paar (X, Y) von zusammenhingenden,
holomorph vollstindigen Mannigfaltigkeiten heifit ein Runge-
sches Paar, wenn X Teilgebiet von ¥ ist und jede in X holomor-
phe Funktion durch in ¥ holomorphe Funktionen kompakt
approximiert werden kann. Fiir Rungesche Paare im C? wurde
in [0] eine hinreichende Bedingung dafiir hergeleitet, dal3 sich
jede in X meromorphe Funktion ohne Unbestimmtheitsstelle
durch in ¥ meromorphe Funktionen ohne Unbestimmtheits-
stellen kompakt approximieren 14Bt. Diese Bedingung ist wegen
Satz 1 auch notwendig. Ferner kann man auf die in [9] gemachte

Voraussetzung, da3 (X, ¥) ein Rungesches Paar im C? ist, ver-
zichten. Es gilt:
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Satz 4: Es set (X, V) ein Rungesches Paar; die komplexe Dimen-
sion von X und V sei zwei. Hy(Y) sei endlich erzeugt. Dann 1Gft
sich jede in X meromorphe Funktion ohne Unbestimmieheitsstelle
genaw dann durch in ¥ meromorphe Funktionen ohne Unbestimmi-
heitsstellen kompakt approximicren, wenn Coker(H?*(V,Z) —
H2(X, Z)) divisibel ist.

Dabei ist H*(V,Z) — H*(X,Z) der durch die Inklusion
X ( Yinduzierte natiirliche Homomorphismus.
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