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Differentialgleichungen in allgemeinen Riumen

Von Hans Hornich in Wien
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Der Begriff einer Differentialgleichung 148t sich auch in einem
allgemeinen metrischen Raum definieren, wenn man etwa in den
Punkten cines solchen Raumes eine Richtung und die Ableitung
einer Funktion in einer Richtung erklirt. Das Hauptproblem
einer solchen Verallgemeinerung aber besteht darin, auch die
Existenztheoreme der mit Koordinaten arbeitenden Theorie der
gewdhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen auf
solche allgemeine Rdume zu tbertragen. Die kiirzlich aufgestell-
ten Existenzsitze fiir lineare partielle Differentialgleichungen in
einem beschrinkten Gebiet des R, mit stetigen Koeffizienten!
enthalten nun in ihrem im wesentlichen koordinatenlosen Beweis
bereits die Grundelemente fiir eine Erweiterung dieser Sitze auf
allgemeine metrische Riume, wobei wir diese als kompakt, zu-
sammenhingend und im kleinen zusammenhingend annehmen,
uns also auf stetige Streckenbilder beschrinken, in denen be-
kanntlich je zwei Punkte durch Bogen verbindbar sind. Es ist be-
merkenswert, daf3 die sinngemifle Verallgemeinerung der Exi-
stenzsitze im R, nicht auf lineare Riume, sondern auf stetige
Streckenbilder erfolgt.

In dieser Arbeit soll die Theorie der Differentialgleichungen
in diesen Riumen in derselben Allgemeinheit skizziert werden
wie in den Gebieten eines R,. Zum Unterschied von diesen
wird hier ein in sich kompakter Raum zugrunde gelegt, was
eine gewisse Vereinfachung mit sich bringt: die Einfiih-
rung von Losungskomponenten ist hiedurch iiberfliissig ge-
worden.

I Monatsh. f. Math. 66 (1962) 152~160.
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2 Hans Hornich

I

Sei R ein metrischer Raum, in sich kompakt, zusammen-
hingend und im kleinen zusammenhingend. Dann sind je zwei
Punkte aus R durch Bogen in R verbindbar.?

Die Entfernung zweier Punkte p, ¢ in K sei pg¢; fiir drei paar-
weise verschiedene Punkte p, ¢, » setzen wir

29EF P — gt |
2pq pr ’

(% 7’??) = (1)

es ist stets
(g 750) | <1 (2)

Eine Menge A/ aus R heile im Punkt p&E M gerichtet,
wenn zu jedem & >> o cin 9§ (&) existiert, so daB fur alle ¢, » E M,

pF g, pFrund pg < 0(e), pr << 4 (e) gilt:

1— (g, 7;0) <e (3)

Zwei Mengen M’ und M", die im selben Punkt p & (M' ~ M")
gerichtet sind, sollen in » gleichgerichtet heiflen, wenn die
Vereinigung M’ \v M" in p gerichtet ist.

Zwei Mengen AM' und M” sollen im Punkt p & (M’ ~ M")
entgegengesetzt gerichtet heilen, wenn sowohl M' als M"
in p gerichtet ist und wenn weiter fiir jedes & >> 0 ein 9 (&) exi-
stiert, so daB} fur alle Punkte p' & M', p"E M", pp' < (),
pp" < 6 (¢) gilt:

L+ ) <e (4)

Sei (M) eine Folge von Mengen aus R und J/ der untere ab-
geschlossene Limes £/ M, d.i. die Menge aller Punkte, die Limes
von Punkten a,& M, sind. Sei ferner M, gerichtet in p, & M,
und die p, mogen gegen p & M konvergieren; die M/, seien dabei
gleichgradig gerichtet, nimlich mit demselben 6 (¢) fir jedes

1 Vgl. K. Menger, Kurventheorie S. 59.



Differentialgleichungen in allgemeinen Riumen 3

Seien g, » zwei verschiedene und von p verschiedene Punkte
aus M und etwa ¢ = limg,, ¢,& M, r =limr, »,& M, Wir
kénnen g, 7,, pn paarweise verschieden fir jedes » annehmen.
Dann ist fur hinreichend groBes 7 bei einem & > o stets

1— (q’x’ rn;Pn) < ¢ (5)
und daher auch
1—(q,7;p) < e (6)

Ein Bogen 4 in R heie glatt, wenn er rektifizierbar ist! und
wenn ¢ fir jeden Endpunkt von 4 gerichtet ist und fir jeden von
den Endpunkten verschiedenen Punkt p von 4 die beiden durch
# begrenzten Teilbogen von 4 in p entgegengesetzt gerichtet sind.

Wir beschrinken uns dabei auf die glatten Bogen 4 von &,
fiir welche 6 (¢) gleichmiaBig und fiir alle Punkte fest gewidhlt
werden kann.

Sei nun (p,(?), o < ¢ < 1, eine Folge von glatten Bogen mit
beschrinkter Linge und konvergent: p,(¢) — p(#), wobei (%),
o < ¢t < 1, wieder ein Bogen sei; dann ist dieser Bogen wieder
ein glatter.

Denn er ist, wie sofort ersichtlich, rektifizierbar, Weiter ist fur
jedes o<t <1 jeder der Teilbogen p(?), o<z<7 und
7 < ¢t <1 gerichtet in p(r) und diese beiden Bogen sind, wie
wieder sofort ersichtlich, entgegengesetzt gerichtet in (7).

Eine Menge U von glatten Bogen aus R heifle ein Rich-
tungsfeld, wenn

1. jeder Punkt aus R in wenigstens einem Bogen aus U liegt,

2. fiir zwei Bogen 4" und 4” aus % durch einen Punkt p auch
die Vereinigungsmenge 4" 4" entweder selbst in p gerichtet
ist oder aus zwei Teilmengen sich zusammensetzen 1a83t, die in
2 entgegengesetzt gerichtet sind;

3. mit jeder gegen einen Bogen 4 konvergenten Folge (4,)
von Bogen beschrinkter Linge aus % der (nach dem obigen

n—1
1D.h. daB sup X p;p;41 fir alle endlichen Punktmengen (1,82, - -Z»)
i=
aus & endlich ist, wenn bei einer Durchlaufung von 4 die Punkte £, /2-+-Zn
in dieser Ordnung aufeinanderfolgen.

1*
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wieder glatte) Bogen 4 wieder zu % gehort (Stetigkeit des Rich-
tungsfeldes).

Durch ein Richtungsfeld % ist in jedem Punkt p von R cine
Richtung bestimmt als die Gesamtheit aller Bogen aus U, die
p enthalten.

Sei p ein Punkt und sei 4 ein p enthaltender Bogen aus 2 und
b ein in p endender Teilbogen von 4; 4 ist nach Definition ecine
in p gerichtete Menge. Wir bezeichnen die Gesamtheit aller in
# endenden Teilbogen der durch % bestimmten Richtung in p,
die mit 4 gleichgerichtet sind, als eine orientierte Richtung
a (p); die Gesamtheit aller in p endenden Teilbogen der durch
U bestimmten Richtung in p, die zu 4 entgegengesetzt gerichtet
sind, sei die orientierte Richtung — a(p).

Ein Richtungsfeld % heiit orientierbar, wenn fir jeden
Punkt p eine orientierte Richtung a(p) und fiir jeden Bogen
aus U eine Durchlaufungsrichtung eindeutig so festgelegt wer-
den kann, daB zu jedem Punkt p jeder in diesem Sinn durch-
laufene und in p endende Teilbogen aus U zu a(p) gehort.

Ferner sei fiir jede gegen einen Bogen 4 aus U konvergente
Folge (4,) von Bogen aus U der Durchlaufungssinn der 4, und 4
so festgelegt, dafl fiir eine Punktfolge (p,) mit p, & 6,, p, — p,
# € & die Folge der in dem festgelegten Sinn durchlaufenen und
in p, endenden Teilbogen 4, von &, gegen den in p endenden
Teilbogen 4 von & konvergiert.

Ein Richtungsfeld ist i. a. nicht orientierbar. Wir bezeichnen
ein orientierbares Richtungsfeld mit einer solchen Orientierung
als orientiertes Richtungsfeld.

Sei U ein orientiertes Richtungsfeld. Ist # eine reellwertige
Funktion auf R, so heifle % im Punkt p nach der orientierten
Richtung a(p) differenzierbar, wenn # fiir jeden Teilbogen von
a(p) dieselbe (einseitige) Ableitung nach der Bogenlinge hat:

1 wu(p') —u(p) ou
T VBT Q

(s(p" #) Bogenlinge von p nach p").

Analog ist die Ableitung nach — a(p) zu definieren, indem man
die Teilbogen aus — a(p) heranzieht:
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lim _# (") —u(p) ou ®

IV S

Ist nun f eine in R definierte und dort stetige Funktion, so be-
zeichnen wir mit einem in R orientierten Richtungsfeld U die
Gleichung

du du
e T d(=a) =f (9)

als Differentialgleichung in R. Als Lésungsfunktion 2 von
(9) werde jede in R stetige Funktion # bezeichnet, fiir welche
iberall die Ableitung nach a(p) und — a(p) existiert und gleich
f bzw. — f ist.

1L

Wir stellen die Frage nach den (hinreichenden) Bedingungen
fuir ein in R orientiertes Richtungsfeld %, so daB3 die Differential-
gleichung (9) fiir jede in R stetige Funktion f eine Losung hat.

Wir fiihren den Begriff eines Lésungsweges ein:

Als Losungsweg (in bezug auf ein orientiertes Richtungsfeld)
werde cine stetige, rektifizierbare Kurve p(s) (s Bogenlinge als
Parameter) bezeichnet, so daf3 fiir fast alle s die beiden durch
2(s) begrenzten Teilkurven p(0), 0 <s und ¢ > s in p(s) ent-
gegengesetzt gerichtet sind, und zwar seien diese Teilkurven
gleichgerichtet den Bogen von a (2(s)) oder von — a((s)).

Ist nun C ein Lésungsweg, sind p, ¢ zwei Punkte aus € und
ist 2 eine Lésungsfunktion von (), so gilt:

4 ? ?
w(p)—u(g)=() [ Seds =) [ £ Feds=() [ £fds (10)

wobei das Vorzeichen +- oder — zu setzen ist, je nachdem der
Losungsweg p(0) mit 6 < s mit a(p(s)) gleichgerichtet ist oder
mit — a(p(s)).

Hieraus folgt sofort eine notwendige Bedingung fiir die Los-
barkeit unseres Problems:

(A) Es soll in R keinen Lésungsweg geben, der ecin topolo-
gischer Kreis ist.
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Wire namlich C ein solcher Lésungsweg, so miilte nach (10)
fiir jede stetige Funktion f das Integral

() *fds=o (11)

sein, was unmdoglich ist.

Wir nehmen fortan die Bedingung (A) als erfiillt an.

Wir bestimmen zu jedem Punkt p die Menge aller Punkte,
die mit p durch einen Losungsweg verbunden werden koénnen;
diese Menge heille der zu p gehoérige Léosungskomplex L(p).
Je zwei Losungskomplexe sind entweder identische oder zu-
einander fremde Mengen. R ist eindeutig als Vereinigungsmenge
von Lésungskomplexen darstellbar. Eine Losungsfunktion # von
(9) 146t sich durch (10) eindeutig auf dem ganzen Losungs-
komplex ZL(p) bestimmen, wenn z in einem Punkt von Z(p)
vorgegeben ist. Allerdings braucht die so bestimmte Funktion
auf dem Losungskomplex nicht auch stetig zu sein.

Ein Lésungskomplex ist natiirlich stets eine zusammenhin-
gende Menge.

Wir machen weiter die folgende Voraussetzung:

(B): Die Lingen der Losungswege in R sind beschrinkt.
Dann koénnen wir zeigen:
Ein Lésungskomplex ist eine abgeschlossene Menge.

Zum Beweis bringen wir zunichst das weitergehende

Lemma: Seien (p,) und (g,) zwei konvergente Punktfolgen,
?,— 20, ¢9,— ¢, und fiir jedes » die Punkte p, und ¢, auf
demselben Loésungskomplex /L, gelegen; p liege auf dem
Loésungskomplex L. Sei ferner # eine nach (10) auf den
Lésungskomplexen Z, und L bestimmte Lésungsfunktion von
(9) und zwar so dal}

#(p,) = u(p). (12)

Es liegen dann p und ¢ auf demselben Lésungskomplex Z und
es ist auch

1(q,) — 1(q). (13)
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Sei zum Beweis €, der zwischen p, und ¢, in L, verlaufende
Losungsweg, etwa p,(#), o0 < ¢ < 1, wo ¢ bis auf einen kon-
stanten Faktor die von p, nach ¢, gezéhilte Bogenlinge sei. Es
genligt, p == ¢ vorauszusetzen. Nach (B) liegen dann die Lingen
der Kurven C, fir hinreichend groBes » zwischen zwei positiven
Zahlen. Nach dem Satz von Arzeld gibt es eine gleichgradig
konvergente Teilfolge der C,, etwa C,, C,,..., so daB
p”k(t) —p(#), o <t < 1, wo p(¢) eine stetige, sicher rektifizier-
bare Kurve zwischen p und ¢ ist.

Diese ist nun auch ein Losungsweg: es ist fiir fast alle # und
fir v/,7" < ¢ mit 7,7 —¢ wieder (p(t),p"); p(®) — 1,
ebenso fiir v/, v/ > ¢, wihrend fiir 7' << ¢t <7 und v, 7" — ¢
gilt: (p (7)), p (z'"); p (©)) = — 1. Endlich sind die Teilkurven mit
#() und v < # und p(7) mit v > # entweder mit a ((#)) oder mit
—a(p(2)) gleichgerichtet, wie wieder aus den entsprechenden
Formeln fiir die C,,, folgt.

Weil nun nach (A) héchstens ein Losungsweg zwischen p und
¢ existiert, so streben alle C, gegen C; insbesondere liegen p
und ¢ auf demselben Lo&sungskomplex.

Wegen der gleichgradigen Konvergenz der C,, folgt endlich aus

ﬁ"
w(p)—ulg,) = (C) [ £rfds

n

und

#
u(p) —ulg) = (C) [ £fds
auch

u(g,) = #(q)-

Aus der Tatsache, dal} eine konvergente Folge von Lésungs-
wegen wieder gegen einen Lésungsweg strebt, folgt sofort, daf3
jeder Lésungskomplex eine abgeschlossene Menge ist.!

! Die Losungskomplexe in einem Gebiet G des R, sind in G nicht ab-
geschlossen, da hier die Losungswege innerhalb von G betrachtet werden
und G nicht kompakt ist.
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Weiter folgt sofort, daB eine nach (10) in einem L&sungs-
komplex gebildete Funktion dort auch stetig ist: lassen wir alle
L, sowie L zusammenfallen und setzen p; = py=+--. = p, so
haben wir fiir jede konvergente Punktfolge (¢,) aus L auch
#(q,) — 1(g)-

Wir wollen nun die Funktion # tiber einen speziellen Losungs-
komplex Z hinaus fortsetzen und im ganzen Raum R definieren.

Sei A eine abgeschlossene Menge, die von jedem Lésungs-
komplex hochstens einen Punkt enhilt. Auf A sei ¢ eine stetige
Funktion. Wir bilden die Menge A/ aller Losungskomplexe, die
mit A4 einen Punkt gemein haben. Auf allen diesen Lo&sungs-
komplexen bestimmen wir nach (10) eine Funktion » derart, daB3
diese an dem zu A gehorigen Punkt den Wert ¢ annimmt,
Dann ist 2 auf J/ eine stetige Funktion: sei namlich p ein
Punkt von A und (p,) eine konvergente Punktfolge aus A/ mit
p,— 2. Ist nun L, der Lésungskomplex aus M mit p, € L, und
sei g, der Punkt L, ~ 4. Nach dem Lemma gibt es nur einen
Losungskomplex Z, gegen dessen Punkte eine Punktfolge aus
den L, konvergieren kann, und daher nur einen Punkt ¢ auf 4,
der Limes der ¢, ist. Wegen

®(g) = lim ¢(g,)

ist nach dem Lemma wieder

u(p) = lim % (p,)

also 7 auf M stetig.
Damit ist der folgende Existenzsatz gezeigt:

Ist auf R ein orientiertes Richtungsfeld W gegeben, so dal es
keine Losungswege gibt, die topologische Kreise sind, und so daf
die Lingen der Lisungswege in R beschrinkt sind, dann ist die
Differentialgleichung

cu du
e T e S
fiir jede in R stetige Funktion f in R ldsbar.

Dabei kann man die Werte von wu auf einer abgeschlossenen
Menge A, die von jedem Lisungskomplex hichstens einen Punkt
enthdlt, beliebig stetig vorgeben.



