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Gekoppelte Richtungsiibertragungen
auf Fldachenpaaren

Von Frank Libell in Miinchen
Vorgelegt am g. Dezember 1960

Herrn Josef Lense zum 70. Geburtstag gewidmet

1. Auf einer Fliche § sei eine Ricktungsiibertragung dadurch
gegeben, daf} in jedem ihrer Punkte P jedem tangentialen Ein-
heitsvektor t der Wert ¥ der Winkelgeschwindigkeit zugeordnet
sei, mit der sich die Berithrebene beim Fortschreiten des Beriihr-
punktes 2 mit der Geschwindigkeit t in sich drehen soll.! Die
hierdurch erklarte Linienelementfunktion ¥ (2, ?¢), die ,,Kenn-
Sunktion* der Ubertragung, erlaubt es, fiir jeden die Bewegung
mitmachenden Vektor e der Beriihrebene die fangentiale Ge-
schwindigkeitskomponente zu bestimmen; diese driickt sich mit
Hilfe des Einheitsvektors n der Normalen der orientierten Fliche
§ in 2 und der Bogenlinge s einer beliebigen Flichenkurve mit
der Tangente (2, t) folgendermalBen aus:

n X Xn="%¥nXe. (1)

ﬂ
as
Wir wollen voraussetzen, dafl die Kennfunktionen, mit denen
wir es zu tun haben werden, in allen Linienelementen, héchstens
mit Ausnahme einzelner sog. singulirer Stellen der Ubertragung,
stetig selern.

1 Vgl. des Verf. Arbeit iiber ,,Richtungsiibertragungen auf einer Fliche®,
Jahresbericht d. DMV, Bd. 55 (1952), S. 89 ff. — Man beachte, daB zu der
Drehung der iiber § hingleitenden Beriihrebene in sich (dem ,,spinning‘)
noch eine Drehung um eine tangentiale Drehachse (ein ,,rolling**) hinzu-
kommt; 1. c. S. 93 f. Bekanntlich hat William Thomson, der spitere Lord
Kelvin, schon im Jahr 1867 die infinitesimale Parallelverschiebung als ein
»rolling without spinning*‘ der Tangentialebene betrachtet; 1. ¢. S. 103, FuB-
note.

20 Miinchen Ak. Sb. 1960
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2. Es werde nun eine umkehrbar eindeutige und zweimal
stetig differenzierbare Abbildung der Punkte von § auf die
Punkte einer anderen Fliche § betrachtet;? sie involviert auch
eine umkehrbar eindeutige und stetig differenzierbare Abbildung
der Linienclemente von § auf die von §. Jede einer GroBe ver-
moge dieser Abbildung entsprechende GroBe werde durch einen
Querstrich gekennzeichnet.

3. Es erhebt sich dann die Frage, 0b kraft des Abbildungs-
gesetzes § — § jede Richtungsiibertragung auf § wieder in eine
solche auf § iibergeht. Das konnen wir, obwohl die Abbildung
in entsprechenden Beriihrebenen eine Affinitit induziert, die im
allgemeinen nicht lingentreu, nicht einmal winkeltreu ist, tat-
sichlich erreichen, wenn wir folgendes festsetzen: Ein Linien-
element (P, t) der Fliche § beschreibt bei stindiger Verschiebung
in seiner eigenen Richtung t, wenn es sich dabei gemil} der durch
die Funktion ¥ festgelegten Ubertragungsvorschrift dreht, eine
Gleitbewegung lings einer durch das Ausgangselement in ihrem
ganzen weiteren Verlauf bestimmten Flichenkurve ¢, einer
wKennlinie'* der Ubertragung.? Ihr entspricht vermoge der Ab-
bildung § — § eindeutig eine Bewegung des Bildelementes
(73, t), die dieses lings der von ihm dauernd beriihrten Bildkurve
Z von ¢ vollfithrt; die Abbildung § — § ist ja als Punkttransfor-
mation zugleich eine Beriithrungstransformation. Durch diese
Bildbewegung kann man aber wiederum eine Richtungsiiber-
tragung auf § definieren; sie ist es, die wir im folgenden in erster
Linie als die vermége der Abbildung § — § der urspriing-
lich auf § gegebenen Ubertragung entsprechende ansehen
wollen.

Es ist zu beachten, daB3 die getroffene Festsetzung nur eine
unter vielen méglichen Vereinbarungen darstellt, nach denen
einer Ubertragung zuzuordnende Ubertragungen erklart wer-
den koénnen.

2 Vgl.d. Verf. Arbeit iiber die,,Allgemeine Theorie der Flichenabbildungen*
in den Nachrichten aus dem Reichsvermessungsdienst, Jahrgang 1942,
S. 299 ff.

3 Vgl. die in FuBinote ! genannte Arbeit S. 95 f.
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Besonders hervorgehoben sei, da der Richtungsiibertragung
auf §, die nach unserer Erklirung einer Richtungsiibertragung
auf § als zugeordnet gelten soll, vermoge der inversen Abbildung
§ — § nach dem gleichen Prinzip wieder die urspriingliche Uber-
tragung auf § entspricht, so daB3 diese Abbildung der Ubertra-
gungen ebenfalls umkehrbar eindeutig ist.

Zwei Richtungsiibertragungen auf einem Paar punktweise
aufeinander abgebildeter Flichen, die einander in der beschrie-
benen Weise entsprechen, mégen miteinander ,,gekoppelt' heilen.

Nach dem Gesagten haben gekoppelte Ubertragungen des
Flichenpaares § — § einander entsprechende Systeme von Kenn-
linien ¢ — ¢; diese sind als die Lasungen der Differentialgleichung
fir den Ortsvektor ¢ der Kurvenpunkte

d?t dr
nxd—ﬁXn=¥’nxd—s (2)
: : d .
bestimmt, die aus (1) folgt, wenn ¢ durch t = 2L ersetzt wird,

ds
sofern noch die Forderung hinzugefiigt wird, daB3 r allezeit der

Ortsvektor eines Flichenpunktes sei.

4. Wir fragen uns nun, in welchem Zusammenhang die Kenn-
Junktionen ¥ und 17 gekoppelter Ubertragungen miteinander
stehen.

Zur Vereinfachung der sich als nétig erweisenden Rechnun-
gen wollen wir unseren weiteren Uberlegungen geeignete Be-
zugsnetze auf § und § zugrunde legen, nimlich ein Paar von
wHauptnetzen'* fur die Abbildung § -»%, d. s. einander ent-
sprechende orthogonale Netze von Koordinatenlinien;* bekannt-
lich gibt es, wenn die Abbildung nicht winkeltreu ist, unter den
oben gemachten Voraussetzungen stets genau ein solches Paar,
wihrend bei Vorliegen von Winkeltreue jedes beliebige ortho-
gonale Netz auf § und das ihm entsprechende auf § als Paar
von Bezugsnetzen gewihlt werden kann. Die einzelnen Kurven-
scharen dieser Netze mdogen ebenso wie die auf sie beziiglichen
Skalare und Vektoren durch die Indizes 1 und 2 unterschieden
werden.

8 Vgl. die in 2 genannte Arbeit S. 302.

20"
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Mit Hilfe der linearen Abbildungsmafstibe fur die durch die
Netzlinien festgelegten ,, Hauptrichtungen'* t;, t, auf § und {;,

- = - ds as .
ty auf §, der ,,Hauptmafistibe' m; = ds: und 2z, = Bx—:’ 1aBt

sich der MaBstab »m = ;Lf fir eine beliebige, durch den Rich-
tungswinkel ¢ gegen die erste Hauptrichtung gegebene Tangen-
tenrichtung

t = t; cosp -+ t, sin @, (3)

wie ebenfalls als bekannt vorausgesetzt werde, aus der Gleichung
m® = m cos? @ 4 m3 sin? @ (4)

bestimmen. Ferner gilt

F = § cos § + B sin g @
da die den Vektoren t;, t, und t vermége der Abbildung § — §
entsprechenden Vektoren — weil wir auch unter t;, t, und t Ein-
heitsvektoren verstehen wollen — m2,t;, 7, t, und 7t sind, also
wegen der zwischen den Beriihrebenen der Flichen § und § in
P und P bestehenden Affinitit

mt = myt, cos ¢ + myt, sin @ (5)
gilt, so folgt
cos¢=%cosq), sin ¢ =m72sin ®, (6)
mithin
tg§ =2 tgy. ©)

5. Um nun ¥ durch ¥ auszudriicken, kénnen wir uns auf den
unmittelbar aus (2) flielBenden Ausdruck

dt
¥ = nt 71,? (7)
und den entsprechenden
¥ = ftgt @)

i

stiitzen.
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In (7) steht auf der rechten Seite ein bekannter Ausdruck fiir
die geoddtische Kriimmung g;5 es sei daran erinnert, daf sich
dies am einfachsten durch Anwendung der Grundformel der Fli-
chentheorie

d

Tj =bXgq ®
ergibt, in der q einen beliebigen, mit dem begleitenden Dreibein
der Flichenkurve starr verbundenen Vektor und

b=g+gn 8"

den Darboux-Cesaroschen Vektor des Begleitkorpers bedeutet,

dessen Tangentialkomponente, die vektorielle Linienelement-

funktion g = n X %—, die Normalwindung und -kriimmung fiir

die Richtung t als Langs- und Querkomponentenbetrige besitzt:
man braucht nur q =t zu setzen und beide Seiten von (8) mit
n X t skalar zu multiplizieren. Die Gleichung (7) besagt dem-
nach, dafl der Wert der Kennfunktion gleich dem der geoditi-
schen Kriimmung g der das Argumentelement (2, t) von ¥ ent-
haltenden Kennlinie an der Stelle 7 ist.?

Nach dieser Uberlegung muB sich die Kennfunktion ¥ ver-
moge der Flichentransformation § — § wie die geoditische
Kriimmung indern. Das Gesetz dieser Anderung wurde aber
schon in fritheren Jahren von mehreren Autoren nach verschie-
denen Verfahren aufgestellt;® wir wollen des weiteren die fiir
unsere Zwecke geeignetste Darstellung beniitzen:

V= (mymy ¥ + D) : md, )]

wo P eine kubische Form in cos ¢ und sin ¢ ist, deren Koeffizien-
ten rational von den HauptmaBstiben 7z; und ihren partiellen

P

Ableitungen 1.0. nach den Bogenlingen der Netzlinien, 037:

& Dieser Ausdruck fiir die ,,Seitenkriimmung* wurde schon von GauB
gefunden (Werke VIII, S. 390); vgl. die in ! genannte Arbeit S. 95.

¢ Einige dieser Autoren sind aufgefiihrt in d. Verf. Note ,,Der EinfluB} einer
Flichentransformation auf die geoditischen Kriimmungen‘, Sitz.-Ber. d.
Bayer. Ak. d. Wiss.,, Math.-nat. KI1., 1957, S. 15 ff.; in der hier erforder-
lichen Form steht das Ergebnis dort auf S. 19.
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= m,,, abhingen, also biegungsinvariante Ortsfunktionen sind:

= :Z‘ ((mf — m3) gy — mymyy) cos® @ +

2

1,
N

b2 (e ) o+ ) s+ (9)

+ (2mymyy — mymy,) cos? @ sin g —

— (2 mrymy5 — mym55) cOS @ SIn? .

Die Linienelementfunktion @ hingt ersichtlich nur vom Gesetz

der Abbildung § — § ab und ist vom Ubertragungsgesetz, das
sich in der Kennfunktion ¥ manifestiert, vollkommenunabhingig.

6. Wir wollen uns jedoch nicht mit diesem Hinweis auf ein
fritheres Ergebnis begniigen, sondern uns seine Herleitung in
den Hauptziigen vor Augen fiihren.

Die geoditische Kriimmung 148t sich mit Hilfe der Linien-
elementfunktion

Q= grcosp + gpsing (10)

ausdriicken; es ist nimlich nach Bonnet und Liouville

g= 2+ —-. (11)

Natiirlich ist, allgemein gesehen, die geoddtische Kriimmung
keine Linienelementfunktion; dies kommt in dem Glied j—f zum
Ausdruck, das fiir eine beliebig ausgewihlte, bestimmte Rich-
tung @ noch jeden Wert annehmen kann. DalBl wir oben durch
Gleichsetzen von ¥ und g eine Linienelementfunktion erhielten,
lag daran, dalB3 dort g jeweils nur die geoditische Kriimmung der
in der Richtung t durch P laufenden Kennlinie der Ubertragung
bedeutete; in der Gleichung

d R
T: Q+_;jf— (12/‘

hat denn auch j—f den Wert, der dadurch bestimmt ist, dal} ¢

in jedem Punkt der Kurve ¢ den Richtungswinkel der Tangente
dieser bestimmten Kurve bedeutet und daher eine wohlbestimmte
Funktion der Bogenlinge s dieser Kurve ist. — Es sei daran er-
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innert, daB} wir in (12) die Differentialgleichung der Kenn-
linien als Kurven auf der Fliche vor uns haben.?
Nach (6") wird nun

dp My d(p dm,. dmy\ cosesing
ds m® + ( M g5 ) m®
oder, wenn wir uns des bekannten Operators
d 0 ] 0
d—s—costpﬁ-{-sm(p—as—2 (13)
bedienen:
a9 dy
e = (7721 my -+ @’) s m® (14)
mit
D' = (mymgy — mymyy) cos? sin ¢ +
+ (mymyy — mymyy) cos @ sin? @. (14")

Als Transformationsgesetz fir 2 finden wir, wenn wir zunéchst
aus den bekannten Ausdriicken fiir die geoditischen Kriimmun-

gen orthogonaler Parameterlinien die Ubergangsgleichungen fiir
diese Grofen herleiten :3

&1 = (myg1—myg) tmymy,  Go = (Mg gs 4 myy) My My, (15")

bei Berticksichtigung von (6)

Q="18""n oop ﬂl&%—sin P. (135)

my m

Durch Addition von (14) und (15) ergibt sich, nachdem mit Hilfe
von (12) noch 4% climiniert sowie (4) und (10) beriicksichtigt
wurde, die Beziehung (9).

7Vgl. die in ! genannte Arbeit S. 97. — Die Differentialgleichung der
Kennlinien als Raumkurven lautet (vgl. (2) auf S. 265):

dt
d st
8 Vgl. die in ® genannte Arbeit S. 18.

drt
= ) .
= (g+¥n) X s
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Wir bemerken, daf3 der zwischen % und bestehende Zu-

sammenhang, der sich in (14) ausdriickt, 51ch von der zwischen
¥ und ¥ geltenden Beziehung (9) nur dadurch unterscheidet,
daB3 an die Stelle von @ eine andere kubische Form, @/, tritt.

Auch zwischen £ und £ kann eine Relation aufgestellt wer-
den, die formal wie (9) gebaut ist, die aber an Stelle von @ wieder
eine andere kubische Form, und zwar

— O (16)

enthilt: man hat nur die auf der rechten Seite von (15) stehen-
mi cos? g + m3sin? g
me

i — A (g cos g+ gy sing) - (coste + sin’g) = o

m®
hmzuzufijgen.

Man mag sich fragen, warum sich £ nicht wie ¥ transfor-
miert, obwohl £2 doch auch als Kennfunktion einer Richtungs-
{ibertragung — die sogar fiir das Netz unter allen Ubertragungen
eine besondere Rolle spielt — beniitzt werden kann. Das liegt je-
doch daran, daB die Kennlinien dieser Ubertragung die isogo-
nalen Trajektorien der Netzlinien sind, diese aber im allgemeinen
durch die Abbildung § — § nicht in die Isogonaltrajektorien der
Netzlinien auf § iibergehen; d. h. aber doch: Der Ubergang der
Ubertragung mit der Kennfunktion £ in die mit der Kennfunk-
tion 0 geht im allgemeinen nicht nach der am Anfang (in Ab-
schnitt 3) getroffenen Abmachung vor sich; dies tritt vielmehr
nur dann ein, wenn die; Zahl w2 m, konstant ist, in welchem
Fall in der Tat gemiB (14") @' = o ist.

den Glieder mit = 1 zu multiplizieren und

7. Das Ergebnis, das sich in (9) ausspricht, ermdglicht es uns,
eine geometrische Deutung der kubischen Form @ zu geben, und
zwar dadurch, daf3 wir ¥ = o setzen: Eine identisch verschwin-
dende Ubertragungsfunktion ¥ kennzeichnet die infinitesimale
Parallelverschiebung oder, kurz, die ,,geoditische Verschiebung
oder Ubertragung® auf der Fliche §;! die dieser auf § ent-
sprechende Ubertragung hat also nach (9) die Kennfunktion

V= b omd. (17)



Gekoppelte Richtungsiibertragungen auf Flachenpaaren 271

Eine analoge Betrachtung kann fiir die inverse Abbildung Fs %
durchgefithrt werden; sie 148t uns erkennen, da3 der Ubertra-
gung mit der Kennfunktion

VYV = —D:mym, a7)

auf § die infinitesimale Parallelverschiebung auf § entspricht.
Damit haben wir den Satz bewiesen:

Vermige der Abbildung §5§ sind miteinander gekoppelt
eitnerseits die geoddtische Richtungsiibertragung auf § und die
Ubertragung mit der Kennfunktion @ : m® auf §, andererseits die
Ubertragung mit der Kennfunktion — ®: mymy auf § und die
geoditische Verschiebung auf .

Diese Aussage steht im Einklang mit der folgenden Bemer-
kung, die den Zusammenhang zwischen der Form @ und der in
der Umkehrung der Gleichung (9) an die Stelle von @ tretenden
Form @ betrifft; diese Umkehrung lautet ja:

V= (i, ¥+ D):wd.

Da allgemein 7 = 1:m ist, folgt daraus

¥ — (mlmz Yf—}—(l))-m ,
also
Y = -’%{}li Y iy, D

Durch Vergleich mit (9) finden wir

D = — D:mym, (18)
oder _
D:md = — D:imym,. (18)

Das gleiche Ergebnis kénnte man auch, allerdings mit groQe-
rem Aufwand an Miihe, aus (9') unter Beriicksichtigung von
(15") durch Rechnung erhalten.

Zu beachten ist, dal im Falle der Winkeltreue der Abbildung
§ — § die geoditische Richtungsiibertragung auf der einen Fliche
mit einer ,linearen‘ Ubertragung — deren Kennfunktion die
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allgemeine Gestalt ¥ (P, t) = ¥, (P) cos ¢ 4+ ¥, (P)sin ¢ hat -*
auf der andern Fliche gekoppelt ist; denn bei Vorliegen von
Winkeltreue ist @ : 7 eine Linearform in cos ¢ und sin ¢.10

8. Zwei naheliegende Fragen seien hier aufgeworfen, obwohl
sie noch nicht vollstindig beantwortet werden konnen:

a) Kann eine lineare Ubertragung® auf § wieder in eine solche
auf § iibergehen ?

Sicher zu bejahen ist diese Frage im Falle einer winkeltreuen
Abbildung § — §;2° denn dann ist @ eine lineare Form in cos ¢
und sin ¢ und 2z fir alle von einem Punkt ausstrahlenden Rich-
tungen in der Fliache konstant, mit andern Worten eine reine
Ortsfunktion (Z—Z = o) .

Einen weiteren hierher gehorenden Fall erhalten wir, wenn
my =F m, ist und eine geoditische Abbildung vorliegt, die durch
das identische Verschwinden von @ charakterisiert ist;1! dann
wird die Linearitit des Verteilungsgesetzes von ¥ durch die Art
der Verinderlichkeit von » um jeden einzelnen Punkt herum
nur dann nicht gestért, wenn auch ¥ = o ist, d. h. wenn die
Ubertragung die geoditische ist, und zwar auf § wie auf §.

b) Wann entspricht einer integrablen Richtungsiibertragung'®
auf § wieder eine solche auf §?

Diese Ubertragungen bilden einen Sonderfall der linearen.
Die Ubertragung mit der Kennfunktion £ bietet ein Beispiel
dafiir.

Die integrablen Richtungsiibertragungen sind dadurch aus-
gezeichnet, dal3 das System ihrer Kennlinien aus einem Feld von
Kennlinien, d. h. einer Schar von Kurven, von denen durch
jeden Punkt auf § genau eine hindurchgeht, durch Hinzufiigen
ihrer samtlichen isogonalen Trajektorien aufgebaut werden

® Die Linienelementfunktion ¥ hat in diesem Fall ein ,,lineares Verteilungs-
gesetz''; vgl. die in ! genannte Arbeit S. 98 ff.

10 Vgl. die in ® genannte Arbeit S. 20.

11 Vgl. die in ® genannte Arbeit S. 21.

12 Vgl. die in * genannte Arbeit S. 105 ff., auch diese Sitz.-Ber. 1933,
S, 41 ff



Gekoppelte Richtungsiibertragungen auf Flichenpaaren 273

kann.13 Damit nicht nur die Kennlinien auf §, sondern auch die
ihnen entsprechenden auf § diese Eigenschaft besitzen, ist not-
wendig und hinreichend, daf entweder die Abbildung % §
winkeltreu ist, oder aber, daBl die Netzlinien zum System der
Kennlinien gehéren, d. h. die Kennfunktion der Ubertragung
ist,’® und zugleich das Verhiltnis #, : 72, 9= 1 konstant ist. Dies
beweisen wir durch die folgende Uberlegung, die nur den nicht
trivialen Fall w2, == m, zum Gegenstand hat:

Damit die charakteristische Bedingung der Integrabilitit einer
Richtungstbertragung auch fiir die Bildiibertragung erfullt sei,
muB einem {iiber die Fliche § bewegten Biischel von Beriihren-
den, das seiner Ausgangslage immer kongruent bleibt, vermége
der Abbildung § — § ein iiber § bewegtes Tangentenbiischel ent-
sprechen, das ebenfalls seiner Ausgangslage dauernd kongruent
bleibt, obwohl es wegen der Verschiedenheit der GréBen 72; und
my dem {iber § hingleitenden Buschel, dessen Bild es ist, nicht
kongruent sein kann. Fassen wir nun insbesondere die Kennlinie
auf § ins Auge, die im Ausgangspunkt der Bewegung die Rich-
tung der Netzlinie der ersten Schar besitzt. Betrachten wir zu-
dem die Tangente, die die Netzlinie der zweiten Schar im Aus-
gangspunkt beriihrt. Diese Tangente bildet wihrend der weiteren
Bewegung der Beriihrebene lings der Kennlinie mit dieser stin-
dig einen rechten Winkel. Ihre Bildtangente auf § muf3 mit der
Kennlinie auf § einen konstanten Winkel bilden, der gleich dem
Anfangswinkel, also ebenfalls ein Rechter bleiben muf. Nehmen
wir nun an, die Kennlinie falle in ihrem weiteren Verlauf nicht
mit der Netzlinie, die sie am Anfang beriihrte, zusammen, so
wiirde das zu dem Widerspruch fiihren, daB einem rechten Winkel
auf §, dessen Schenkel nicht in die Hauptrichtungen weisen, ein
rechter Winkel auf § entspriache, was mit unserer Voraussetzung
1y == my nicht in Einklang stiinde. Die Netzlinien gehdren dem-
nach zu den Kennlinien; jede Kennlinie muB} folglich isogonale
Trajektorie der Netzlinien sein. Damit aber jeder solchen Linie
auf § eine Isogonaltrajektoriec des Netzes auf § entspricht,
miissen sich die untereinander gleichen Winkel, die die Tangen-
ten von § mit der ersten Netzlinie einschlieBen, in allen Punkten

13 Vgl. die in ! genannte Arbeit S. 110.
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in untereinander gleiche Tangentenwinkel auf § transformieren.
Das ist nur méglich, wenn das Verhaltnis 7z, : #2,, zundchst langs
der Netzlinien der ersten Schar, konstant ist. Die analoge Uber-
legung kann fiir die Netzlinien der zweiten Schar durchgefiihrt
werden. Das fiihrt zu dem Schluf3, daB3 iiber die ganze Fliche
hin #2; : #my = const. sein mul.

9. Gibt es auf §5§ gekoppelte Richtungsiibertragungen mit

dibereinstimmenden Kennfunktionen ¥ = ¥'?
Aus (9) folgt, dall dann

¥ = D:(md— mym,) (19)
sein muB.

Wegen der oben (in Abschnitt 5) hervorgehobenen Bedeutung
von ¥ sind die Kennlinien dieser Ubertragung die von Herrn
Sauer kiirzlich untersuchten ,,geoddtisch invarianten Kurven''
der Abbildung § — §,14 deren Differentialgleichung wir dem-
nach in (12) vor uns haben, sobald wir dort den aus (19) ent-
nommenen Ausdruck fiir ¥ einsetzen.

Speziell fur eine winkeltreue Abbildung ist die in diesem Sinn
minvariante Kennfunktion, wie sich aus der aus (9) folgenden
Formel von Schols!® ergibt, wenn in ihr g und ¢ durch ¥ = ¥
ersetzt wird, '

0 '
‘P:%:m(l——m}, (19"

wobel 'a—i?e" die geometrische Ableitung in der Richtung t* =n x ¢

bedeutet, die in der uiblichen Weise aus dem Gradienten der
Ortsfunktion » gebildet werden kann.

Ein Beispiel flr eine gegeniiber der Abbildung & —F ,in-
variante Richtungsiibertragung‘‘ bietet, wie ein Blick auf (19)
zeigt, die in anderem Zusammenhang (in Abschnitt 8) schon be-
sprochene infinitesimale Parallelverschiebung bei geodiatischer
Abbildung.

Im Falle der Lingentreue der Abbildung liegen triviale Ver-
haltnisse vor.

14 Robert Sauer, ,,Geoditisch invariante Kurven bei beliebigen Abbil-
dungen von Flichen®, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 40 (1960),
S. 47 ft.
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Allgemein aber ist zu beachten: Wenn wir, wie bisher immer,
von der Kennfunktion Stetigkeit in der dreidimensionalen Man-
nigfaltigkeit der Linienelemente fordern, kénnen wir (19) nur
dann als Antwort auf unsere Frage gelten lassen, wenn der Aus-
druck #% — mym, fiir keine Richtung verschwindet, d. h. nur
fur solche Bereiche des Flichenpaares, fiir die der Wert des
Flichenmafistabes 72,7, nicht zwischen den Extremwerten
und 7z von 3 liegt, wo also

(my — mg) (my— m?) >0 (19")

ist. Und far Linienelemente, fiir die sowohl @ als auch 73 — s, 92,
verschwinden — ein Fall, der bei lokaler Lingentreue vorkommen
kann —, erhalten wir nur dann eine regulire Richtungsibertra-
gung, wenn ¥ beim Hineinriicken in das Linienelement einem
Grenzwert zustrebt. — Die Behandlung der hiermit zusammen-
hingenden Fragen, die auch von den Gestaltsverhiltnissen
der Hauptnetze in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle
abhdngt, sei einer eigenen Untersuchung vorbehalten.

10, SchlieBlich mége noch folgende Fragestellung berthrt wer-
den:
Es seien ¥, ¥,, .... ¥, die Kennfunktionen von 2 Rich-

tungsiibertragungen auf §; ¢, ¢, . ... ¢, selen konstante Zahlen.
Dann ist auch

Y= 21,:' ;W

eine Ubertragungsfunktion, von der wir sagen, sie sei aus den
YV, durch Swuperposition mit Hilfe der Koeffizienten ¢; gebildet.
Das beruht darauf, dafl die einzige Bedingung, die eine Linien-
elementfunktion erfiillen muB, um als Kennfunktion einer Uber-
tragung brauchbar zu sein, die ist, da3 ihr Verteilungsgesetz in
jedemn Punkt der Fliche antisymmetrisch ist,!® und eben diese

15 Vgl. die in * genannte Arbeit S. 95. — Die ¢; konnen auch Ortsfunktionen,
ja sogar Linienelementfunktionen mit symmetrischem Verteilungsgesetz sein
- wofiir der lineare AbbildungsmaBstab 7 oder die Normalwindung oder
-kriimmung Beispiele wiiren —. Die Antisymmetrie des Verteilungsgesetzes ist
eine wesentliche Eigenschaft der kubischen Form @.
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Eigenschaft der ¥, bleibt bei der vollzogenen Superposition er-

halten. . o
Wie driickt sich nun ¥ durch die Funktionen ¥, aus?

Da .
Y, = (mymy ¥; + D) :m®
ist, so gilt

” ”

2; G, = (ml wiy 2? ¥+ 2/7 ¢ @) AR
1 1

1

Aber es ist
Y = (mymy, ¥ - D) m? = (77217712 2;1 ;¥ 4 Q)) s w3,
1

Daraus folgt:

2"1' ¥, = 2"7 oV, + (1 — Zn/ c,.) D m3. (20)
1

1 1

Speziell gilt also z. B.:
=P+ —0)D:md

und

VUL, =+ Vy—D:md,

Die Transformierte der Kennfunktion einer Ubertragung, die
durch Superposition einer endlichen Anzahl von Ubertragungen
entstanden ist, ist demnach, wenn @ == o ist, dann und nur dann
gleich der durch die analoge Superposition aus den transformier-

”

ten Kennfunktionen entstehenden Funktion, wenn Et ¢; =1 ist.
1

Es fillt auf, daB dies die gleiche Bedingung ist wie die, unter der
auf einer Einzelfliche die Superposition integrabler Richtungs-
{ibertragungen wieder auf eine integrable Ubertragung fiihrt.16

Hervorzuheben ist die Tatsache, daBl der Superposition von
Drehungen der Berlihrebene in sich an einer Stelle von § im all-
gemeinen nicht einmal im Fall einer winkeltreuen Abbildung
§ — § die Superposition der entsprechenden Drehungen an der

Bildstelle auf § entspricht.

18 Vgl. die in ! genannte Arbeit S. 118,



