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Dynamische, statische und geometrische Abplattung

Von Karl Ledersteger in Wien
Mit einer Figur

Vorgelegt von Herrn Max Kneif}l am 11. November 1960

Das Problem der Beziechungen zwischen der dynamischen,
statischen und geometrischen Abplattung der Erde ist besonders
aktuell geworden, seit man die statische Abplattung aus der
Drehung der Bahnebenen der kiinstlichen Satelliten vermutlich
mit wesentiich gréflerer Genauigkeit ableiten kann, als dies frii-
her aus den Ungleichheiten der Mondbewegung méglich war.
Andererseits erweist es sich als moglich, das aus den Beobachtun-
gen der kiinstlichen Satelliten abgeleitete Resultat fur die stati-
sche Abplattung an Hand bestimmter linearer Reihen von hete-
rogenen sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren mit der dynami-
schen Abplattung zu verbinden und so einer unabhingigen Uber-
prifung zu unterziehen.

Wir gehen von den Definitionen fiir die dynamische und stati-
sche Abplattung aus:

C—4a

2
Kla? = =,

aan
C ’

(1) H =

in welchen € und 4 das polare und dquatoriale Haupttrigheits-
moment, £ die Erdmasse und @ den Aquatorradius der Figur be-
deuten. Die dynamische Abplattung oder ,,mechanische Elliptizi-
tat"" /7 folgt bekanntlich aus der Prizessionskonstante 2. In das
Verhiltnis P[H geht auch die Mondmasse ein, welche aus der
Mondgleichung ermittelt werden mu8l und die Hauptquelle fur
die Unsicherheit in der dynamischen Abplattung darstellt. Es
seien die jiingsten Berechnungen zusammengestellt:

W. de Sitter, 1938:
P= t4ogiianty el Biiege =52 7od2sd0®
E.C. Bullard, 1048
5493,157 81,271 32 7237

16* Miinchen Ak. Sb. 1960
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E. Rabe, 1950:
P = 5493,793"" w7t = 81,375 H = 327559

H. Jeffreys, 1959:
5493,157 81,291 32 7203

Fiir die Berechnung des Normalsphiroides der Erde! habe
ich Bullards Ergebnis

(20 H = (327237 £ 59) 107® = 1: (305,59 & 0,055)

zugrunde gelegt, welcher Wert hier aus Griinden der inneren
Ubereinstimmung beibehalten wird.

Die statische Abplattung, wie A. Berroth? das Verhiltnis der
Differenz der Haupttrigheitsmomente zu dem gréftméglichen,
mit der gesamten Erdmasse gebildeten Trigheitsmoment tref-
fend bezeichnet, spielt eine wichtige Rolle bei der Bewegung des
Mondes und der kiinstlichen Satelliten um die ruhend gedachte,
abgeplattete Erde. Eine erste Bestimmung aus Mondbeobachtun-
gen hat P. A. Hansen (1865) versucht; aus der Diskussion der
Hansenschen Werte hat dann Helmert (1884) im Mittel den
Wert 108651077 abgeleitet. Neuere Bestimmungen von H. Spen-
cer-Jones (1941) und H. Jeffreys (1948) lieferten K/a? =
10 9431, resp. 109280-107% Aus der Knotenbewegung des
kinstlichen Satelliten Sputnik 2 hat King-Hele (1958) fur die
statische Abplattung den Wert 10867-1077 abgeleitet, wihrend
Buchar (1958) unter Zugrundelegung des Niveauellipsoides den
Wert 10 852-1077 fand. Das jiingste Ergebnis von King-Hele
und Merson (1959) beruht auf der Drehung der Bahnebenen
von Sputnik 2, Vanguard 1 und Explorer 4:3

(3 Kla® = (10831 =4 2) - 1077

1 K. Ledersteger: Die heterogenen sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren
und das Normalsphiroid der Erde, Geofisica pura e applicata, Bd. 44, Seite
1—19, Milano 1959.

2 A. Berroth: Numerische Werte fiir die Masse und Dichte der Erde
sowie ihrer Tragheitsmomente, Zeitschrift f. Geophysik, Jg. 18, Wiirzburg

1943.



Dynamische, statische und geometrische Abplattung 215

Fir die Diskussion dieser numerischen Ergebnisse gehen wir
von jener linearen Reihe (w, /) von einparametrigen, heteroge-
nen Gleichgewichtsfiguren aus, in der die Rotationsgeschwindig-
keit und die dynamische Abplattung konstant sind. Es 148t sich
zeigen, dal in dieser Reihe auch die Triagheitsmomente konstant
sind, was auf die Identitit der Reihen

4 (@, &) = (0, C) = (o, H)

hinauslauft.* Diese Identitit besagt mit anderen Worten, dal} o
eine eindeutige Funktion der beiden Trigheitsmomente € und 4
ist. Sie ist {ibrigens fast selbstverstindlich; denn jede Anderung
nur eines der beiden Trigheitsmomente bedingt notwendiger-
weise eine Anderung der Rotationsgeschwindigkeit. Also muB
in der linearen Reihe (w, ) auch das zweite Trigheitsmoment A4
konstant sein.

Hat das homogene Ausgangsellipsoid einer Reihe (w, C) die
Aquatorachse @, und beachtet man, daB fiir jedes homogene
Ellipsoid gilt

(5) €= Edg,

so findet man fir das wichtige Verhiltnis der statischen zur
dynamischen Abplattung

©) o= (&) # =5 = 2(2)

Man kann auch mit Hilfe der transformierten MacLaurinschen

Bedingung

o? aal 4 22
(7 /éz]:,-=?a,,+§ai+ .....
aus der Gleichung
(62) K = %Haﬁ

# A.H. Cook: Developments in Dynamical Geodesy, Geophysical Journal
of the Royal Astr. Society, Vol. 2, No. 3, London 1959.

* K. Ledersteger: Zur Frage des Dichtegesetzes der einparametrigen
heterogenen Gleichgewichtsfiguren, Schweiz. Zeitschrift f. Vermessung, Kul-
turtechnik u. Photogrammetrie, Winterthur 1960.
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die Aquatorachse ; eliminieren und findet unter Beachtung von

(8) H=aqa,—1a
leicht

K __C _ 441‘ AT 2 2
(9) F—E_5l5 ® (H+ H)]“__a,,.

Das Verhiltnis ¢ muB in jeder Reihe (4), beginnend mit dem
Wert o,4 fiir das homogene Ausgangsellipsoid, mit wachsendem
e stindig abnehmen, um in der Grenzfigur, also in der Hiill-
fliche der einparametrigen Gleichgewichtsfiguren, das Minimum
0,231 zu erreichen. Mithin ist ¢ ein charakteristisches Ma8 fiir
die jeweils erreichte Massenkonzentration. Hilt man umgekehrt
£, o und @ fest, bildet also eine Figurenreihe (w, ), so muB in
dieser ¢ gleichfalls bei Anniherung an die Hiillfliche abnehmen.
Es mu8 also in dieser Reihe von Figur zu Figur die Aquator-
achse g, des homogenen Ausgangsellipsoides der jeweils zuge-
hérigen Reihe (w, /) stindig sinken. Da nun dabei gemilB (6)
und (9)

dg 4 1 (4 A %/
w0 gh=talt )

=)
i7f1+%H2

d—dg(ﬁe) =9+H%>o,

> 0,

sinkt ¢ gleichzeitig mit der statischen und dynamischen Abplat-
tung.

Legt man die Daten des Normalsphiroides der Erde zu-
grunde (1):

E = 3976,259-10% g; H = 32 7237-107%;
(11)  K[a®= 108960-107%; 4 = 6378200m,;
w? = 5,317 496.107%; a, = 5819382m;

so findet man
g =0,3320697; dg = + 68,1181 dH,;

(12) d(—f;) — 05550 dH; dH = 1,7989a’(%).
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DaB das Verhiltnis ¢ fiir das Normalsphiroid der Erde sehr nahe
bei /4 liegt, ist schon lange bekannt. Wichtiger erscheint die Tat-
sache, daf} sich in der Umgebung des Normalsphiroides in der
Reihe (w, @) die dynamische Abplattung fast doppelt so rasch
wie die statische Abplattung dndert. Wir rechnen einige Figuren
mit dquidistanten Werten von /:

H | 327200-1078|327400-10"8| 327600.1078| 3278001078
a, | 327737 10°8 327938-107% 3281381078 3283391078
a, l5819160m 15820348m 5821538 m | 5822729m
(a,:a)% 0,832362 0,832 702 : 0,833042 0,833383

q ’0,332945 |0,333081 0,333216 0,333353
Kla: | 130880-1078|130960-10~8| 131040-10%| 131120-10~8
Kla* | 108940 10—3, 1090511078 1091621078 | 109273 - 1078
c | 80048,74-10% 80081,79-10%9 81014,90-10%°, 81048,06-10%0
C —A| 264,86-10% | 265,13.10% | 265,40-10% | 265,68 10%
a 3362431078 3364091078 336576+ 107#| 3367431078
1:a | 297,40 i297,26 | 297,11 296,96

Die Abplattung kann mit der Gleichung
(13) za =[—o-+é—§—éézl—{—a2—%ag

berechnet werden, welche man leicht aus dem Formelsystem der
sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren (1) gewinnt und in welcher
die GroBe & innerhalb der Reihe (w, a) konstant ist

w? a?

(13a) & = 55 = 3461501075,

Wir sehen also, da3 den bisher aus der Prizessionskonstante ab-
geleiteten Werten fiir die dynamische Abplattung durchwegs
betrachtlich gréere Werte fir die statische Abplattung zugeord-
net sind, als sie jiingst aus den Beobachtungen der kiinstlichen
Satelliten abgeleitet wurden. Hierin erblickt Cook? einen klaren
Hinweis auf die Tatsache, daB sich der Erdkérper nicht im hydro-
statischen Gleichgewicht befindet.
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Bevor wir auf die Kritik dieser Deutung eingehen, seien noch
jene Gleichgewichtsfiguren berechnet, welche mit der gegebenen
Erdmasse £ = 5976,259- 102 g aus den empirischen Daten:

w? = 5,317496-1078%; H = 327237-1078,

(14)

K[a? = 108310-1078

gebildet werden kénnen, Mit ¢ = 6378290 m ergibt sich sofort

(142) K = CZ:A = 44063,306- 1010 cm?2,
woraus

EK = 263,334-10%¢g ecm? = (C — 4) = CH
und weiter
(14b) C = 80471,86-10%%; A = 80208,53.10%

folgt. Damit findet man folgende vier, durch £ und & sowie durch
je zwei physikalische GréBen eindeutig bestimmte Figuren, von
denen die ersten drei der Reihe (w, 2) angehéren und die zweite
und dritte als ,,Normalsphiroid" in Frage kiimen:

[E,a,0,C] | [E,a,0,K] | [E,a,0,H] | [E,a K,H]
a, 5801995 m; (5812407 m; |5819382m; [5801995 m
a 3248531078 13265991078 |327773-1078 |327773 - 107"
(a,:@)*0,827458 0,330431 0,832425% 0,827458
H 324326-1078 326066108 [327237-1078 |327237.1078
Kla, |129730-107% |130426- 1078 130895 . 1078 |130895 - 10~°
K 43671,29-10'°| 44063,31-10% 44327,64 - 10'°|44063,31 - 10"
C 80471,86-10%0|80760,96 -10%°| 80954,90-10%|80471,86 - 10*°
C—A| 260,99-10% 263,33-10% 264,91-10% 263,33-10%
®? |5,317496107% 5,317496-107° 5,317496-107%5,365419-107"
a 3338481078 (3352061078 (336267 -10~8 |336849-107°
1ie | 299,54 298,25 297,38 296,87
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Die gegenseitige Lage der homogenen Ausgangsellipsoide der
zugehorigen Reihen (w, K) = (o, ) ist in Fig. 1 dargestellt.
Das Ellipsoid [£, K, /] liegt natiirlich im Schnittpunkt der Par-
allelen zu den beiden Koordinatenachsen @ und a, welche man

| |

P
____x(C) _JI____lI_

| |

|

|

Fig. 1

durch die Ellipsoide [£, w, C] und [£, w, ] zichen kann. Die
Ellipsoide 1, 2 und 3 gehéren der linearen Reihe (w), 1 und 4
der Reihe (€) und schliefllich 2 und 4 der Reihe (X) an. Wiirden
die empirischen Werte fiir die dynamische und statische Ab-
plattung ,,zusammenstimmen‘’, d.h. wiren die beiden obigen
»Normalsphéroide® identisch, so wiirden die vier Ellipsoide zu-
sammenfallen. So aber unterscheiden sich die Ellipsoide 1 (4)
und 2 einerseits und 2 und 3 andererseits im Haupttrigheits-
moment ¢ um die Rotationsachse um die iiberraschend grofien
Betrage AC = 289,10, resp. 193,04 -10% g cm?.

Wir wenden uns der Diskussion der Ergebnisse zu:

1. LBt man in der empirischen Bestimmung der statischen
Abplattung eine Unsicherheit von einer Einheit der 6. Dezimale
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zu — es ist dies der fiinffache Betrag des in (3) angegebenen mitt-
leren Fehlers —

(15a) Kla* = (108310 + 100) - 1078,

so folgt gemiBl der oben berechneten Figur [Z£, w, 2, K] und
(12) fir die dynamische Abplattung

(15b) H = (326066 + 180)-1078,

ein Resultat, das trotz der weiteren Fehlerschranken weit aulBer-
halb der eingangs zusammengestellten, aus der Prizessionskon-
stante abgeleiteten Werte liegt. Die Diskrepanz zwischen den
empirischen Werten von K/a® und A deutet daher entweder auf
eine systematische Fehlerquelle hin oder beweist im Sinne Cooks,
dafl man die fiir die Gleichgewichtsfiguren geltenden Beziehun-
gen nicht auf die Massefunktionen der wirklichen Erde anwen-
den darf.

2. Da K/a® und A empirisch vorgegeben sind, eréffnen sich
anscheinend zwei Mdglichkeiten fiir die Definition des Normal-
sphiroides. Es sei dieses obige zweite Figur [Z, @, w, K]. Das
homogene Ausgangsellipsoid der zugehérigen Reihe (w, K) ist
in Fig. 1 durch den Punkt 2 reprisentiert. In dieser Reihe sind
neben KX auch

(16) C, = 80760,06-10%; H, = 326066-1078

konstant, wobei selbstverstandlich (C — 4) = C,H, = CH sein
muB. Vergleich mit den Werten (14) zeigt, dal

(16a) Cy = C 4+ Amit A = 289,10-10% g cm?2.

Wir betrachten nun eine duflere Niveaufliche der wirklichen
Erde, die so hoch gewihlt sei, daB sich in ihr die Massenunregel-
miBigkeiten der Erdkruste nur mehr sehr gering auswirken, und
zwar derart, daf3 diese Niveaufliche vom zugehorigen Helmert-
schen Niveausphiroid 4. Ranges beliebig wenig abweicht. Das
gedachte Niveausphiroid ist aber bis auf GréBen 6.0. eine
dufere Niveaufliche der streng eindeutig definierten einpara-
metrigen heterogenen Gleichgewichtsfigur [E, o, X, D,], wobei
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die Massefunktionen X und 2y, d. h. die Differenz der Trigheits-
momente (€ — A) und die Massefunktion von 4.0., als echte
Stokessche Konstanten mit den entsprechenden Massefunktionen
der wirklichen Erde identisch sein miissen. Die wirkliche und die
regularisierte Erde sind dann zwei mogliche Massenanordnun-
gen im Innern der beiden hoch gelegenen, fast vollig zusammen-
fallenden Niveauflichen, und es ist daher offensichtlich génzlich
ausgeschlossen, daf} sich bei der Regularisierung der Erdkruste,
d.h. bei der Herstellung des vollkommenen hydrostatischen
Gleichgewichtes, die Trigheitsmomente C und (4 4 B):2 der
wirklichen Erde um den gewaltigen Betrag von 289,10+ 10% g cm?
= 0,0036 C dndern, der gréBer ist als die Differenz (C — A4),
wihrend D, ginzlich unverindert bleibt.

3. Wollte man umgekehrt das Normalsphiroid durch [Z£, a,
w, 1], also durch obige dritte Figur definieren, so sind in der zu-
gehorigen Reihe (0, #) = (0, C) = (0, K) die Massefunktionen

) Cg = 80954,90-10%; K3 = 44327,64-10"

konstant, wobei wegen des unverinderten Wertes der dynami-
schen Abplattung

(172)  Cy=pBC; Ay=pA; Ky=pK; B = 1,0060

wird. Die Anderung von Cwird noch gréBer: AC = 4 483,04 -10%,
in Ubereinstimmung mit dem Abstand der beiden auf der Linie
() liegenden Punkte 4 und 3 in Fig. 1. Da sich aber auch die
Stokessche Konstante (€ —4) dndert: 4(C — A) = + 1,58-10%,
erkennt man, daf} im vorliegenden Falle die dynamische Abplat-
tung nicht fiir die Definition des Normalsphiroides herangezo-
gen werden diirfte.

4. Der Vergleich der dritten und vierten Figur ist aber auch
noch in anderer Hinsicht interessant. Die zugehérigen Ellipsoide
haben wegen der gleichen geometrischen Abplattung nicht nur
dieselbe dynamische, sondern auch dieselbe statische Abplat-
tung. Es gilt daher neben (17a) auch noch

(17b) (a,8)* = B (a;,0)"
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und in weiterer Folge im Hinblick auf die transformierte Mac-
Laurin-Bedingung

= (uﬂtz"l
€= = f(&)
auch
-3
(170) wd =" " ut.

Jede vollig gleichférmige Expansion (f > 1) oder Kontraktion
(B < 1) einer beliebigen Gleichgewichtsfigur hat eine im Verhilt-
nis = geinderte Rotationsgeschwindigkeit zur Folge. Es gibt
nun sicher unendlich viele sphiroidische Gleichgewichsfiguren
mit denselben Trigheitsmomenten, wie sie die wirkliche Erde
besitzt. Alle diese Figuren haben dieselbe Rotationsgeschwindig-
keit, welche am bequemsten aus dem MacLaurinschen Ellipsoid
[E,K,C]l = [£,C, H] = [E, K, H] berechnet werden kann.
Damit aber erhebt sich die Frage, ob diese Rotationsgeschwin-
digkeit mit der Rotationsgeschwindigkeit der wirklichen Erde
identisch sein mufB} oder nicht.

Dies scheint der vollstindige Tatbestand zu sein. In Punkt 1
konnte gezeigt werden, daB3 die Diskrepanz zwischen dynami-
scher und statischer Abplattung zwei Deutungsmoglichkeiten
zuldBt. In Punkt 2 ergeben sich derart groBe Anderungen der
Tréigheitsmomente, daf3 die Cooksche Auslegung zumindest nicht
allein zur Erklarung herangezogen werden darf. Die definitive
Entscheidung hingt daher von der Beantwortung der letzten
Frage ab, nidmlich ob es zur gegebenen Rotationsgeschwindig-
keit eine lineare Reihe von Gleichgewichtsfiguren mit den Trig-
heitsmomenten der wirklichen Erde gibt.

Wir greifen wieder die Uberlegung von Punkt 2 auf, betrach-
ten jetzt aber sofort eine sphéiroidische Gleichgewichtsfigur
[£, w, K, Dy, Dg. ..} mit beliebig vielen Formparametern f,, f;,
welche mit der wirklichen Erde nicht nur die Differenz der Trig-
heitsmomente, sondern beliebig viele der héheren Massefunktio-
nen Dy, Dy . .. gemeinsam hat. Thre duBeren Niveauflichen wer-
den mit wachsender Erhebung tiber die freie Oberfliche immer
besser mit den Niveauflichen der wirklichen Erde iibereinstim-
men. Die Trigheitsmomente C und A4 sind nun nicht echte Sto-
kessche Konstanten im Sinne von Integralinvarianten fiir alle
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jeweils iiberhaupt méglichen Massenanordnungen, wohl aber
dank der Eindeutigkeit des Dichtegesetzes der Gleichgewichts-
figuren selbst eindeutige Funktionen der Stokesschen Elemente
E,wund S (a, a, f, fs.. . .). Je mehr der héheren Massefunktio-
nen £ man aber heranzieht, umso deutlicher erkennt man, dal3
auch die Trigheitsmomente der Gleichgewichtsfigur mit den
Triagheitsmomenten der wirklichen Erde ubereinstimmen miis-
sen. Denn die Ubereinstimmung in X und den héheren Masse-
funktionen Dy, Dg.... schlieBt die Méglichkeit, daB3 sich die
Triagheitsmomente um den gleichen Betrag 4 von den Trigheits-
momenten der tatsichlichen Erde unterscheiden, vollends aus.
Bei der Regularisierung der Erdkruste entsteht also eine Gleich-
gewichtsfigur, welche mit der wirklichen Erde das Haupttrig-
heitsmoment € um die Rotationsachse gemeinsam hat, wihrend
in Anbetracht der notwendigen Rotationssymmetrie ein dquato-
riales Haupttrigheitsmoment A4 resultiert, das mit dem arithme-
tischen Mittel der beiden &dquatorialen Trigheitsmomente
(A 4 B)[2 der wirklichen Erde zusammenfillt. Die so erhaltene
Gleichgewichtsfigur ist die bestens und streng eindeutig definierte
Normalfigur der Erde. Es 146t sich jedoch nicht unmittelbar fest-
stellen, ob dieses Normalsphaeroid eine ein- oder mehrparame-
trige Gleichgewichtsfigur ist.

Diese Uberlegung wirft auch ein neues Licht auf das Problem
der Regularisierung der Erdkruste durch einen Massenausgleich
im Sinne der Airyschen Isostasie. Die Ausgleichsfliche des
Druckes wird in der Basis der méchtigsten Sialscholle liegen, die
am tiefsten ins Sima eintaucht. Thre Tiefe ist so zu bestimmen, daf3
bei den isostatischen Massenverschiebungen in vertikalen Siu-
len die Trigheitsmomente € und (4 + B)/2 und damit der
Drehimpuls oder das Rotationsmoment w + C erhalten bleiben.
Gleichzeitig mulB3 bei diesen Massenverschiebungen zumindest
die Massefunktion 4.0O. unverdndert bleiben. In diesem Sinne ist
es sehr aufschluBreich festzustellen, dall eine Berechnung der
durch die isostatischen Massenverschiebungen bewirkten Ande-
rung des Haupttrigheitsmomentes € aus 14 schematisierten
Schollen bei W. de Sitter® A = —3,4 - 1077 € = —0,03 - 10%

5 W. de Sitter: On the flattening and the constitution of the earth, Bulletin
of Astron. Inst. of the Netherlands, Vol. 2, 5. 97-108, 1924.
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g cm?® ergeben hat, was sich vom Sollwert Null wesentlich weniger
unterscheidet als der schon oben als unmdglich bezeichnete Be-
trag 4 C = 0,0036C.

In diesem Zusammenhang diirfte noch eine wichtige Bemer-
kung am Platze sein. Die wirkliche Erde und die Gleichgewichts-
figur mit denselben Trigheitsmomenten und einigen weiteren ge-
meinsamen Massefunktionen haben in der Nihe ihrer Oberfliche
merklich verschiedene Niveauflichen und auch in groBer Hohe
nur beliebig nahe zusammenfallende, jedoch nicht streng iden-
tische Niveauflichen. Tatsichlich gibt es zu den Stokesschen
Elementen £, w,S(a,q, fy, f5 . . .) einer beliebigen Gleichgewichts-
figur neben der einzigen, durch ein streng individuelles Dichte-
gesetz gekennzeichneten Gleichgewichtsanordnung wohl noch
unendlich viele, nicht im Gleichgewicht befindliche Massen-
anordnungen, die aber alle denselben Schwerpunkt und diesel-
ben Massefunktionen X, Dy, Dy ... besitzen miissen und dem-
nach aus der gegebenen Gleichgewichtsfigur einzig und allein
durch beliebige Massenverschiebungen in konzentrischen, homo-
genen Kugelschalen hervorgehen kénnen. Die notwendige Er-
haltung des Potentials der Fliehkraft erfordert {ibrigens auch bei
der Regularisierung der Erdkruste die strenge Erhaltung des
Schwerpunktes in der Rotationsachse, womit fiir die isostatischen
Massenverschiebungen neben der Konstanz des Trigheitsmo-
mentes C eine weitere Bedingung vorliegt.

Die Reihen (w, )= (0, K) = (w, A) darf man als ,,geneti-
sche' Reithen bezeichnen, weil sie wegen der Konstanz des Dreh-
impulses moglicherweise Entwicklungsreihen darstellen. Ob sich
im Laufe der Entwicklungsgeschichte der Erde seit dem Beginn
der Bildung der festen Erdkruste die Rotationsgeschwindigkeit
geindert hat, dirfte sich kaum mit voller Sicherheit feststellen
lassen. Es ist also ungewiB, ob das soeben definierte Normal-
sphiroid eine tatsichliche Entwicklungsstufe der Erde darstellt.
Doch beriihrt dies nicht unser Ergebnis. Vielmehr durfen wir
schlieBen, daB es zu jeder Entwicklungsstufe hydrostatische
Gleichgewichtsfiguren mit beliebig vielen gemeinsamen Masse-
funktionen und derselben Rotationsgeschwindigkeit gibt.

Mit diesem Ergebnis scheidet aber die Deutung von Cook aus
und die Diskrepanz zwischen den empirischen Werten fiir die



Dynamische, statische und geometrische Abplattung 225

statische und dynamische Abplattung kann nur aus systemati-
schen Fehlerquellen erkldrt werden. Nun haben wir der numeri-
schen Analyse gerade den kleinsten Wert fiir die dynamische Ab-
plattung zugrunde gelegt, welcher mit der zugehérigen Figuren-
reihe (w, /) bereits auf die statische Abplattung 1089601078
des Normalsphiroides fithrt. Mit wachsendem /7 wichst aber die
statische Abplattung gemill &d(K/a%) = 0,5559 dH weiter an.
Dies zwingt zu dem Schlusse, daB die aus den kiinstlichen Satel-
liten errechnete statische Abplattung 108310.107% trotz der
guten inneren Ubereinstimmung zu klein ist, was moglicherweise
auf einen Mangel in den theoretischen Grundlagen der Bahn-
berechnungen hindeutet.

Die vorstehende Diskussion diirfte den durch die Figurenreihe
(w, ) = (w, K) vermittelten theoretischen Zusammenhang zwi-
schen den drei Abplattungen hinreichend erhirtet haben. Es be-
steht derzeit also noch nicht der geringste Anlaf3, die Ableitung
des Normalsphiroides aus der besser bekannten dynamischen
Abplattung (die dritte Figur der letzten Tabelle) einer Revision
zu unterziehen. Die geometrische Abplattung dieser Normal-
figur, 1: 297,38, verdient demnach den Vorzug vor dem Werte
1:298,25, der auf der zu kleinen statischen Abplattung beruht.
Es ist aber zu hoffen, dal eine sorgfiltige Revision der Satelliten-
theorie in naher Zukunft ein verldBliches Resultat fiir die stati-
sche Abplattung zeitigen und damit die Méglichkeit eréffnen
wird, die Mondmasse einwandfrei zu tiberpriifen und so die Un-
sicherheit in der Bestimmung der dynamischen Abplattung zu
beheben. Die mit der Massefunktion 2, zusammenhingenden
Fragen seien einer gesonderten Untersuchung vorbehalten.

Zusammenfassung

Ausgehend von der Identitit der Figurenreihen (w, K)==
(w, ) wird nachgewiesen, daf3 die aus den Beobachtungen der
kiinstlichen Satelliten abgeleitete statische Abplattung zu klein
ist. Die Deutung der Diskrepanz zwischen den empirischen Wer-
ten fiir die statische und dynamische Abplattung aus der Tat-
sache, daB} sich die Erde nicht im hydrostatischen Gleichgewicht
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befindet, ist unméglich, weil es eine Gleichgewichtsfigur gibt,
welche mit der wirklichen Erde in der Rotationsgeschwindigkeit
und in simtlichen Massefunktionen C, XK, D4, Dg ... uberein-
stimmt.

Summary:

Starting from the identity of the series of figures of equilibrium
(0, K)= (w, ) it is proved that the static flattening derived
from the observations of artificial satellites is too small. The inter-
pretation of the discrepancy between the empirical values for the
static and dynamic flattening out of the fact, that the earth is
not in hydrostatic equilibrium is impossible; for a figure of
equilibrium exists with the same velocity of rotation and with
the same mass-functions C, X, Dy, Dy . . . belonging to the real
earth.



