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Uber eingeschriinkte und uneingeschrinkte

Partitionen
Herrn Oskar Perron zum 8o. Geburtstag am 7. Mai 1960
Von Heinrich Tietze in Miinchen

Eingesandt zur Sitzung vom 5. Februar 1960

Lieber Perron! Es ist nur eine kleine Bemerkung, die ich Ihnen
vorzulegen vermag. Daf3 aber meine Wiinsche darum nicht we-
niger herzlich sind, brauche ich nach jahrzehntelangem harmo-
nischen Zusammenwirken nicht besonders zu versichern.

1. Gegeben sei eine endliche oder unendliche Folge von posi-
tiven ganzen rationalen Zahlen

€)) & <gsg <o

Fiir irgendeine positive ganze rationale Zahl » sei 4 () 2 o die
Anzahl der Zerlegungen von # in Summanden aus (1), wobei
gleiche Summanden zugelassen sind und zwei Zerlegungen als
nicht verschieden angeschen werden, wenn sie sich nur in der
Reihenfolge der Summanden unterscheiden.?

Nimmt man fiir (1) die Folge a//er natiirlichen Zahlen: g; = 1,
go=2, ..., so fillt A(m) zusammen mit der Anzahl der ,,un-
eingeschriankten Partitionen‘‘? von ». Nimmt man, als ein zwei-
tes Beispiel, 7 = 300 und fiir (1) die Zahlen: gy = 1, g, = 2,
ga=175, g4 =10, g5 = 25, g¢ = 50, £, = 100, so gelangt man
zu der — im Jahre 1910 durch Stiftung eines Preises weiteren

1 Bekanntlich kann man andere Bedingungen aufstellen, z. B. gleiche Sum-
manden ausschlieBen, und damit andere Arten von Zerlegungen studieren.
Seit jeher haben Bezichungen zwischen den Zerlegungen der verschiedenen
Arten Beachtung gefunden. Vgl. etwa G.H.Hardy and E. M. Wright,
An introduction to the theory of numbers. Chapters XIX-XXI.

2Vgl. Hardy-Wright, Lc., S.271: ,unrestricted partitions®. Fiir ihre
Anzahl ist speziell die Bezeichnung p(7) iiblich.

Miinchen Ak. Sb. 1960
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Kreisen schmackhaft gemachten — Frage, auf wie viele Arten
ein Thaler bei den damals gangbaren Miinzen gewechselt werden
kann.?

Es méoge ein Symbol eingefiihrt werden, das bei Aufstellung
von Formeln flir Anzahlen von Partitionen vorteithaft scheint:
Wir setzen

(2) s(g) =1 oder = o,

je nachdem die Zahl g zur Folge der als Summanden zugelasse-
nen Zahlen (1) gehort oder nicht,

2. Zumindest in Einzelfillen ist es bekannt, daB die Bestim-
mung von A (m) durch Rekursionsformeln moglich ist, ohne daf3
dabei die einzelnen Zerlegungen selbst berechnet werden miiBten.
Davon sei hier berichtet.4

3. Wenn im Folgenden von einer Zerlegung einer Zahl die
Rede ist, so soll stets eine solche gemeint sein, deren Summanden
der Folge (1) entnommen sind, da andere Zerlegungen nicht auf-
treten.

Mit /2 werde zundchst eine ganze Zahl 2> 1 bezeichnet. Es be-
deute dann B(mz; %) die Anzahl der Zerlegungen von s, deren
Summanden alle < % sind; ferner sei B*(»; %) die Anzahl der-
jenigen unter diesen Zerlegungen, bel denen mindestens ein
Summand = % wirklich vorkommt.5 Analog sei C(m; /) die An-
zahl der Zerlegungen von 2, deren Summanden alle = % sind;
darunter seien diejenigen mit mindestens einem Summanden = %

S T

* Vgl. W. Ahrens, Altes und Neues aus der Unterhaltungsmathematik, Ber-
Iim 1918, Kapitel IV.

% Hierzu sei noch bemerkt, daB auch Ahrens, 1 ¢, S. 39-40 im AnschluB
am eine Arbeit von E. Hollaender, Zeitschr. fiir mathem. und naturw. Unter-
micit, 42. Jahrg., 1911, S. 262 ., ein rekursorisches Verfahren zur Losung der
behandelten Aufgabe bespricht.

® Es besagt somit B*(m; &) = o, daB es gar keine solche Zerlegung gibt.
Dies gilt imsbesondere dann, wenn die Zahl / nicht zur Folge (1) gehdrt, also
(/) = © ist; es kann aber natiirlich auch in anderen Fallen gelten (beispiels-
weise fiir gy = 2, g2 = 5, m = 3, £ = 2; ein anderes Beispiel wire g; = 3,

Zy=3,m=09, h=3).
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in der Anzahl C*(m; %) vorhanden. Fiir s > % ist offenbar
B*(m; b))y =B(m—nh; k), C¥(m; k) = C(m—n; k),
falls /4 zur Folge (1) gehort, andernfalls
B*(m; h) =0, C*(m;h)=o;
und man kann beide Fille zusammenfassen zu®

(3) B*(m; k) = s(k) Blm—1rk; k), C*(m; k) = s(h) C(m—7; ).

4. Die Zerlegungen von #z in Summanden < /% (wo m =1,
% 2 1) gliedern sich in solche mit wenigstens einem Summanden
= /% und solche mit lauter Summanden <C %, also < 2 —1, wobei
die letzteren fiir 2 = 1 wegfallen. Demnach ist

) B(m; k)= B(m; h—1) -+ B*(m; k),
wenn wir, um auch % = 1 einzubeziehen, die Festsetzung treffen:
) B(m;0)=o.

Bemerkt sei, daB man sich bei (6) nicht auf 7 2> /% zu beschrinken
braucht, sondern auch # < % einbeziehen kann; dabei gilt dann

(8 B(m;h) = B(m;m) und B*(m; h) = o fir 1 Em < 4.
In dhnlicher Weise wie (6) findet man
(9) Clmy b)) = Clm; b+ 1) + C*(m; k),

und zwar giiltig fir 72 2> 1, 4 2 1, wobei auch 7 < / zugelassen
werden kann, wenn man die naheliegende Festsetzung trifft

(10) COom; k) =0 und C*(m; %) = o fir m < k.

¢ Man kann (3) auch auf 7 < % ausdehnen, wenn man (fiir 2 = 1) festsetzt:

{4) Bo; 7)) =1, Clo; ) =1
(5) B(n; k) = o, C(n; )y =o0 fir #» < o.
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Aus (6) und (3) sowie aus (9) und (3) ergeben sich dann die
Rekursionsformeln fir m 21, b =1

(11) B(mi k) = B(m; h—1) + s(h) B(m—h; h),
(12) Clm; b)) = Clm; h+1) 4 s(h) Cln—1; k).

5. Wir wollen von da aus noch zu den Rekursionsformeln (13)
und (14) gelangen.

Sei 1 <% < m. Es mdgen dann in (11) fir % die Zahlen des
Bereichs 1 < /% < % eingesetzt und von allen Gleichungen die
Summe gebildet werden. Man erhilt dann? unter Beachtung
von (7)

%
(13) B(m; B) = 3 s(h) B(m—rh; k).
P

Sei 1 <% < m. Werdenin (12) fiir ZdieZahlenaus £ <2 Sm
eingesetzt, wird dann von allen Gleichungen die Summe gebildet
und beachtet man C(m; m + 1) = o (gemiB (10)), so ergibt sich

”

(14) Clm; B) =2 s(h) Clm—1h; k),

h=k

wobei man fiir £ = m einfach C(m; m) = s(m) C(0; m) = s(m)
erhalt.

6. Speziell kann man nun
A(m) = Blm;m) = C(m; 1)

nach einer der Formeln (13), (14) berechnen. AuBer (4), (8) und
(10) wird man dann

(13) B(m;1) = s(1) fir m =1
bzw.
(16) Clm;m) = s(m)

7 Fiir den speziellen Fall der gewdhnlichen (,,uneingeschrinkten‘) Partitio-
nen (vgl. Nr. 1), wo alle s(%) = 1 sind, siehe wegen dieser Formel: Systeme von
Partitionen und Gitterpunktfiguren I. Rekursionsformeln. Sitz.-Ber. der
mathemat.-naturw. Abt. der Bayer. Akad. d. Wiss. 1940, S.23, Anm. 2,
Formel (1).
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sowie
(17) s(m) s(m) = s(m)

verwenden.
So gewinnt man beispielsweise aus (13)

5

A@G) = B(5;5) = 2 s(h) B(s—7; h),

k=1

wobei — wieder gemil (13) —
B(3;2) = s(1) B(2; 1) + s(2) B(1; 2),
B(2;2) = s(1) B(1;1) 4 s(2) B(o; 2)
ist. Und da sich aus (8)
B(2;3) = B(z;2), B(1;4) = B(1;2) = B(1;1);
ferner aus (15)
Ba;1) = B(2;1) = B(1;1) = s(1)
und aus (4) noch
B(o;5) = B(0o;2) =1
ergibt, so erhilt man

B(5;3) = s(1) s(1) + s(2) (s(1) s(1) + 5(2) s(1)) +
+ 5(3) (s(1) s(x) + 5(2)) + s(4) s(1) + s(5),

unter Beachtung von (17) also:

(18) A(3) = s(1) + 25(2) s(1) + s(3) s(1) + 5(3) s(2) +
+ 5(4) s(1) + s(5).

Man mag aber auch (14) heranziehen und gewinnt dann

5

A(s) = C(5;1) = 2 s(h) C(s—7; &),

h=1
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wobei — wieder gemil (14) —
4

Clas 1) = 3 s(b) Cla— 1 ),

C(3;1) =2 s(h) C(3—4; h),

k=1

C(2;1) =s1) C(1;1) 4 s(2) C(o; 2),
C(3;2) =s(2) C(1;2) + 5(3) C(0; 3)
ist. Und da sich aus (10)
C(2;3) = C(1;4) = C(1;3) = C(1;2) = o,
ferner aus (16)
C(z;2) = s(2), C@;1) = s(1)
und aus (4) noch
C(o;5) = C(0;4) = C(0;3) = C(0;2) = 1)
ergibt, so erhilt man

C(2;1) = s(1)s(1) + 5(2),
C@3;2) = s(3)
C(3;1) = s(1) C(2;1) + s(3) = s(1)® 4 s(1) s(2) + s(3),
Cla31) = 5(1) C(3; 1) + 5(2) 5(2) + s(4) =
= s+ 5(1)%5(2) + (1) s(3) + 5(2)* + s(4),

und somit

C(5;1) =s(1) C(4; 1) + 5(2) €(3; 2) + 5(5) =
= s(1)° + s(1)* 5(2) + s(1)?5(3) +
+ s(1) $(2)? 4 s (1) s(4) + 5(2) 5(3) + s(5),

was, unter Beachtung von (17), fir 4(5) = C(5; 1) wieder auf
(18) fihrt. Das gilt fir irgendwelche eingeschrinkte oder unein-
geschrinkte Partitionen.

Fiir die gewohnlichen (uneingeschrinkten) Partitionen, wo alle
natiirlichen Zahlen als Summanden zugelassen und demgeméil
fir g = 1, 2 usw. bis g = 5 alle Zahlen s(g) gleich 1 zu setzen
sind, gibt das 4(5) = p(5) = 7.



