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Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Darstellung
einer Theorie zu einer praktisch einfachen Lésung spezieller Fille
des Dreikérperproblems in bezug auf die Bewegung typischer
Planetoidengruppen des Sonnensystems, deren mittlere Beweg-
ungen zu der des groBlen Planeten Jupiter in einem bestimmten
Verhiltnis ganzer Zahlen nahezu kommensurabel sind und deren
Anzahl bei der bald gegen 2000 ansteigenden Gesamtmenge
aller Planetoiden ebenfalls relativ stark angewachsen ist.

Nachdem H. Bruns schon gegen Ende des 19. Jahrhunderts
nachgewiesen hatte, dal3 das Planetenproblem in seiner gréBten
Allgemeinheit keine weiteren algebraischen Integrale als die der
lebendigen Kraft, der Flichenmomente und der Schwerpunkts-
bewegung zulasse, und danach H. Poincaré, dartiber weit hinaus-
gehend, bewiesen hatte (in seiner Stockholmer Preisschrift vom
Jahr 1889), dall die Losung des Problems auch nicht durch die
cindeutigen Transcendenten moglich sei, auBler im Falle der
Poincaréschen periodischen Losungen des Dreikérperproblems,
verblieb der astronomischen Forschung zur Lésung des Be-
wegungsproblems im Sonnensystem und der Welt der mehr-
fachen Sternsysteme nur der eine Weg zur Beschrinkung der

Storungsfunktion auf ein spezielles, aber zulidssiges Mall der
5 Minchen Ak. Sb. 1950
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Entwicklung, verschieden von Problem zu Problem. Beson-
ders wertvoll ist eine solche Beschrinkung, wenn sic die erste
Integration in geschlossener Form ermdglicht, wie es zufillig bei
unserem  Problem der genidherten Kommensurabilititen der
mittleren Bewegungen moglich ist. Wie wir sehen werden, fiihrt
eine weiter mogliche Integration der Differentialgleichungen auf
die Existenz emes 2. Integrals einer in geschlossener Form 18s-
baren Riccatischen Differentialgleichung.

Die von uns angestrebte Lisung eines Problems der geniher-
ten Kommensurabilititen soll das ,,probleme restreint® zur Vor-
aussetzung haben, wobei sich ein Planetoid verschwindender Mas-
se in der Ebene der kreisférmig angenommenen Bahn des groBen
Planeten Jupiter bewegt und die mittlere Bewegung des Plane-
toiden zu der des Jupiter nahezu im Verhiltnis 3:1 kommensu-
rabel ist. Es handelt sich also um dicjenigen Planetoiden, deren
mittlere tagliche Bewegung 7, den Grenzwerten 850" <7, < 950"
unterworfen ist, so dal}l entsprechend groe langperiodische
Stérungen der Bahnelemente wie der Koordinaten méglich
sind. Nach der Verdéffentlichung von W. Strobel in den ,,Ver-
offentlichungen des Astronomischen Rechen-Instituts zu Hei-
delberg, Nr. 1: , Elemente und Grundlagen der Kleinen Pla-
neten vom Jahre 1949 betrigt die Anzahl der Planetoiden
der genannten Gruppe 183 Objekte, bel einer Gesamtzahl von
1564 Planetoiden bis 1949, so dal3 der prozentuale Anteil der nahe
kommensurablen Fille fast 12 Prozent der Gesamtzahl der
Planetoiden betrigt, d. h. cinem respektablen Anteil der Gruppe
entspricht. Deshalb hat die Mechanik des Himmels und die mit
ihr eng verbundene Kosmogonie des Sonnensystems ein be-
sonderes Interesse an der genannten Gruppe.

Bevor wir zur theoretischen Untersuchung unseres Problems
Ubergehen, interessiert uns zunichst noch die Verteilung der
vorhandenen Planetoiden um das Gruppenmittel, d. h. um das
3-fache der mittleren Bewegung des grofen Plancten Jupiter,
dessen mittlere tigliche Bewegung 7' = 299''13 betrigt, so
dall wir die Planetoiden um 7 = 3%’ = 897'/39 aufzusuchen
haben. Das Verzeichnis von W. Strobel ergibt die folgende Ver-
teilung der genannten Planetoidengruppe zwischen 7 =2850"
und # = g50"":
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1 = 850.0 bis 860.0: 35 Planetoiden
60.1 bis  70.0:30 Planctoiden
70.1 bis  80.0:29 Planctoiden
80.1 bis go.0: 6 Planetoiden  Lickennichster Planet
890.1 bis 900.0: o Planctoiden  Nr. 619 mit # = 886”8
9o0o.1 bis 910.0: 5 Planctoiden  Lickennichster Planet
10.1 bis g20.0:13 Planctoiden  Nr. 381 mit # = go4’'2
20.1 bis 930.0:20 Planetoiden
30.1 bis g140.0:23 Planectoiden
040.1 bis 950.0: 19 Planetoiden,
also zusammen 182 Planetoiden, wobei sich bemerkenswerter-
weise an der kritischen Stelle der 3-fachen Jupiter-Exzentrizitat
mit 7, = 897" 40 kein einziger Planetoid befindet. Nach beiden
Seiten hin wichst die Anzahl der kritischen Planetoiden stark
an, so daf sich bei 7, = 850" — 900" insgesamt 100 Planetoiden
= 900''— 950" insgesamt 82 Planectoiden
befinden, so dafl die Verteilung der Planctoiden zu beiden
Seiten der kritischen Stelle mit 7, = 897" 4 bemerkenswert un-
symmetrisch ist. Einer Mehrzahl der Planctoiden von rund 539
entspricht also eine mittlere Bewegung von 2, < goo, der Minder-
zahl von 459, entspricht z,>> goo”, d. h. also auch, dal} der
Mehrzahl der kritischen Planetoiden eine gréfiere Halbachse «,
als der Minderzahl mit kleineren Halbachsen entspricht. Nachst
der kritischen Stelle befinden sich gemal der letzten Tabelle die
folgenden speziell aufgefiihrten 12 Planetoiden, nebst ihren
mittleren Bewegungen:

_Nr;4_6,’_’i§8,320_ so dal die liicken-nichsten Planetoiden bei-
292 881.6 derseits der der Liicke entsprechenden Zaht

495 904.7 #n = 89740 die Planetoiden Nr. 619 auf der
619 886.8 einen Seite und Nr. 381 auf der anderen
381 904.2  Seite mit 2z = 886”8 resp. 2z = go4.2 auf
877 004.4 der anderen Seite der Liicke sind, d. h. mit
887 886.4 einem Abstande von der Liicke von —10"6
004 881.6  resp. 4-6"8, also in einem gegenseitigen
1012 908.8  Abstande von 176 der mittleren Bewegung.
1257 005.2 Die Grundlage zur Behandlung des Pro-
1368 886.3 blems bildet die Entwicklung der entspre-
1381 904.2 chenden Stérungsfunktion, in der bei unserer

5*
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Fassung des Problems die infolge einer genihert kommensurab-
len Bewegung der Korper langperiodisch und deshalb kritisch
werdenden Glieder neben den allgemein sikularen Gliedern zu
beriicksichtigen sind, wihrend die kurzperiodischen Glieder ne-
ben den ausschlaggebenden langperiodischen Termen keine Rolle
spielen. Von den durch die gendherte Kommensurabilitit kri-
tisch werdenden Gliedern der Stoérungsfunktion wollen wir
nur die das ecinfach-lineare Argument enthaltenden Terme in
Riicksicht zichen, also die das zwei- und mehrfache Argument
des kritischen Winkels enthaltenden Glieder hoherer Potenz der
Exzentrizititen vernachlidssigen. Unter dieser Voraussetzung
kann man zeigen, wie die Integration der Differentialgleichungen
des Problems nach entsprechender Ableitung zweier Integrale
auf Quadraturen reduziert werden kann, wodurch die Lésung
an Einfachheit und Ubersichtlichkeit gewinnt.

§ 1. Die Differentialgleichungen und ihre Integration

Die mittleren Bewegungen # und 7’ des Planetoiden und des
groflen Planeten Jupiter mogen sich zundchst nicht nahezu wie
3:1 verhalten, sondern allgemeiner sei 2:2" = (p+4-2): p, so dal}
also bei p =1 der sogleich zu behandeinde Spezialfall cintritt.
Im allgemeinen Falle sind die kritisch-langperiodischen Glieder
der Stérungsfunktion alsdann im Hauptteil der Storungsfunk-
tion vom Grade (p 4+ 2) — p =2, im Nebenteil sind sie vom Grade
(p+2) + p—2=2p. In unserem Spezialfalle p = 1 sind die
entsprechenden Terme in bezug auf beide Fille vom Grade 2,
wobei aber im Nebenteil der Stérungsfunktion der entsprechen-
de Term den Faktor e.¢ hat, so dal} infolge der Vernach-
lassigung der Jupiter-Exzentrizitit der letztere Term in Wegfall
kommt. Allgemein miissen wir noch voraussetzen, dal} der
Bruch (p -- 2): p relativ prim ist, weil sonst im Falle p = grader
Zahl = 24, der Bruch (p -+ 2): p = (¢ - 1): ¢ wiirde, d. h. auf
den sogenannten Hecuba-Fall reduziert wiirde, bei dem die mitt-
leren Bewegungen im Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender
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Zahlen stunde, einem Falle, bei dem infolgedessen die kritischen
Glieder schon in den Termen 1. Grades auftreten. Deshalb be-
zichen sich der von uns zu behandelnde Fall und die ihm dhn-
lichen nur auf den Fall, wo die ganze Zahl p immer ungrade ist,
also auf die Falle, wo #: n' = 3:1, oder = 5:3 etc., wo die kri-
tischen Glieder erst in den Termen 2. und héheren, graden
Grades auftreten. Die nun zur Entwicklung des Problems not-
wendige Stérungsfunktion nach der klassischen Theorie von
Laplace-Le Verrier-Tisserand nach den ,,Annales de 1’Obser-
vatoire de Paris’, Mémoires, Bd. 2 und 10, resp. nach Tisserands
Traité de Mécanique Céleste, Bd. 1, bei Beschrinkung auf die
sakularen und kritischen Glieder bis zum 2.Grade einschliefllich
st dann:

1) R = Ny+ Nye* + N,e? cos

wo ¢ die Exzentrizitit des Planetoiden, ferner die Koeffizienten /V:
von den Laplaceschen Transzendenten abhidngige Funktionen der
groBen Achsen der Planetenbahnen, d. h. von @ und &’ abhingige
Funktionen fixieren, und wo schliefllich das kritische Argument
{=(p+2)0l'—p-/—2d ist, wo & die Perihellinge. Die Koef-
fizienten NV, lauten explizit als Funktionen der Transcendenten
von Laplace, wenn noch die Masse ' des Jupiter und die Gaul3-
sche Konstante £% der Attraktion als Faktoren hinzugefigt wer-
den:

% E2an! (A0 + A9

o= B [ (2 +2) 2+ D) AT+ T ap+ ) A+ S AL,

wobei, wie erwihnt, der Nebenteil der Stérungsfunktion keinen
Beitrag liefert und von nun ab die GauBlsche Konstante £2 = 1,
die Zeiteinheit also 58 - 1325 mittlere Tage ist.

Die 4 Variablen unseres Problems a, ¢, { und @ unterliegen
nun den folgenden Differentialgleichungen:
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d(#Va) _ R

D (3)
b) e = = -y )
ﬁZ =(p+2)n'—p. ngp]Az--—}fL;fﬁ+°—Pl w—f)
Vorppe) R
d)ﬁz 1€1V;__ 'acé

Da die Storungsfunktion R in bezug auf die Winkelargu-
mente nur von dem einen Argument

@ E=(p+2) I —pl—20
abhingig ist, so folgt aus der Form der Abhingigkeit von £, von
/ und @ in bezug auf die Ableitungen von & nach @ und /:

oR oR dVa)
(s) P o =2 T ar

Substituieren wir jetzt die aus (5) folgenden Ausdriicke fir
OR oR da
—~— und - als Funktion von — a) in die Gleichung (b) des
[4T) ol dt
Systems (3), so ergibt sich die folgende Differentialgleichung

zwischen ¢ und e:
de 1 1——5- a() rz) dVa
© =T [p S dr + (=) 1=) = dt ]

Bringt man diese Gleichung auf die folgende Form in bezug auf
V 1—e* und }a, so folgt:

(62) Va- 10/;@ _ [/7—;2 __]/1___62] P (,1,;&3-
Hieraus folgt unmittelbar weiter:
(6b)
(p+2 )d(;a, — 53/a S }; I ,x;;/t,,> .
d(l_a ,{l/mg)

(p+2) =p
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Nach Elimination von &7 folgt dann bei darauffolgender Inte-
gration das Integral:

(D (p+2)Ya =p)Yali—e* + const.

Zur zweckmifligen Definition der Integrationskonstanten
werde ¢ = o angenommen, dann wird nach dem Integral I er-
halten: 2 /@ = const. = 2}/ a,, wo @, die neue Integrations-
konstante, so dal3 wir unserem Integral I die neue zweckmiBige
Form geben:

(Ia) Pp+2)Va=p)all—c®) + 2} a4,

wo @, den Maximalwert fixiert, den a zwischen e =0 und ¢ =1

erreichen kann, so dal also allgemein stets ¢ < a_ .

Aus der Gleichung (Io) folgt die ncue Form: @ = a, - - f ,
wo f bedeutet: f = — j)(l—]/ 1—¢2), also mit ¢ = o auchf— o}
ist, so dalB eine Potenzantwmk]ung nach f gestattet ist, wenn
. -~ . . . . 1 .
J <1 ist. Setzen wir e = sin ¢, so wird f = p sin® — ¢. Folglich
trifft die Annahme /<71 immer zu, wenn p = 1, wie In unserem
Spezialfalle des Hestiatypus, wo #:%' = 3:1, und jcder Wert
von ¢ zulissig ist. Im nichstfolgenden Falle, wo p = 3, also
i’ = 5:3, wobel 27 = 500", mul} ¢ < 0.94, weiter bei p = 3,
also 72 = 420"" mub ¢ <Z 0.80 sein, etc. In unserem hier behan-
delten Spezialfalle, wo p = 1, ergibt die Potenzenentwicklung
nach ¢ nach I, die folgende Potenzreihe, allgemein fir jeden

-

Wert von ¢ <7 1
I Y to N
(o) Va=Vax 1——]> P g0t

woraus ersichtlich ist, daB auffallenderweise der Term in ¢* weg-
fillt, wenn p = 1, so dafy der Abbruch der Reihe bei ¢® nur einen
Fehler in ¢ zur Folge hat.

Bilden wir nun weiter gemif} dem Gleichungssystem (3) zur
Anwendung auf die Gleichungen (3p), (3¢) und (34) die erfor-
derlichen Ableitungen von R und substituieren wir Gberall fur «
den unter (I},) abgeleiteten Ausdruck als Funktion von a, und ¢,
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so erhalten wir bei Beschriankung auf die Glieder 2. Grades in ¢
die neuen Differentialgleichungen:

% 2 = gesing
ag o 2

(8) 7 = fotaet+ (2o + 25€*) cos {
dd .

(9 g2 = 2PotpicosE,

wo die Kocffizienten &, 24, 2;, 2, 23, po und p, nur noch von
@ und &' abhidngen und die folgende Bedeutung haben, wobei

noch N'(a,) = (—dﬂ-) fixiert:

{ & = — Ti: Ny(ay)
so=(p+2)n'—p Wy 15 2p]-r&; N, (a*)——T‘:: 1\71(4*)
a=— 520, =50 Ve Ni(a)—pal Ny (@) +
+apVa V@)= LN @)+ - Ny(ay)
10)
Sy = _lZz: No(a,) =25
=+ 42 Vas Ny (@) + = Va(a) — 2 Ny(a*)
Do = 1'::-;;' 4 1<a*>
b= 1—2: Ny (ay)-

Alle von den Koeffizienten V; (2,) und deren Ableitungen nach
a abhingenden Funktionen V! sind nach (2) von der Ordnung
der storenden Masse m' des grolen Planeten Jupiter, die rund
107% betrdgt. Auch die nicht unmittelbar von 7' abhingenden
Terme sind ebenfalls von der Ordnung ', indem zuerst der in
29 auftretende Term: (p -+ 2) »' — pn,, d. h. die Abweichung von
der Kommensurabilitit, im vorliegenden Falle 37’ — nx im
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Hochstfalle zu 50’ anzunehmen ist, also in bezug auf den arcus-

1 1 5
’ e et 1 " Srenden i _
Wert zu: 50" arc 1’ = does = 4 der 3stor den Jupiter
. ) 2
masse; ferner lautet der 1. Term von z;; — o P*n,, also wegen
.3 3 7 7 ’
p =1 und 7, = 900 S by 900’ arc 1" = 30m', also

auch von der Ordnung der stérenden Masse.

Bevor wir nun die allgemeine Untersuchung fortsetzen, wollen
wir vorher unsere Differentialgleichungen zuerst in bezug auf
bemerkenswerte partikuldre Lésungen, d. h. insbesondere in be-
zug auf bemerkenswerte periodische und asymptotische Losungen
untersuchen. In einem willktirlichen Zeitpunkt # = o sei der kri-
tische Winkel { = 3/'—/—2&® = o resp. @, beil geeigneter
Wahl von /, Iy, und 2 @. Ferner habe die Exzentrizitit ¢ einen
Wert, der der Bedingung —j—f = o0 geniigt, so dall nach der Glei-
chung (8) erhalten wird:

Zo 2

21+ z3

11) et = —

bei { = o resp. . Bei Substitution der Ausdriicke nach (10) folgt,
wenn der Term (' f) die direkt von der stérenden Masse '
abhingigen Terme zusammenfalt:

. —;5710+(,15+2)7z’_

1 "
3 2 o RAEE

11,) e* =

wo f den Koeffizienten der in s’ multiplizierten Terme fixiert.
Da ¢% sich nach (11) aus zwei Summanden zusammensetzt, deren
ciner der Abweichung von der Kommensurabilitit, der andere
der stérenden Masse proportional ist, so ist der so definierte Wert
von ¢? eine kleine Gréf3e, sobald die stérende Masse und die Ab-
weichung von der Kommensurabilitit kleine GréBen sind. Da
S . . de . .
sin { == 0 ist, so ist nach (7) auch o fir ¢ = o verschwindend;
dann verschwinden aber fiir # = o nicht nur die ersten Ableitun-

- d
gen -

e as . 5 . .
7, und ——, sondern tiberhaupt simtliche Ableitungen von ¢

und { nach ¢, wie unmittelbar aus den beiden Differentialgleichun-
gen (7) und (8) folgt. Folglich sind ¢ und ¢ fiir alle Zeiten kon-
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stant und gleich ihren Ausgangswerten zur Zeit ¢ = o, abge-
sehen natiirlich von den kurzperiodischen Stérungen. Folglich
ist dann auch die grofle Achse gemall dem Integral (I) fiir
alle Zeiten konstant. Nur die Perihellinge @ ist veridnderlich,
indem sie der Zeit proportional variiert. Diese Ergebnisse
sind unabhiingig von jeglicher Beschrinkung der Entwicklung
der Stérungsfunktion, was hervorzuheben ist. Denn bei un-
beschrinkter Entwicklung der Stérungsfunktion verschwindet
die Ableitung —Z,—j flir sin { = o stets, welil sie sin { als Faktor ent-
hilt resp. nach Sinussen der Vielfachen von { fortschreitet.Die
Bewegung des gestorten Korpers geht dann in der Weise vor sich,
dal} er, abgesehen von kurzperiodischen Stérungen, eine fiir alle
Zeiten konstante Ellipse beschreibt, deren Apsidenlinie mit kon-
stanter Geschwindigkeit um die Sonne rotiert.

Zur Untersuchung der Stabilitit dieser Losungen haben wir
die Variationsgleichungen aufzustellen und die charakteristischen
Exponenten zu untersuchen. Setzen wir ¢? = x und { = v, ferner
x=x+ &und y = y, - 5, wo das Par x, v, unsere periodi-
sche Ausgangslésung und &, 5 die Variationen von x, und v,
fixieren, so lauten die entsprechenden Variationsgleichungen ge-
mif den Differentialgleichungen (7) und (8):

7&
L A ’
dat WO o= Z-2g 1
(12) =
/ — - P
»’i”.zﬁ.g B =z + 23,
at

wobei das obere Vorzeichen { = o, das untere [ = z entspricht.
Da die Losung dieser Variationsgleichungen die folgende Form

hat:
(13) §=C-E* und 9 =D-E*,

so lautet die Bestimmungsgleichung fur die charakteristischen
Exponenten s:

(14) §¥ = u-f.

Folglich sind die periodischen Bahnen stabil, wenn « und /i ent-
gegengesetztes Vorzeichen, und instabil, wenn « und p das
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gleiche Vorzeichen haben. Dieses Ergebnis folgt auch aus dem
Integral der beiden Variationsgleichungen:

(15) F = a-n>—fE = const.

Stellen & und 7 einen Punkt der &#-Ebene dar, so liegen die
Punkte &, 5 auf einer Ellipse, d. h. auf stabiler Bahn, wenn «
und f entgegengesetzte Vorzeichen, auf einer Hyperbel, also bei
Instabilitidt, wenn o und f das gleiche Vorzeichen haben. Nume-
rische Daten zur Stabilititsfrage werden spéter unten gegeben.

Wir wollen jetzt zu den allgemeinen Untersuchungen zuriick-
kehren, und zwar mit dem Ziele, auBer dem schon abgeleiteten
Integral (I) weitere Integrale zu suchen. Die Gleichungen (7)
und (8) ergeben bei Division, also Elimination von # eine Diffe-
rentialgleichung, nur zwischen ¢ und ¢, deren Integration uns ein
2. Integral der Differentialgleichungen liefern wird. Multiplizieren
wir vor der Division noch die erste Gleichung mit 2¢, so dall in den
Differentialgleichungen {iberhaupt nur noch ¢ = x und cos { = »
auftritt, so erhalten wir unter Division der beiden Gleichungen
zwecks Elimination von explizitem ¢ die folgende Differential-
gleichung 1. Ordnung:

f /N

_ JRY #
V= (X)) T A

Vo,

ey Ao B Y
d. h. also einen Spezialfall der allgemeinen Riccatischen Diffe-
rentialgleichung, wobei die Koeffizienten die folgende Bedeutung
haben:

’ <1 / Z3 B
oL — i ‘I‘/ —ie—e——— 0_0: (7’ o
( 28 28 x
17
\ / ’
o/ 2o r_ 2 I A 0
p= e (3—_75” %G =Y T T
28 25

Zur notwendigen Darstellung der Koeffizienten o' etc. fihren

wir zuvor noch statt des /N neue Koeffizienten A7 ein, so daf

My=a't Ny, M) = a'3 Ny, My=a' Ny, M, = a'* N| M, = a'N,,
! . > ~ . .

My = aa' Ny, so daB} die Koeffizienten 37 jetzt nur noch von

a - o :
% = — abhiingen und die Koffizienten o', #', 9" und 0" auch nur
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noch von « abhidngen; dann lauten die Koeffizienten o', g', 3/
und ¢’ als Funktionen von den A folgendermalen:

W = [_%§__ﬁ2azv10——p2a~ ——;(p—l)Mlﬂmmg]
;o 1 pug—(pH-2)n M, M,
p =gk = A/ T3 —7’ J/I"?vg
, M, 1
V=p5 +50—2) (18)
O =—1

Die durch die genaherte Kommensurabilitit klein werdende
GroBe (p + 2) %' — pngist nur in dem Koeffizienten f enthalten.

Die obige lineare Differentialgleichung (16) ist nun in ge-
schlossener Form integrierbar; hitten wir aber in der Entwick-
lung der Stérungsfunktion aufler dem Term in cos { auch noch
den Term in cos 2{ mitgenommen, so wire im Zihler unserer
Differentialgleichung aufler y auch noch »* und ferner ein in y
linearer Nenner aufgetreten, so dafi die Gleichung die folgende
Form erhalten hitte:

(19) AL | CO R e ASOF Sn il 103
: dx Bo(x) + Br(x) -y

Wir hitten also alsdann eine aligemeine Riccatische Differential-
gleichung erhalten, die wir nicht mehr in geschlossener Form
hitten integrieren kdnnen.

Die Lésung unserer speziellen Riccatischen Gleichung (16)
lautet nun folgendermaBen:

(20) y=x6’-E7"‘{C—1—J‘(U —;——ﬂ;) x YV ETE a’x},

wo /2 wieder die Basis der natiirlichen Logarithmen und C ecine
willkiirliche Integrationskonstante bedeutet. Da in unserem Ialle
die Konstante ¢’ = —1 ist, so ist das Integral rechter Hand von
(20) in geschlossener Form integrierbar, so dal} wir erhalten:

) y=2m oL g X gy}
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Substituieren wir hierin x = ¢2 und y = cos {, so erhalten wir
als Integral (IT) unseres Problems:

(212) (I e%cos & = C- B/ =2 (1457 ¢%) — ﬁ .
Hitten wir im Sikularteil und im Koeffizienten von cos { auller
den Termen 2. Grades noch Terme hoheren Grades der Stérungs-
funktion mitgenommen, so wiren o, und ¢; von der folgenden
Form gewesen: o4, = o' + —i— 4oy x + oy #2 -+ + -+ und analog =,.
In diesem Falle hitten wir also auch y nicht mehr in geschlosse-
ner Form, sondern von vorneweg in Form einer Potenzreihe wie
oy und o erhalten.

Das Integral (II) erlaubt uns, die Grenzformen der Bahn des
Planetoiden, falls solche existieren, zu diskutieren. Da namlich:
(22) —1 < cos{ < 41 sein mull, so liefert das Integral bei
Kombination mit dieser Ungleichheit eine Ungleichung zwischen
¢ und den beiden Parametern C und 7y, wo 72, im Parameter z,
in (10) resp. in f’ (18) enthalten ist, eine noch zu erérternde Un-
gleichheit. Bei festgehaltenem € erhalten wir nimlich nach (22)
eine Ungleichheit zwischen 2, und ¢, indem::

(22) ﬂ— Z T C R -
I

Die Auflésung dieser Ungleichheit nach ¢® wird nur im spe-
ziellen Falle C = o direkt ausfiihrbar, weil die transzendente
Funktion £7¢ die nur an C als Multiplikator gebunden ist,
durch das Verschwinden von € in Wegfall kime und die Un-
gleichung dadurch linear in ¢* wiirde; weiter unten kommen wir
hierauf zurtick. Ist ¢ tiberhaupt in Grenzen eingeschlossen, was
wir noch durch Darstellung von ¢ als Funktion von # zu unter-
suchen haben, so ist auch die grol3e Achse @ auf Grund des Inte-
grals (I}) in Grenzen eingeschlossen.

Nachdem wir die Variabeln ¢ und { mittels der Integrale (I)
und (II) als Funktionen von ¢ ermittelt haben, verbleibt noch die
Darstellung von @ als Funktion von ¢, und schlieBlich die Dar-
stellung ¢ als Funktion von #, um so alle 4 Variablen als Funktion
der Zeit zu erhalten. Zuerst kdénnen wir in der Differential-
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gleichung (7), in der cos { als Funktion von ¢, resp. direkt ¢ - cos {
nach (II) als Funktion von ¢ darstellbar ist, die Variablen ¢ und #
separicren, indem nach (7) erhalten wird:

de 1
23) edr =22 _— 1 ____ 2l
(23) 1 esing 2 Y et—(e% cos L)

(I]_(l_’?')

3

wo der Wurzel das Vorzeichen von sin { zu geben ist, das sin ¢
im Moment # hat, wo der Sonderfall, dall { resp. 180 — { sehr
nahe o sind, noch besonders untersucht werden wird, Hier sei
angenommen, daf} sin  itm betrachteten Zeitintervall das Vor-
zeichen nicht dndert. Da ¢2-cos { nach (II) eine transzendente
Funktion von ¢? ist, fiihrt die Integration von (23) auf ein trans-
zendentes Integral, das wir durch eine Potenzentwicklung von
¢.cos { nach Potenzen von ¢? vermeiden kdénnen. Durch nach-
folgende Entwicklung der ganzen rechten Seite von (23) nach
Potenzen von ¢% erhalten wir weiter die ganze rechte Seite von (23)
als eine Potenzreihe nach ¢? und dann bei Umkehrung ¢? als eine
nach positiven Potenzen von #— ¢, fortschreitende Reihe. Des-
halb haben wir die rechte Seite von (23) zunichst in eine Potenz-
reihe nach ¢2 zu entwickeln, und zwar zunichst den Nenner, wes-
halb wir zuerst die Funktion ¢?. cos { gemif dem obigen Integral
(IT) nach ¢* bis e* zu entwickeln haben. Die Entwicklung ergibt,
zuerst fur ¢%. cos £, nach II oben:

(II) e-cos = C—%——# e (C,/~/—) FLaCyt =
= K+ Kyt - Ky et
so dal3
(24) et—(e%cos )2 = A'(A)2+2B'¢2 4+ (),
wo die Koeffizienten bedeuten:
A= 1 =20y 4 3CH + Oy — 2
(42) | B == (Y — ) (' —a) ()

C' = — (Cy*— By —a R - (/).
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Aus diesen Definitionen der Koeffizienten folgt, daf stets €' <7 o
und wegen des mit B’ gemeinsamen Faktors (Cy'2 — 'y — o)
die Koeffizienten ¢’ und B’ zugleich o sind, wenn der genannte
Faktor o ist.

Ist nun im allgemeinen Falle A" == o, so fuhrt die Lésung un-
seres Integrals (23) nach (24), falls 4’ o auf eine logarith-
mische, im Falle 4'<C o auf eine arc sin-Lésung und im Aus-
nahmefall A" = o auf eine algebraische Lésung in ¢2. Die Lésun-
gen lauten entsprechend:

SR '~ Ao ( \ —
1) A" > o0ie (F—1,) + & =

A2+ B S

= @z o [_f‘ G T VAl 2B

(25) (2 A'<<o:e,(¢—t¢,)+ ¢ - arc sin ‘4['"2‘#])),—)
<) < RS BN 0) T &3 = V—a 1 '),!3_—/4;6,‘

N 1 S e .
(3) A ' =o0e(t—t) ‘o=, V2B e+ (',

wo & die willkiirliche Konstante, bei ¢ = ¢, direkte Funktion von
e =¢,.

Bei Umkehrung der Darstellung erhalten wir ¢2 als Funktion
der Zeit, wenn ¢, = Epoche:

o 1

1. e = i
2V A4’

[(EEl 1,:‘1’(1—%) €3 —[))/

E- (VA - 1) +ea))2 O B2V -1 +es>}
VA

wo et =g A’

(26
2 e2=——— VB :—A4'C sin [2¢) —~A' (t—1ty) -+ &)
WO &5 = &} —A
9 C’ | ! / o
3. 2 =— o+ 2B [5(t—1ty) + &),

so dal} wir also im 1. Falle cine exponentielle, im 2. Falle eine
periodische und im 3. Falle eine algebraische Form der Losung
erhalten. Sobald ¢ bekannt ist, folgt nach (21a) resp. (II) die
Kenntnis von ¢ auf Grund von C.
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Im Ausnahmefalle, wo die Discriminante B'2—A4'- (' = o,
wo €' < 0 (244), also 4’ <C 0 sein muB, ergibt die Substitution von

= P’T"f, sodalB also: 4’ (¢*)? -} 2 B'e? (7 = _11/_ (A'e®4-B')?
in (23) die folgende Gleichung:
qedt="VA . 4D L gln(d 2+ B =
1 2 A+ B YA ‘ =
= Imagindr,

sodaf3 der Ausnahmefall verschwindender Diskriminante in Weg-

fall kommt. Ist die Bedingung des Nullwerdens der Discrimi-

nante aber dadurch erfiillt, dall B' = o, alsdann den Definitionen

(24a) entsprechend, auch ¢’ = o, indem der gemeinsame Faktor:

C-y?—f'y'—a’ = o ist, so geht unsere Gleichung (23) nach (24)
1 d(e?) 1

tiber in die folgende Gleichung: ¢, d¢ = — BT S d In (%),
so daf}, falls 4’ > o, bei Integration:

1 2
(27) e(t—1ty) =, =7 In (%) :

wo ¢, eine willkiirliche Integrationskonstante fixiert, nimlich die
dem Zeitpunkt #, entsprechende Exzentrizitit e,. Die Umkehrung
ergibt dann: o2 = ¢}« B2V« wo der Zeitkoeffizient & <7 0
nach (10), weil N, >0 wie auch ,. Folglich geht die Exzentri-
zitit ¢ in Richtung auf # = -+ co asymptotisch in ¢ = o0 {ber,
die Bahn also in eine Kreisbahn.

Ist aber der den beiden Koeffizienten B’ und ¢ gemeinsame
Faktor: /= Cy'?—p'y'—a’ =0, so kann B nur dadurch o sein, dall

der 2. Faktor in B': Cy'?—a' = o ist, also = —;‘,2-. Folglich

lautet unsere Differentialgleichung nach (23) und (24), wenn

noch ¢ =x und ' = —C", wo dann " > o ist, wie folgt:
1 dx
2 g dt = — ——r
(28) 1 T V!
wo A" >0, weil bei 4" < o der Radikand 4’22 — " <7 o wurde,

die Wurzel also imaginir wire, da ' > o ist. Substituieren wir
i
in (28): x = ‘/%, - v, so folgt die neue Gleichung:
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S d

(29) 2 (e, (2—1) + &) VA/:f‘]?y—z;y_‘_-_l—‘y

so dal bei Substitution von y = ;:1—(; die folgende Endform fiir
: . . o dy =

die Losung entsteht: 2[e (1—7,) +&] ) A" = I il Zus

praktischen Auswertung dieses transzendenten Integrals werde

1
——— in eine Potenzreihe nach ¢ entwickelt und dann eine Zer-
sin @

legung des Integrals in folgender Weise vorgenommen, dal3:

N d 1 1 . 19 |
(31) ”-—(p’=;d§ﬁ+(j¢—l——‘ﬁ3‘r"‘)d‘%

sin ¢ 720
so daf3 bei Integration erhalten wird:

(292
o=/

2[6(t—t) + el V4 =—Ing “‘;12_ ¢ — 7880 ¢t +
also auf Grund einer schnell konvergenten Potenzreihe nach dem
Parameter ¢ mit der Integrationskonstanten ¢,. Es war A" >0
anqvnommcn weil sonst bei 4’ < o der Radikand 4’22 — C"" << o
wird, die Wurzel also imaginir geworden wire, da "' > o ist.

Jetzt bleibt der Fall nachzuholen, wo die Funktion sin & im
Zeitintervall, {iber welches integriert wird, das Vorzeichen #n-
dert, also { in der Nihe { = 0° resp. 180° gelegen ist, so daf} die
obige Betrachtungsweise hinfillig wird. Anstatt wie oben ¢2-cos &
nach (II) als Funktion von ¢2 in die Differentialgleichung (7) fiir

de — . o i S . <
7;— zu substituieren, soll Jetzt ¢* als Funktion von cos { in die
Differentialgleichung (8) fiir —¥ substituiert werden. Schon nach

oben II, haben wir der Funktlon e? cos die Form:
(33a) e2cosl{=Ky+ K,e® -+ K, et
gegeben, wo die Koeffizienten K die folgende Bedeutung haben:

! ’ ’
24 - ~ e - 1 3
Ga) Ko=C—f 2 Kk —cy—2 Ky = S Cy?
Pl ve Y 2
so dafl bei Auflésung nach ¢? als Funktion von ( erhalten wird:
6 Miinchen Ak, Sb. 1950
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[ ot =by+ 4 cosg“—{—]’ﬁo—i—cl cos & + ¢, cos2C,

wo by, 6, cte. die folgende Bedeutung haben:

34 5 1 A, 5 11 t (AG)? Ay
TTITR, ATEERy 9T \R Tw
1 A 11
TT TR Ry T EE

) a8

(35) t—ty= |+

WDd/ 0 f\é’,@)

so bedeutet:

(36) Se, ) = 29+ 562+ (25 + 25€%) cos £,

also bei Substitution von ¢? nach (34), und ¢% cos  nach (33a):
Jfle,0)=4dy+d) cos ;+d, cos* {4} 50.—‘;— ¢, cos £ =+ ¢y cos? X
(dy + dy cos £). Im Integral (35) verschwindet der Nenner £ (¢, ()
weder mit £ = 0 noch mit £ = 180°, so dal} wir die Darstellung
35) zur Untersuchung des Verhaltens des Integrals um ¢ =o
und ¢ = 180° heranzichen kénnen, wihrend dies bei Verwen-

dung der Differentialgleichung (7) in —- mit sin { als Koeffizien-
ten nicht der Fall gewesen wiire.

Um nun das obige Integral (35) fiir kleine Werte von sin {
um { = o resp. 180° zu untersuchen, wollen wir das Integral
nach Potenzen von { entwickeln, so daf} sich die folgenden Ent-
wicklungen direkt auf den Fall { = o resp. { = 180° bezichen.
Die dem letzteren Falle entsprechenden Formeln folgen aus
denen um { = 0° herum durch eine Umkehrung der Vorzeichen
von ¢, ), und dj, die in der Formel fur f({) mit dem Faktor cos {
vorkommen, der also bei { um 180° das negative Zeichen er-

halt. Entwickeln wir nun die rechte Seite von (36) Z—f = f(0) in

de
dr

eine Potenzreihe nach £, so geht diese Gleichung in die folgende
iiber, entwickelt bis zu den Termen 4. Grades in {:

\ 48 -
(37) G =l LB L+
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wobei die Koeffizienten /; die folgende Bedeutung haben:
/38> /ozdo“f‘dl‘;‘dz‘}‘z'o» /2:_';‘d1_d2+2.2’
1 )
h=rdih Sty

unter folgender Bedeutung der in den /; enthaltenen Koeffi-
zienten: 7, 7, und 7;:

ig=(dg+dy) (cg+ 1+ ca),

. p A s =1/, . 1 . 3 ,

iy = (co+ oyt ) {—“d3(‘2‘51 ‘T“z)—‘; 4(‘0"-" T aT 252)
2 s 1

_51_}"?{[2'7‘%‘[162]

e

’a’[tf(c-% 1c-‘175)‘ 552'-i(0'“’£c”
Ty Ty ce\Co T T aT 2T ara T e T g ab||

Bei Umkehrung der Differentialgleichung (37) auf die Form:

a¢

AFLEL LT

I'e

40) dt =

ergibt sich dann nach Potenzentwicklung der rechten Seite nach
{ die folgende Losung:

(41) t—ty = g+ ury C Ay Oy 0+ - -

wobel die Koeffizienten sz, die folgende Bedeutung erhalten:
my = —my {o— mty S — my 3, wo (o der fiir # = ¢, giiltige
Wert von ( ist. Weiter wird:

B=1lydy
7

PR 1 1
42) =, g = — My = —
0 J

R
3 B

Entwickeln wir umgekehrt { nach Potenzen von ¢—¢, =7, so
dal} also:

43) C= Gt AT S Sy T

so ergibt die Substitution von (43) in (41) die folgende Gleichung
in 7 zur Bestimmung der Koeffizienten der Potenzen von 7:

6*
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i=3
(44) T =§m£(f17+f373 + /57

Der Vergleich gleichhoher Potenzen von 7 ergibt dann die
Gleichungen, d.h. bis zur 5. Potenz von 7, zur Bestimmung der
Koeffizienten f;, ndmlich:

(1) bei (D)1 = my fy, 2. (00 =y fy -+ oy [T
(%0 = my fs + 3msfi - f3 - ms /1
also f; sukzessive durch folgende Ausdriicke dargestellt werden:

1

(45) f1=z f3:"‘% fo:?%_%:%

Die Kiriterien zu beiden Sorten von Lé&sungen, nimlich:
A" = o, welche nach der Darstellung von A’ in der Definition
(244) eine Ungleichung zwischen den Integrationskonstanten ¢
und dem in ', Formel (18) enthaltenen 7, darstellen, kénnen,
wenn flir € der aus dem Integral (21,) == (II) folgende Ausdruck
als Funktion von ¢, { und dem von " abhingigen 7, substituiert
wird, in fiir die Theorie wichtige Ungleichungen in bezug auf
die GroBen e und 7, Ubergefiihrt werden. Unser Ziel ist, die
Grenzwerte, in welche 7, im Falle der Libration eingeschlossen
resp. von deren Intervall 7, ausgeschlossen ist, zu bestimmen.
Geben wir deshalb dem Koeffizienten A4’ die von ' abhingige
gesuchte Form, gemidlB (24,), nachdem ¢ und C? nach (II) als
Funktionen von ¢, {, &, i/, ¥' substituiert worden sind, so folgt:

(46) A =B b p 4,
wo die Koeffizienten %, 2 und p folgendermafen lauten:

x=(1—2 BV E~7e

! ’ q
2 a o 2 _r . SN —
A:[4 7 ——a./ez—4—, E7C— g/ B¢ 4 cosC(y e?—ay' 2 ET)|E

2 ’a o2 ) o,
p=1—m -+ -—-’1—{ye2\E"‘ ~(2 4y e?) et BT

/2
/\

430" —[40 (1 + 9 e%) + 29262 cos [] £} 2 E7 % cos .

’

i
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Fiir die Praxis ist es zweckmafig, in 4 und g die von { ab-
hingigen Teile von den librigen zu trennen, so daf3 wir erhalten:

A=A+ A cos §
wo

p=py + (ptg 4 pg cos §) cos &
E7¢—ga'¢? -E”"Ez) £

7 (41 g
= — 1+ o e°— ;
1 ¥ ¥y
).2:(1 —4E_7"€2) ’,‘//(22 CFETYE

48 o'2 o'? e L I
o == 3 (V) BT e B

o2 s,
—27‘(2 + oy e?) e E21E
‘“2:[3_4/1 1 ‘y'é’2> E—'/'gz] 0.152' E—y'g.

w2

~=9 2
pg=—27'2- 4 B2V

Danun Z;und p;— t nach diesen Formeln fiir ¢ = o durch gegen-
seitiges Wegheben aller Summanden verschwinden, so miissen
wir diese GroBen, um sie numerisch genau und nicht als kleine
Differenz groBer Zahlen zu erhalten, nach Potenzen von ¢ ent-
wickeln. Die Rechnung ergibt:

& = (1 + 2y — —‘; y'2-et ) w2 B
(49) ) .
=1+ ?oc’ze“ (1——? y'e? 4 )
Die Koeffizienten 4,, und verschwinden direkt mit ¢ = o,
2y Ha M3

und zwar 4, und u, im 2. Grade von e, uz mit dem 4. Grade in e.
Nehmen wir nun an, daf} in der Bedingung fiir eine Libration:

(50) Al =up?+ -+ p <o,

der Koeffizient A nach (47) in eine Potenzreihe nach ¢% ent-
wickelt werde, so dal % = —1 -4+ 3%'¢2 4 ..., so ist also %
fiir kleine Werte von ¢ negativ, nahezu — 1, so da8 folglich in A’
der nach Abzweigung von K verbleibende Faktor:

M ;~ 3 7
(51) pre s p+L >0

sein mul3
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Da sich aus der Auflésung von (51) ergibt, daB

(52) (0 + 5+

1 A oy
(53) TET = also
(530 y= LV
ist, die Ungleichung besteht:
’ 7 \2 9 [ 2o
(54) (ﬁ +;_-) > v? oder 'f +'3';|,.>1/,

so dal3 bei Auflésung nach f', das nach (18) die kritische Dif-
ferenz pny— (p - 2) #' enthilt, die Grenzgleichung fiir #’ ent-
steht: '

Y ys
(55) —V = by —
wo nach der Definition (9) ' explizit lautet:
(36) My pl=—y . L= B2
5 2 p=—rVa N T P iy L

woraus fi’ als Funktion von #, und umgekehrt folgen. Durch
Substitution von (56) in (55) folgt bei Auflésung nach der kri-
tischen Differenz, wobei M, > o ist:

neg—(p +2)a
(57a) F,<< i.ﬂ_.(%_ L < F,, wo F, und F:

F, = [+ L po My— M, — M, (.;_v +- —’—)] 4

—
. P
.__:‘
Q

Fo= [+ L pa M M,— M, (+v =

2
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§ 2. Die Integration der Differentialgleichungen

fir die Perihellinge

Iis verbleibt nun noch die Integration der Differentialglei-
chungen fiir die Perihellinge, entsprechend der Differential-
gleichung (9), wonach

d i

N | <
(58/ _tl’f_ zp()_;_/)l CoOs 5,

wo die Koeffizienten p, und p, Konstanten sind, definiert durch
die Formeln (10), wonach beide vom Grade o in den Exzentrizi-

titen. Zuerst konnen wir den Koeffizienten cos { nach (33,)
auf die folgende nur von ¢ abhingige Form bringen:

R . al \
(59) cos & = — (Ky+ K, e* + Kyeb),

o2

so dal} wir also die folgenden Integrale (a) A j‘ —i—z, (b) A’lfdz‘,

(¢) K, | e*dt als Funktion der Zeit darzustellen haben, wobei ¢2
als Funktion der Zeit durch die entsprechenden Darstellungen
in I1I zu ersetzen ist, also durch periodische resp. asymptotische
Darstellungen als Funktion der Zeit, in Abhingigkeit von dem
Koeffizienten A’ Zo.

Zuerst soll der Fall 4" > o, einer logarithmisch-asymptoti-

schen Darstellung entsprechend, behandelt werden, also der
Term der Form: /, = K, J T[//— Durch die Substitution der
entsprechenden fritheren Ldsung erhalten wir zuerst die folgende
Form fir /,:

E2a VA (1~

e e

60)  Jo=2K,1 A -

Losen wir das Integral mittels der Substitution:

(61) e VA -ty 2
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so ergibt sich, wenn noch

-BI
(62) - W =7
gesetzt wird:
(63) Jo= 2K VA [ S as
\ 0 0 a2 4 p2 ’
wo nach (24,) 42 = — (' >> 0. Da nach obiger Definition (61)
von x: dit = sl E-2aVA'¢-t) . dx so folgt, wenn noch
=<1
(64) o VA =p

gesetzt und nach obiger Definition (61) die Funktion Z2&V4'¢-%)

= x—v substituiert wird, analog ¢ = :‘u xd__xv , die neue Form
fir /,:

VA dx
(63) ]0=K07“ PRl

oder nach Substitution von x = Ay =}/ — (" - y

T4t

VA
(66) ./OZXO’F;_‘ arc tg v,

wo schliefllich noch u-4 = ¢ VA Y- und y = 7—_%, so daB:

©7)
Ky x X 1 ( e VT Vi
_—— —— J —— T = (l_/)——,:
Jo aT—C Arig D wo T = yz o \ BT “TVT

)

womit der 1. Term des Integrals in @q: [ cos {+d# als Funktion
der Zeit explizit dargestellt ist.
Das 2. Integral lautet nach obiger Definition (59,): /; =

= J‘% K, e2dt so dafalso /=K, (t—t,), wo nach obiger Defi-
nition (33p): A= 67,_7:;’ , so dal} das 2. Integral cine der Zeit ¢
proportionale GroBe fixiert.

Schlieflich wird der 3. Term der logarithmisch-asymptotischen
Losung: K, [ ¢2dt, wo e? jetzt dem Term 1) von (26) zu entnehmen
ist, mit dem Resultate, dal3:
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68) Jo= jez dt=

52

L 2a VA (it —
Lo 284" Va

N NI —2, VA (u)____
=Kova : 26, VA O ’ (2=2y)

__C: _ Fi-2e VA (t~1y)
2g, VA

_.}<
Die Zusammenfassung der Terme ergibt dann den gesuchten
analytischen Ausdruck fiir die Perihellinge: & = pg (¢ — #,) +
4+ p1(Jo+ T+ o) mit in ¢ sdkularer und exponentieller Dar-
stellung der logarithmisch-asymptotischen Lésung, wobei pg =
= po+ Ap, wo in Ap die Sikularterme in /; und /, zu-
sammengefalt sind.
Jetzt gehen wir zum Falle A’ < o der libratorischen Lésung
tber. In diesem Falle ist nach (26): ¢2 = a4+ & -sin(c-#) von
periodischer Form, wobel ¢ = — % und 6 = — _VB_;{:_:#C_

¢ = 28 V/—=A', also das zu lésende Integral

(69) ]_‘I‘—‘—f a-{-&smA

mit der Losung:

/) 1—0b/q {1 1
= g —=c(t—1 ——n} )
J1 051/1-— ~ arctg[ 146/a g 2 ( o) 1
o 2 __ 40 S
wobei in unserem Falle: % = -B—T—C——, also V1 —(¢/a)? =
e B T TN :
. 77— und ac =-—2& —7 V—A"(t—t,) und folglich:
1—blq VAC  er = BoVEE=AC
T4be  BAVEE=AC - VA
Da ferner a.¢c = —2 —B—, & l/;—A’, so erhalten wir die fol-

A
gende Darstellung:

wenn noch

A'=—A", wo A" <o, also A” >0 und C" < o:
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(71)

VA" BV Vaneryi 7
Ji= 1K, Vo are L S tg[ﬁ V—=A"(2—1y) ‘T]h,
wo noch fir &, zu setzen ist: Ky = C— % — ;— und zu be-

achten, dal 4" << o und ¢’ < o.
Das nichste Teil-Integral (72) ]2:p1_[ﬁ'1- di=p, K, (t—1,)

ist hiermit analytisch sogleich erledigt, wobei K] = Cy’——;‘/—,,

Zur Frage der GroBenordnung der Koeffizienten ist zu bemerken,
dal} zunichst allgemein in bezug auf alle 4 Koeffizienten o', 8/, 7'
und ¢', zuerst o', wie aus der Definition in (18) ersichtlich ist, in-
folge von M/, immer von der Ordnung — 1 der stérenden Masse 72/
ist; weiter ist f” wegen der Proportionalitit zu i *(é,_l_—z)—ﬂi s M,
zuerst im Falle starker Anniherung an die Kommensurabili-
tatsstelle, wenn also der 1. Faktor sehr klein im Verhiltnis
zum Koeffizienten A7, der stets von der Ordnung der stérenden
Masse des Jupiter ist, klein von der 1. Ordnung. Sonst wird '
von der —1.Ordnung der stérenden Masse 2. Die beiden
letzten Koeffizienten 9" und ¢’ sind nach ihrer Definition stets
von der o. Ordnung der stérenden Masse /. Folglich ergibt
sich in bezug auf das Integral /, nach obiger Definition des
Koeffizienten K, daB zuerst der 1. Term C-3' gemidB der De-
finition von € in (21,) wegen des Koeffizienten «’ von der Ord-
nung (#')7t, also numerisch grol} ist, ebenso wie der 2. Term
in &, ebenfalls wegen des Koeffizienten «'. Folglich ist X ins-
gesamt als von der Ordnung —1 in bezug auf die Masse 2" an-
zusehen. Da /, aber noch p; zum Faktor hat, so wird insgesamt
die Stérung /, von der Ordnung o der Jupitermasse.

Als 3. Term bleibt noch die Untersuchung von /3=, . K, [ ¢*. d¢,

B 2
wenn K, = % Cy? und ¢y = — F V2 1_,_1_(’

x sinze |/ —A' (t—t,), so daB:
(73) Js= Pl PE(E—12y) -

+%])1C6—-~ V B2—A'C" cos [2) = A& (t—12y)],
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so dal} schlieBlich
(74) & = B+ Oy (t—1,) - P,

wo £ die langperiodischen Terme in /;, /, und /,, ferner @, die
sikularen Teile und &, = (&— ) die Perihellinge fiir den Mo-
ment ¢ = ¢, der Epoche fixieren.

Zum SchluB3 der Analyse der verschiedenen Fille in bezug
auf die analytische Darstellung der GréBe ¢ verbleibt nochmals
der kritische Fall, wo ¢ in der Nahe von { = o resp. { = 180"
gelegen ist. Die Funktion £({) reduziert sich in diesen Fillen auf:

fQ) = dytd +dy+ lffo o6 (dy £dy,
so daB3 gemif} der Gleichung:

(79) t—ty = [ F=

die einfache Lésung lauten wirde: § = 7, (¢—+#,), wo fybeil =0
resp. 180° eine Konstante fixiert. In unserem Spezialfalle werde
nun f({) in der Umgebung von 1) { = o resp. 2) 180° untersucht,
so daf3 { eine kleine Grée fixiert und im ersten Falle cos ¢ =

1 . . N
t —— (% im 2. Falle um { = 180° herum, also cos (180 - () =

= —cos [ = — (1 — -,l’— 2. ) gesetzt. Folglich wird dann
gemiB (37) die Funktion f(0) = d, +- d, cos £ + dj cos? [% =
—dyt dy + dy— (+ Lo dg) . 2, wobei im Falle & — 180°
der Koeffizient o, das n(‘éativc Vorzeichen erhilt; analogist &5 +
+ dy cos § = dy+ dy— % d, %%, wo bel { = 180" ebenfalls bei
d, der Vorzeichenwechsel ~eintrctcn muf. Von jetzt ab werde nur
der erste FFall betrachtet, indem im 2. Falle dann nur die Vor-
zeichen von ¢, d; und d, zu vertauschen sind. Die weiteren nach

Potenzen von ¢ zu entwickelnden Funktionen sind dann suk-
zZessive :

(16)  Vegtacosita oot =V (144 .‘{:)’

=

2

. Y 1
wo 2¢ =4+t und Ade = — — (cl+ 252) {3 so dal
schlieBlich bei Potenzentwicklung nach £ bis £2? einschlieBlich
die Funktion:
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(77) F = dy-+d, cos -+ dy cos? { +
T Vgt e cosl -+ ey cos?l-(dyg+-dycosl) = Fo+ Fi- Y

WO

(78) Fy = dy+di+dy+ VZe(dy+ dy);
F o= ——%a’l——dz——% ]/E_f[<da+d4> 'c’l‘_’*g-:[z _—:t—d‘i“’

so dal} unsere obige Differentialgleichung (75) in die folgende
Form tbergeht:

ag

7 mh= R

Die Form der Lésung hingt vom Vorzeichen von /) ab. Setzen
wir zur Reduktion des Integrals

(79a) Fy=K-F,,
so erhalten wir:

248
(80) (t—1t) Fq = J‘T+Tz;‘2;

ist dann zuerst a) K >> o, also VK -{ = 5 reell, so ergibt die
Integration:

(81) VE-F,(t—ty) = arctg (VK -{)

oder b):

(82) { = 1,_1]‘( tg [V K- Fo(t—15)],

also in trigonometrischer Form mit der Periode P = ],Z:'}o— .
Ist im 2. Falle b) die GréBe K < o, so folgt, wenn also

K = -‘/;z— = — 4, wo 4> 0, gesetzt wird, das Integral:

(83) (t—t0) Fo = [~

also bei Integration:

(84) (t—1t) VAFy = 2+ In - VL
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also bei Umkehrung:

1 E2FoV =K (t~to) — 1

AY — = . —
(85) 4 VK  E2FV-KGt)+1

Ist schliefllich K = o, indem #| = o, so folgt:
(86) { = Fy(i—1t,) + const.,, wo const. = {,

dem Wert von { fiir #=1¢; entspricht. Analog ergeben sich
Sonderlésungen in den Fillen, wo /y=o0, /=0, Fy= F|,
F, = — F;, Losungen, die in einfacher Weise aus dem Grund-
integral (79) ableitbar sind und mit Riicksicht auf die grofien
Ausnahmen hier nicht weiter zu fixieren sind.

Im AnschluB3 an die Integration resp. Darstellung der Ele-
mente a, ¢, { und & als Funktionen der Zeit verbleibt nebenher
noch die Darstellung der mittleren Linge ¢ der Epoche, die aus
der Definition der Linge

(87) /=e—}—f¢z-dt

folgt, so daf3 die mittlere Linge der Epoche: ¢ = Z——f n-dt,
wo die mittlere Lénge / wiederum aus der Definition des Libra-
tionswinkels { = (p - 2) /' —p - /—2w folgt, so dall also
/= ‘;‘W) +2)/ —2&—C]. Es verbleibt also die Darstellung
des Integrals | 72+d#, um die mittlere Linge der Epoche dar-

stellen zu kénnen. Da die mittlere Bewegung # = —-, so ist zu-

a2’
erst die groBe Halbachse « als Funktion der Zeit darzustellen,

weshalb wir von dem Integral (I},) auszugehen haben, wonach:

B9 Va=Vay (1 =52+ pp—net 4o,

sodal3 bei erneuter Potenzentwicklung nach ¢, wenn noch — ;- =
gesetzt wird, folgt: '

*

(89) "=,

L g+ T ppr et
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wo die GréBen a, und 7, nicht mit den Werten von @ und 7 fiir
t == 0 zu verwechseln sind, wie schon oben vermerkt wurde, weil
» und 2z nur Integrationskonstanten sind, verschieden von den
Werten von @ und 7 fiir ¢+ = 7,. Alsdann folgt der analytische
Ausdruck von f 1+ dt als Funktion der Zeit, nachdem ¢% und ¢4
als Funktionen der Zeit dargestellt worden sind. Die GroBe ¢ ist
bereits oben unter (26) als IFunktion der Zeit # dargestellt worden;
indem wir sie entwickeln, unter Bezeichnung des Exponenten
e VA (t—1ty) -+ & = 7, nimmt dic Funktion die Form an:

Vi 52
p 2 2T _ = T ’ -27
(00) &=y [E 2y ( o —C) 2 ]

also entsprechend

a

B ; Vit ’ ;
1 1 L2 4 27
(912) == [E T4y B4 6 S — 2O+ B — g e B

B;g ! Cv/ _q L’"‘ C/ ;/o
R S — SR By 5 R B o ~41
- (4w + 4 ( cr—2E %) p).

A2 A

Im Falle der periodischen Lésung nimmt ¢* nach (26), die fol-
gende Form an:
B\ 1 BE-AC
ot — - l
(o) ¢ = (4]
B
2 A2

}/B'Z A'C’ sin 27—

- COS 47T.

+0-

Entsprechend lauten dann die Integrale von ¢* und e nach der
Zeit, zuerst im exponentiellen Falle, wo 4’ > o:

(92,) f e2dt =

1 2 1 1 52 5 b’ x
— et 2 AT __ 5 —— (f—
2 1'{751164' 2 1A'(A C)E 2y E=4)
analog ist im Falle 4" <7 o:
1Z>’” AC’
2 _ e
(921) Je dt A, (t Zy) -+ - PPy DT COs 27.

Weiter ergeben die in bezug auf ¢* zu integrierenden Funk-
tionen, zuerst im Falle der exponentiellen Lésung, a) A’ > o:
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(932)
1 Vid -9 5’2
’4~a.’t=—,{ —EfT— —]:+( : )zf ¢
f‘ 14 | 45,V A 6 A (t—2,)
s Be BC 1 e ( , B
T A O S ) o AP )
ellA ~E ( 1A’3+1A’) 4 511/,4' zh

SchlieBlich folgt in bezug auf die Integration der periodischen
Basis-Losung, wo A’ < o:

(931)
B\2 1 B2—A'C B VBT 4C
4 —— I I —_— — — —_— —
J‘g .a.’t—[r(:],) b s ](zf lo)— 7 = cos 27
I Lo 1 Gin a7
8 A e V—AT 4T

Die Vereinigung der entsprechenden Terme ergibt dann das
Integral: | 2-d¢, das in Verbindung mit der mittleren Linge /
die mittlere Linge der Epoche & = /— [ 2+ d¢ als Funktion der
Zeit liefert.

Insgesamt ergeben unsere obigen Untersuchungen, dafl im
Falle einer beliebig gendherten Kommensurabilitidt der mittleren
Bewegungen nach der oben dargelegten Methode keine Dis-
kontinuitatder Losung eintritt gegeniiber der klassischen Methode,
nach der bei starker Annidherung an die Stellen der Kommen-
surabilititen eine scheinbar groBe, bei strengerer Behandlung
nicht mehr stichhaltige VergréBerung der Stérungen eintritt.
Im Falle nahezu kommensurabler Bewegungen tritt schr wohl,
im Gegensatz zu den gewohnlichen Fillen, eine groBe Stérung
ein, besonders in der mittleren Linge, weil zuerst dic mittlere
Bewegung # und dann noch [ 7-d# zu integrieren ist, also eine
doppelte Integration stattfindet. In unserer Methode enthilt nur
der Koeffizient ' auch die Gréfle, die dem in den klassischen
Methoden so geflirchteten kleinen Divisor, nimlich: p -7z —
— (p+2)#', als Summanden entspricht; verschwindet dieser
Summand infolge strenger Kommensurabilitit der mittleren
Bewegungen, so bleibt dieser Umstand hier ohne Einflu} auf die
Losung, weil der die genannten Terme enthaltende Koeffizient
' nach (18) noch andere Terme, und zwar von der o. Ordnung der
storenden Masse, enthilt, die nicht verschwinden, wenn strenge
Kommensurabilitit der mittleren Bewegungen eintritt.
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§ 3. Anwendung auf diejenigen Planetoiden,
deren mittlere Bewegung nahezu das 3-fache der des groflen

Planeten Jupiter betrigt

Dieser Fall entspricht der Annahme p = 1. Unser Ziel soll
im besonderen die Untersuchung der Kriterien fiir die beiden
Sorten von Lésungen sein. Auf Grund der ,,Recherches Astrono-
miques’’ von Le Verrier in den Binden I und X der ,,Annales
de I’Observatoire de Paris‘‘leiten sich die folgenden Darstellungen
der Koeffizienten A4/ unserer Abhandlung als Funktion der
Laplaceschen Transcendenten A4 und &, ab:

My =a®Ny = L gy = L
2 o 2
W = N = 2y =
A7 L roor A0 1 ’ 0
M, =a N = (a'A4 A3 :m( —i——é)
M{:ﬂN{:%%«M%4w%Hﬂ¢A3:
=%%(5°+250+§bg)

l

My, =a N, %M@ﬁ+np+®d%”+
;—m (2p43)a 4777 +- 4— m' a’ 4572

o (4% 114+ 6) 6777 4
; m' (2p+3) 6773 ; m' b33

1 oAp+?
My, =aa N, =% ’”,(4]’24‘11?'*“6\‘”’7 ‘

3Aﬁ+o FAP‘“
14 ' ! —
w' (2p+3)aa — -+ m' aa =

(p + p+3) ’”°+—m\p+z\é’+ +

m' bR,
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Zur genauen und sicheren Berechnung der Koeffizienten 4} ist
es zweckmaBig, zuerst diese Koeffizienten bfé und mit ihrer Hilfe
die Koeffizienten M, durch die Gyldénschen Funktionen f,
deren numerische Werte von Masal im 4. Bande der ,,Annalen
der Stockholmer Sternwarte tabuliert worden sind, darzu-
stellen. Auf Grund meiner Darstellung der &, in meiner Ab-
handlung ,Uber die Transcendenten von Laplace®, Astron.
Nachrichten Nr. 3974 (Bd. 165, Nr. 4), wonach sich die & als
Summen nur positiver Linearterme in 7 ergeben, was fiir die
exakte Berechnung wertvoll ist, erhalten wir fur die Koeffizien-
ten M, die folgenden Darstellungen, unter Hinzufiigung des

Massenfaktors 2’ :

My = m'af;

My
M,
M,

M,

My -

m' (B} + 302 63)
—j— o2 m (B + o2 B
—i— am' (27 + 7a2p3 + 56t 1)

_:_ m' (p+2) (9p + 10) a?*? ﬁ;+2 +4- —;— m' (6p + 11)0(‘”4/334,-3 +

[

1
|

m' a?*® ﬂ;’H
m' (p+2)2 (9p+ 10) a?2F, 5 +

m' (15 p%+ 63p+64)cx"“ﬁﬁ3+—m (75 +17)a?t Gﬂ},_H-r

-:—|»- IS PR S

15 1 p+8
e Bivs-

Praktisch gentiigt es, wenn wir die Koeffizienten A/ fiir alle der
Kommensurabilititsstelle benachbarten Werte der mittleren Be-
wegung mit dem der strengen Kommensurabilitit cntsprechen-

p_._’)
2

den Wert von o = —bcrcchncn Aus der Bczmhung

folgt nach dem 3. I\cplerschcn Gesetz fiir o:

E=F = l/(j)--zg-zx—,-m)
7y 1

gibt d:mn fir p = 1, wo "1150 = = —'3-, wenn noch 7' = ——
1 1047.35

die Jupitersmasse fixiert: lg = (9.681 78) = 0.48060, so dal3 die
die folgenden aus Masals Tafeln enthommenen Werte annehmen:
7 Minchen Ak. Sb. 1959

Die numerische Berechnung er-
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fi = (9.82650)  fi=(9.81104) fi = (9.84350)

By = (0.54416) B3 = (0.65104) [ = (0.72248)

fi = (9.58963)
wo die eingeklammerten Zahlen stets Logarithmen bedeuten.
Folglich lauten die 7 wie folgt:

My = m'+(9.50837) My = m' - (0.04893)

M, = m'" - (9.15258) M{ = ' (9.96746)

My = m'(9.77677) My = '+ (0.31503)
Daraus ergeben sich weiter die folgenden numerischen Werte
fur o, f" und ' (¢’ = —1): &' = (2.83413),, f' = (2.48214), X
e 71,3 2+ (9.03369),, ¥' = (0.53826). Um dann in Anwen-

dung obiger Rechnungen auf die Planctoiden des Sonnensystems
tiber die Art der Losungen entscheiden zu kénnen, ist zuerst
die GréBe A" zu diskutieren, zuerst in ihrer Abhidngigkeit von
der Integrationskonstanten (', die von {, der kritischen Diffe-
renz 72— 37 und der Exzentrizitit ¢ abhingig ist. Aus dem
Integral 11 ist ersichtlich, daB ¢ in folgender Art in 2 Summan-
den zerlegt werden kann: C = (e {) + C,(e% n—37"), wo
n—3n' in {y resp. f’ enthalten ist. Substituicren wir sogleich
Uberall die numerischen Werte resp. deren Logarithmen, so er-
halten wir:

C, = — {(2.29580) — cos [} ¢%- (738260
Cy, = — {(1.75763) + (9.46802) (1,— 3 2')"} £~ (053920 &

2

wo im Faktor (s,-— 37"): 2" in Cy der Divisor ' in Bogensekunden
angesctzt ist, also auch der verblicbene Faktor 2 — 3 #' in Bogen-
sekunden anzusetzen war.

Die folgende Tabulierung soll sich nun in bezug auf die variab-
len Parameter auf die folgenden Einzelwerte beziehen: n— 32’
soll von—350"", —40"" etc. bis + 50" laufen, ferner ¢2 von 0.00, 0.01
bis 0.10, ferner soll z varilieren von z = 0°, 10° etc. Dis
z = 360°. Die numerische Rechnung ergibt dann fiir die Funk-
tionen —C; und —C, die folgenden entsprechenden Tafelwerte, bei
deren Berechnung die Funktion £¥ den Burrauschen Tafeln ent-
nommen wurden:
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Zunachst ist aus diesen Tafeln direkt ersichtlich, daf3 das
Maximum von C = C; + (, als Funktion von ¢% und { bei fest-
gchaltenem Argument 74— 3 %’ bei { = 0° das Minimum bei { =
= 180° gelegen ist. Das Maximum moége mit C,,, das Minimum
mit C,, bezeichnet werden. Insbesondere interessicrt uns der bei
A" = o eintretende Wert C,. Liegt derselbe nimlich zwischen
den beiden Werten Cj, und €, so gehéren die zwischen C, und
€, resp. C,, gelegenen Werte von C entweder zu einer periodischen
resp. zu einer logarithmischen Losung. Die Werte C; ergeben
sich aus der folgenden Gleichung auf Grund der Bedingung, daB3
A" = o sein muB3:

Co = —42.931 —0.073445 (ng—37") +
+ V' —1637.6 -+ [42.931 -+ 0.073445 (75— 31")]2.

Die folgende Tafel enthilt in der 2. und 4. Kolumne die so er-
rechneten Maxima und Minima von C, wie sie direkt aus den
obigen Tafeln fir ¢} und €, abgelesen wurden, und in der 3. Ko-
lumne die A4’ = o entsprechenden auch nach (25) berechneten
Nullstellen €y, soweit dieselben zwischen C,, und C,, gelegen
sind. Die C sind obiger Gleichung zufolge zweideutig, aber die
in der Tabelle nicht aufgefiihrten Wurzelwerte liegen auflerhalb
der Grenzen von €, und €, und sind deshalb nicht aufgefiihrt
worden. Die A" = o entsprechenden Werte € entsprechen den
der Zeit ¢ proportionalen, also instabilen Ldsungen.

Tabelle (a)

i . A4 =0 |

Ho—3 7 CJI } c - Co i C,,,
— 50" | 42.5 kompl. —44.3
40 45.5 . 46.3
30 48.2 | 453 49.1
20 | 50.3 | -—s50.5 ! 51.6
—10 523 | —54.2 54.5
o | 54.4 —57-3 | 57.2
+10 | 56.5 J —6o.1 | 60.2
20 58.6 —02.7 , 63.1
30 I 60.7 —65.14 66.0
40 | 62.8 1 —067.5 | 69.0
so | —04.8 —69.7 | 71.9
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Die obige Tabelle (a) mull nun verallgemeinert werden, um
entsprechend cinem belicbigen Betrage von A4’ als Funktion
von 7,— 37" und der Integrationskonstanten C das Kriterium fiir
die Existenz einer periodischen resp. einer logarithmischen
Losung des Problems zu erhalten. Deshalb soll das Argument
1ng—3 7' von —40'" iber o' bis - 40" und € von € = —40, — 42,
— 46, — 50 bis — 70 laufen, um 4" als Funktion von 72—3#' und ¢
zu erhalten, wie die folgende Tabelle zeigt. Die Kurve, die in
dieser Tabelle durch dic Werte 4’ =0 geht, trennt die Librations-
I6sungen mit 4’ < o von den durch 4’ > o gekennzeichneten
Exponentiallésungen, wobei die durch 4’ == o charakterisierten
Losungen die der Zeit # proportionalen Grenzldsungen fixieren,
die also eine Entartung der Exponentialldsungen darstellen.
Thre Lage ist in der Tabelle durch einen Stern (*) in jeder Horiz-
ontalen gekennzeichnet, thre C-Werte werden weiter unten fixiert.

Die in Tabelle (b) mit * bezeichneten Stellen entsprechen den
Nullwerten von A’, formelmiBig fixiert durch die Auflésung von

A" =onach C= Cy= —42.031 — 0.073445 (ny— 32") = |/ &,

wo R = —1637.7 - [42.931 + 0.073445 (12— 37')]*. Nume-
risch tritt dann die reale Grenze von X = o ein bei den
Werten: (1) 2y — 37" = — 33”521 und (2) 2, — 3 2’ = —83" 40,

welcher Wert aus dem Rahmen um die Kommensurabilititsstelle
herausfillt und deshalb nicht in Frage kommt. Der zu 1. ge-
hérige Cy-Wert ist € = —40.409, liegt also in unserer obigen
Tabelle in der linken oberen Ecke, dem Argument 72437 =
= —33"/52 entsprechend zwischen den C-Werten — 40 und — 42.
Weitere reale Nullstellen von A’ = o sind nicht vorhanden, son-
dern sind nach der Formel fuir € von jetzt ab komplex, wic auch
schon in der Tabelle (a) oben fixiert.

Denkt man sich in obiger Tabelle (b) die Nullstellen von A’
miteinander verbunden, so gehort das {iber dieser Grenzlinie
nach rechts oben gelegene Gebiet den Librations-Losungen an,
wihrend das darunter gelegene Gebiet den Exponentiallésungen
angehort und schliefflich die auf der Grenzlinie mit A’ =0
liegenden Lésungen die der Zeit £ proportionalen Sikularlsun-
gen fixierten.

Weiter wollen wir numerisch das Kriterium, welches im Falle
der libratorischen Form der Losungen die Grenzen von sz, fest-
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setzt, und zwar in seiner Abhingigkeit von ¢ und { untersuchen,
wofiir die Formeln (47) bis (57) heranzuzichen sind. Dazu
wollen wir zuerst noch einige Vereinfachungen fir die Zwecke
der numerischen Rechnung vornehmen, indem wir zuerst:
[s. (532)] » = Vay,+ ay - cos & + ay cos? { setzen, wo die Koef-
fizienten als Funktionen von X, 4;, 4, p;, py und ug die fol-
gende Bedeutung haben:

ay = %(;3—41@1) K=, ay = (b dy—2 K ) K72,

(B— 4 K i) K2

o 1
@y =

Im Falle kleiner Exzentrizititen muf3 man die mit ¢ verschwin-
denden Teile der Koeffizienten in Potenzreihen nach e ent-
wickeln, so dal} alsdann:

1 ]
ay = ol 2V ol K2

d2(2 E-79—1) (_1 L 2'}1/284—%‘}/'3 pLI. ) + o 2 (1—g E-7 ),

Dagegen ergibt sich fir «, in geschlossener Form: a, =

= et B R

Wir lassen alsdann den Winkel £ von 0%, 10” etc. bis { = 360",
ferner ¢2 von 0.00, 0.01 bis 0.04, d. h. ¢ von ¢ = 0.00, 0.10 bis 0.20
variieren. Die erforderlichen Koeffizienten K, 4;, 4y, iy, 2, @y,
a; und @, sind dann in der Tabelle S. 99 zusammengestellt.

Fur die 2, ergeben sich dann die in der folgenden Tabelle zu-

sammengestellten Grenzwerte 7, fiir den Fall einer libratorischen
Form der Bewegung.
Aus der obigen Tabelle der Grenzwerte flir 7, ist zucrst ersicht-
lich, dal3 in den Intervallen zwischen den Grenzwertpaaren, z. B.
dem links oben gelegenen Grenzpaar: ny = 898.26 und 7z, =
=806 30, entsprechend ¢% = o keine periodischen, sondern nur
exponentielle Losungen méglich sind. Ferner ist bemerkenswert,
daB3 die bei #, <" 897”4 (Kommensurabilititsstelle) gelegenen
Grenzwerte der Tafel stets niher an der Kommensurabilititsstelle
gelegen sind als die Grenzwerte mit 7, > 897" 4. Ferner wiichst
die Gesamtdifferenz zwischen diesen Grenzwerten von 196 bei
¢=—o0 und £ =o0 an bis zu 62"/40 bei ¢ =0.20 und { = 180".
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Grenzwerte von 7, beli Libration
N2 i et
0.00 .ot .02 0.0 :
C\ 0.0 0.0 3 0.04 | ¢
' :

: ! > 808726 | >908762 | >0920738 | >0935718 | >09352.75 ,
o | <896.30 | <<894.26 <891.98 | < 88g.72 i < 887.66 | 360
; >808.26 | >0908.10 | >920.38 | >035.15 | >>952.73 |
19 | <896.30 | <B894.26 | <892.00 | <889.72 | < 887.66 | 350
l >098.26 | >908.08 | >020.34 | >935.13 | >052.68
20 | <896.30 | <894.30 | <892.00 | <889.76 | <887.68 | 34°
| >898.26 | >908.02 | >920.30 | >>035.06 | >952.62
30 | <<896.30 | <894.34 | <<892.04 | <889.80 | <887.70 330

>808.26 | >0907.96 | >0920.22 | >>934.98 | >952.54 .
£ i < 896.30 | <894.38 ’ <892.08 | <889.84 | <887.74 3°°
; >898.26| > 007.90 | >Q20.1 >934.88 | >952.43 o
50 l <896.30 | <<894.44 \ <892.14 | <<889.90 | <887.80 ' 3
o > 898.26 ! > 907.82 | >920.02 >034.70 | >952.30 s

<896.30 | <894.52 | <892.20 | <889.94 | <887.88
o >898.26 | >907.72 | >919.92 | >934.63 | >952.16 I
70 <896.30 | <894.60 | <892.28 | <8go.02 | <887.96 | -7°
% >808.26 | >007.60 | >919.82 | >934.50 | >952.00 l o
<896.30 | < 804.66 | <<892.38 | <<8go.10 | <<888.02 |
>898.26 | >907.50  >919.66  >934.35 | >951.83 | _
Eid < 896.30 | <<894.76 | <892.44 | <890.18 | < 888.08 =2
o >808.26 | >907.38 >919.54 | >934.22 | >051.068 o
<896.30 | <<894.85 | <<892.54 | <<890.26 | <<888.16
- >808.26 | >0907.28 | >019.44 | >934.08 | >0951.55 o

<896.30 | <894.96 | <892.64 | <890.34 | <888.2 2
- >898.26 | >0907.15  >019.30 | >933.94 | >951.40 510
2 l < 896.30 | <895.o4I <892.7ol <89o.4oI < 888.30
e | >898.26 | >907.06 | >919.2o| >033.84 | >951.26 R

<896.30 | <805.12 | <8g2.80 | <8go.50 | <888.36 7
e >808.26  >¢06.98 | >919.12 | >933.73 | >051.15 -

<896.30 | <895.20 | <<892.86 | <890.56 | <888.44
o >898.26 | >0906.92 l > 010.03 l >033.04 i >951.00 2to
? <896.30 | <895.26 | <<892.92 | <<890.60 | <<888.48 |
oo > 898.26 | > 0906.88 ' >018.98 : >933.60 >>950.98 .

<896.30 | <<895.30 | <<892.98 | <(890.66 | < 888.50
470 >808.26 | >0906.84 >0918.94 >0933.56 | >050.94 00

| <896.30  <B9s5.32 | <893.00 | <890.66 <888.52
180 >898.26 | >>906.82 | >918.94 } >033.50 | >0350.94 180
< 896.30 | <8953, 2l < 893.00 | <<800.68 | <<888.54



