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Bemerkungen zur Erzeugung der kubischen Raumkurven

durch drei projektive Ebenenbiischel

Herrn Robert Sawer zum 60. Geburtstag am 16. September 1958
gewidmet

Von Josef Lense in Miinchen

Vorgelegt am 10. Oktober 1958

§1

Unter einer kubischen Raumkurve versteht man bekanntlich
die Menge aller Punkte, deren homogene projektive Tetraeder-
koordinaten bei passender Wahl des Koordinatensystems durch
die Gleichungen

(1) XyiXgidgixy = 1312101

gegeben sind, wobei der inhomogene Paramecter 7 alle reellen
Zahlen (einschlieBlich 4- 00) durchldauft. Nach Auslibung einer
Kollineation erhilt man die Kurve in der allgemeinen Gestalt

3 0 2 3 . 3
(2) ’J'lv:a'lv_*_(l?_vt—*_/z:}vt +a4vt (V_ ]) 21 3»4/)

wobei p ein Proportionalititsfaktor und die Determinante der
a,, von null verschieden ist. Umgekehrt ergibt sich (1) aus (2),
indem man die Gleichungen (2) nach 1, ¢, 2, # auflést, wobei die
x, dic zur Substitution mit der Matrix a,, inverse Substitution er-
fahren, also wieder eine Kollineation angewendet wird. Dadurch,
daf3 die Determinante der a,, von null verschieden ist, wird ver-
hindert, daf alle x, gleichzeitig null werden; es miifiten ja in die-
sem Fall 1, ¢, 22, 2 null sein, was unmaoglich ist.

Nun gilt bekanntlich der Satz: Drei projektive Ebenenbiischel
erzeugen im allgemeinen cine kubische Raumkurve. Als Aus-
1o Miinchen Ak. Sb. 1958
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nahmen fihrt B. L. van der Waerden?! an: 1. wenn entspre-
chende Ebenen der drei Biischel immer eine Gerade gemeinsam
haben, 2. wenn die Schnittpunkte entsprechender Ebenentripel
in einer festen Ebene liegen.

Sein Beweisgang ist folgender:

(3) Li+ALy,=0, M, +2AMy=o0, N -+AN, =0

seien die drei projektiven Ebenenbiischel. Rechnet man aus die-
sen drei Gleichungen die Koordinaten des Schnittpunktes der
drei zugeordneten Ebenen aus, so werden diese durch dreireihige
Determinanten, also durch Polynome dritten Grades in 4 dar-
gestellt:

4 Y1iye Vst va = @A) () a(A): ga(A)

mit ¢,(A) = ay, + a3, A+ a3, A2 4 a,,22 (v=1,2, 3, 4).
Ist die Determinante 2 der a,, von null verschieden, so ist die

durch (4) dargestellte Kurve nach (2) eine kubische Raumkurve.

Besteht aber eine lineare Abhiingigkeit

(5) @1+ @+ @ Py = O,

so heif3t das, daf3 alle Punkte y in ciner festen Ebene liegen.
Dazu ist zu sagen, dal} diese Aussage richtig sein kann, aber
nicht richtig sein mufB. Denn was heif3t lincare Abhingigkeit:

Man kann feste Zahlen ¢,, die nicht alle null sind, so bestimmen,
4

dal3 (3) fiir alle 4 gilt; es miissen also die Gleichungen Q) ¢, a,, =

v=1

=o(u=1,2,3,4) erfullt sein. Dazu ist notwendig und hin-

reichend, dafB3 die Determinante 2 der a,, verschwindet. In die-

sem Fall stellen die Gleichungen (4) keine kubische Raumkurve

dar, aber man kann noch nicht behaupten, daf3 die Punkte y in
einer festen Ebene liegen miissen.

Es kann nimlich sein, daf3 fiir bestimmte A-Werte die Poly-

nome ¢, (%) null werden, d. h., da3 die Matrix der Koeffizienten

' B.I..van der Waerden, Einfiihrung in die algebraische Geometrie,

Berlin 1939, J. Springer, S. 43.
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der x, in den Gleichungen (3) nicht vom Rang 3, sondern von
einem niedrigeren Rang ist. In diesem Fall haben die drei zu-
geordneten Ebenen nicht nur einen Punkt, sondern mindestens
cine Gerade gemeinsam, und trotzdem ist die Beziehung (35)
erfiillt, weil ja die ¢, (4) fur diese bestimmten A-Werte null sind.

§2

Ein einfaches Beispiel moge diese Tatsache kliren. Die drei
projektiven Ebenenbiischel seien

(6) xy=Axy, x3=12x,y, xy-Fx3=~24(x; +x,).
Auflésung nach den x, gibt
XypiXgiAgixy = 0:0: A% —1): (A2 —1),

also flir 4 == -I-1 die Gerade g, x; = x, = 0. Ist dagegen A = 4-1,
so ist die dritte der Gleichungen (6) die Summe der beiden ersten
und man erhalt gyt ay —ax, = 23—, =0 bzw. gg:xy + 2, =
x4 + x4 = 0 als Schnittgeraden der drei entsprechenden Ebenen.
Dic beiden Geraden g, und g4 schneiden die Gerade gy, sind aber
untereinander windschief. Die beiden ersten Buschel (6) erzeugen
die Fliche 22y = x, x5, das erste und dritte die Flache x,(x, +25)
= xy(x + x,). Thre Schnittkurve zerfillt in die Geraden gy, g, g3,
dabei zahlt g; doppelt, weil sich die beiden Flichen langs dieser
Geraden beriihren.

Das zweite und dritte Biischel erzeugen die Fliche xy (x, + 23)
= x3(x; + x,). Entsprechende Ebenen treffen sich in den geraden
Linien einer Schar S,, die von g; geschnitten werden. Somit er-
geben sich als Schnittpunkte entsprechender Ebenen sdmtlicher
drei Biischel die Punkte von g,. Aber zweimal geht die entspre-
chende Ebene des ersten Biischels durch je cine Gerade der
Schar Sy, nimlich durch die Geraden g, und gy. Die Schar S, ist
die eine der beiden Scharen S; und S, von geraden Linien, die
auf der vom zweiten und dritten Biischel erzeugten Fliche liegen.
Die Triger der drei Biischel gehéren der Schar S; an.

10*
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§3

Die Behauptung des Herrn von der Waerden ist demnach so
zu verstehen, dafl die genannten Fille woh! Ausnahmefille sind,
aber nicht alle Ausnahmefille erschépfen. Dall dem so ist, lafit
sich auch folgendermallen einschen: Das erste und zweite der
drei projektiven Ebenenbiischel erzeugen eine Fliche zweiter
Ordnung, cbenso das erste und dritte. Das Schnittgebilde dieser
beiden Fliachen besteht aus dem Triager des ersten Biischels und
einem Restschnitt, dieser ist das Erzeugnis der drei Biischel.
Geht man nun die bekannten Schnittgebilde zweier Flichen
zweiter Ordnung (einschlieBlich Kegel und zerfallender Fliachen)
durch, die mindestens eine Gerade gemeinsam haben, so erhilt
man unter anderen als Restschnitte einen Kegelschnitt mit einer
ihn schneidenden, nicht in seiner Ebene liegenden Geraden, wo-
bei der Kegelschnitt auch zerfallen kann, oder drei durch einen
Punkt gehende Geraden, die nicht in einer Ebene liegen, also
sicher Restschnitte, die nicht in einer Ebene liegen. Zum ersten
der genannten Fille (mit zerfallendem Kegelschnitt) gehért unser
Beispiel.

Bei ciner systematischen Untersuchung der Irage, wann drei
projektive Ebenenbiischel wirklich eine kubische Raumkurve
erzeugen, konnte man allenfalls so vorgehen.

Wir nehmen zuerst an, daB3 die Trager von mindestens zwei der
Biischel windschief sind. Durch passende Wahl des Koordi-
natentetraeders kénnen wir diese Blischel in der Gestalt x; = Ax,
und x5 = Ax, voraussetzen. Die Gleichung des dritten lautet dann
allgemein 4

3 (a,—b)x, = o.
v=1
Auflésung nach den x, gibt fiir die Polynome ¢,(4) die Formeln
o) =—2p(), g=—y@), g=~24xR), ¢= 724
mit y(4) = a, -+ (ag — b) A — b, 4%, () = ay + (a3 — by A — b4

und daraus D = (@46, — ayby)® — ayby(ay — by)* — ayby(ag — by)*

+ (ayby + axby) (a1 —by) (az—by).
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D =F o ist notwendig und hinreichend dafiir, dal} wirklich einc
kubische Raumkurve erzeugt wird. Man iiberzeugt sich leicht,
dal} in dem obigen Beispiel D = o ist.

Gibt es keine windschiefen Triger, so gehen sie entweder alle
durch einen Punkt oder liegen alle in einer Ebene. Im ersten Fall
erzeugen je zwel der Blschel einen Kegel, der auch zerfallen
kann; alle diese Kegel haben denselben Scheitel, als Schnitt-
gebilde kann also niemals eine kubische Raumkurve entstehen.

Im zweiten Fall bilden die Triger ein Dreieck mit den Seiten
a, b, c und den Ecken A4, B, C. Die projektiven Biischel 2 und 4
erzeugen cinen Kegel mit dem Scheitel €, die projektiven
Biischel @ und ¢ einen Kegel mit dem Scheitel B. Diese beiden
Kegel haben die Mantellinie @ gemeinsam. Wenn sie sich langs a
bertthren, zidhlt @ fiir ihr Schnittgebilde doppelt, der Restschnitt
besteht aus @ und eciner Kurve zweiter Ordnung. Wenn sie sich
dagegen lings a nicht beriihren, ist der Restschnitt eine kubische
Raumkurve.* Der den Bilscheln @, 4, ¢ gemeinsamen Ebene
A B C entspricht, wenn man sie als Ebene von 4 betrachtet, in a
die Tangentialebene des Kegels C'lings @, wenn man sie dagegen
als Ebene von ¢ betrachtet, in @ die Tangentialebene des Kegels
B lings a. Diese beiden entsprechenden Ebenen dirfen daher
nicht zusammenfallen. Selbstverstindlich diirfen keine zwei der
Biischel perspektiv sein, weil sonst der betreffende Kegel zer-
fallen wiirde und daher auf ihm keine kubische Raumkurve
liegen konnte.

! Siehe z.B. W. Killing, Lehrbuch der analytischen Geometrie in
homogenen Koordinaten, Bd. I, S. 206~208, Paderborn tgot, I. Schéningh.



