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Einleitung

Die fundamentale Bedeutung des Satzes von Hahn-Banach
fiir die Funktionalanalysis ist allgemein bekannt. Nach diesem
Satz kann jede auf einem linearen Unterraum eines lokalkonvexen
Vektorraumes £ definierte, stetige Linearform f auf wenigstens
eine Weise zu einer auf ganz Z definierten, stetigen Linecarform
f fortgesetzt werden. Die Verhiltnisse werden wesentlich kompli-
zierter, wenn man an die Fortsetzung f dic zusitzliche Forderung
stellt, positiv zu sein bezliglich einer mit der Vektorraumstruktur
von £ vertriglichen Ordnungsrelation. In der Tat kennt man
einfache Beispicle dafiir, daf} eine auf einem linearen Unterraum
eines geordneten Vektorraumes definierte, positive Linearform
auf keine Weise zu einer positiven Linearform auf den Gesamt-
raum fortgesetzt werden kann.! Abgesehen von einem Satz von
M. G. Krein,? der jedoch nur einen Spezialfall behandelt, fehlte
unscres Wissens bislang in der Literatur ein allgemeiner Satz
tiber die Fortsetzung positiver Linearformen, welcher etwa die

! Vgl. Bourbaki [4], S. 78 (exercice 13).
* Vgl. Bourbaki {4], S. 75 (proposition 6).
Miinchen Ak. Sbh, 1957 12*



178 Heinz Bauer

gleichen Dienste leistet wie der Satz von Hahn-Banach fir die
Fortsetzung beliebiger Linearformen. In der vorliegenden Arbeit
soll ein solcher Satz bewiesen werden; aus ihm folgen die Sitze
von Hahn-Banach und Krein als Korollare. Wir wurden zu
dieser Untersuchung angeregt durch eine Arbeit von W. Nef [6],
in welcher das gleiche Problem ohne Heranzichung topologischer
Begriffe und Hilfsmittel, also rein algebraisch behandelt wird.
Eine genaue Analyse dieser Arbeit zeigt jedoch, dal3 Nef implizit
mit der feinsten lokalkonvexen Topologie auf dem vorgegebenen
Vektorraum arbeitet. Unsere fiir beliebige lokalkonvexe Raume
giiltigen Resultate umfassen daher die von Nef und verbessern
sie sogar in mancherlei Hinsicht. Ein Teil der Resultate dicses
Artikels wurde in einer Note in den Comptes Rendus de I’Aca-
démie des Sciences (Paris) [1] angekiindigt.

Nach Fertigstellung des Manuskripts zu dieser Arbeit erhielten
wir Kenntnis von der Dissertation von I. Namioka [3], in wel-
cher zwei Abschnitte dem gleichen, bei uns behandelten Problem
gewidmet sind. Der fir unsere Arbeit entscheidende Hauptsatz 2
sowie Satz 2 finden sich dort in der gleichen Form. Die Veréffent-
lichung unserer Arbeit schien uns aber trotzdem nicht tiberfliissig
zu sein, da eine Reihe von hier behandelten Fragen bei Namioka
nicht erértert werden und sich auBerdem unsere Beweistechnik
von der von Namioka unterscheidet. Wihrend zum Beispiel der
Beweis des Hauptsatzes 2 beil uns so gefuhrt wird, daB3 sich
hinterher der Satz von Hahn-Banach als eine Folgerung hieraus
ergibt, beniitzt Namioka den Satz von Hahn-Banach bereits
zum Beweis des Hauptsatzes 2.

§ 1. Verallgemeinerung des Satzes von Hahn-Banach

fiir positive Linearformen

Es sei & ein Vektorraum tber dem Korper R der reellen
Zahlen und P ein konvexer Kegel, dessen Spitze der Nullvektor o
ist und in 2 liegt.® Ein Kegel mit diesen Eigenschaften ist defini-

3 Im folgenden werden ausschlielich konvexe Kegel 7 mit dieser Eigen-
schaft betrachtet; wir werden daher von nun an nur mehr von konvexcen
Kegeln sprechen. Zu verstehen sind darunter stets genauer konvexe Kegel 7,
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tionsgemal} eine nicht leere Teilmenge /2 von Z derart, dall
P+ P C Pund A P C P ist fiir alle recllen Zahlen 2 > o. Die
Relation y — x & P, welche wir in der Form x < y schreiben,
ist dann eine mit der Vektorraumstruktur von /7 vertrigliche
Priordnung; beziiglich ihr ist also /2 ein priageordneter Vektor-
raum und 2 die Menge aller Vektoren x mit o < x. Gibt man
sich umgekehrt eine mit der Vektorraumstruktur vertrigliche
Priordnungsrelation < auf Z vor, so ist bekanntlich die Menge
P aller Vektoren x mit o < x ein konvexer Kegel (mit der Spitze
o € P); dieser definiert wiederum die Ausgangsrelation <. Wir
setzen im folgenden nicht voraus, dafl der Kegel 2 spitz, d. h.
daBl P~ (— P)={o} (oder, was dasselbe bedeutet, dafl <
eine Ordnungsrelation) ist. Es sei aber trotzdem vermerkt, daf3
man sich stets auf diesen Fall zuriickziehen kann durch Uber-
gang zum Quotientenraum /P ~ (— P).

Eine Linearform f auf £ heiBt positiv (beziiglich 2 oder <),
wenn f(x) > o ist fiir alle x & 2.

Wir beweisen nun einen Satz, der, wie sein nachfolgen-
des Korollar zeigen wird, den Satz von Hahn-Banach ver-
allgemeinert.

Hauptsatz 1. Ks sei /2 ein Vektorrawm iiber R, P et kon-
vexer Kegel in K, p cine Halbnorm cuf E wund V dic Menge
aller x © F it p (x) < 1. Eine auf cinem linearen Unterranm
M von E definicrte Lincarform [ kain dann und nur dann zu
etner positiven Lincarforin f auf E fmz‘gesef t werden, welche
Siir alle x @ E der Ungleichung | f(x)| < p (x) geniigt, wenn
gilt:

(1) Slx) > —1 Jfiir allex & M ~(V + P).

Beweis. Die Bedingung (1) ist notwendig. Es sei namlich f
cine positive, f auf 7 fortsetzende Linearform mit | £ (x) | < p(x)
far alle » & £. chcr Punkt x &M ~(V + P) ist von der

deren Spitze der Nullvektor o ist und in 2 liegt. Im iibrigen verwenden wir
hier und in allem, was folgt, die Terminologie von Bourbaki; dies gilt ins-
besondere fiir die in Bourbaki [4] eingefithrten Begriffsbildungen zur Theorie
der topologischen Vektorriume. Danach ist also speziell der Begriff
nete Menge* gleichbedeutend mit | teilweise geordnete Menge“.

,,geord-
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Form x = v - p mit v & V und p & P; folglich gilt f(x) =
FO) =F@) + () 2F@) = —p (o) >— 1.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend.* Hierzu kann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f4=0 angenommen
werden. Wir versehen /Z mit der durch die einzige Halbnorm 2
definierten lokalkonvexen Topologie. Die Menge V -+ P ist
dann nicht leer, offen und konvex. Die Menge /V aller Punkte
x & M mit f (x) = — 1 ist eine lineare (affine) Mannigfaltig-
keit in Z und nach (1) zu V 4 P fremd. Nach dem Satz von
S. Mazur (vgl. [4], S. 69) existiert daher eine abgeschlossenc
Hyperebene / in E, welche /V als Teilmenge enthilt und zu
V - P fremd ist. Essei nun f eine Linearform auf Z mit der
Eigenschaft, da} f(x) = —1 ist in jedem Punkt von . Es
ist dann f(x) = f () fir alle x & N und somit auch fir alle
x & M, da NVin M eine Hyperebene ist. Daher setztfdie Linear-
form f auf ganz £ fort. Weiter ist feine positive Linearform. In
der Tat: aus » & P folgt v &€ P C V - P fur alle L > 0; es
ist also A f(x) > —1 fiir alle 2 >0 und deswegen f(x) > o.
SchlieBlich ist | /() | < p (¥)fiir allex € £, da aus f(x) =
folgt, dall x nicht in V7 liegt, also p (x) >> 1 ist. Somit lmstctf
das in unserem Satz Verlangte.

Korollar (Hahn-Banach). s ser £ ein Vektorrawm iiber R,
2 eine Halbnorm auf E, M ein linearer Unterraum von FE wund f
eine auf M definierte Linearform derart, daff |f(x)| <p(x)
ist fiir alle x & M. Dann existiert eine f anf ganz F fortsetzende
Linearform fderart, daff | f(x) | < p (%) ist fiir alle x € E.

Beweis. Es genligt, fir 2 den aus dem einzigen Punkt o
bestehenden Kegel zu wihlen und den Hauptsatz 1 anzuwenden.

Satz 1. Es sei E ein Vektorraum iiber R, P cin konvexer
Kegel in E, p eine Halbnorin anf E wund x, ein Punkt aus I
mit p (x4) > 0. Schiieflich sei Vy die Menge aller x & E mit
p(x) < p(xy). Es existiert darn wund nur dann eine positive Linear-

¢ Der folgende Teil des Beweises 1st dem Beweis des Satzes von Hahn-
Banach bei Bourbaki [4], S. 101, nachgezeichnet.
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Sform f auf E derart, daf Fflag) =2 (xg) und |f(x)| < p (%)

in jedem Punkt von E ist, wenn gilt:
@ (—xg+ Vo) AP = 0.

Bemerkung. Fiir einen Punkt x, aus £ mit p (x,) = 0 ist
die Existenz einer so beschaffenen Linearform f evident. Es
geniigt, / = 0 zu setzen.

Beweis. Die Bedingung (2) ist notwendig. Ist namlich  eine
positive Linearform auf £ mit den angegebenen Eigenschaften,
so gilt fiir jedes x € Vi

Fl—zy+2) = —p (xg) + F(x) < —plxy) + p (x) <o

Da f positiv ist, kann also — xy + x kein Element aus 2 sein.

Nun sei umgekehrt die Bedingung (2) erfillt. Auf dem von
x, erzeugten linearen Unterraum M von Z betrachten wir die
Linearform f (Axy) = Ap(xy). Ist dann V wie im Hauptsatz 1
definiert, so folgt fiir jedes 4 & R aus Axy & M ~(V + P)

die Ungleichung A4 > — ﬁ(—l’o)—
i< —}(170)— sein, da hieraus — x, & ——;T V——%P CVy+ P
folgen wiirde, was wegen (2) nicht sein kann. Somitist f(a)> —1
fiir alle x € M ~ (V' + P). Nach dem Hauptsatz 1 kann also f
zu einer positiven Linearform £ auf Z fortgesetzt werden, welche
die verlangten Eigenschaften besitzt.

In der Tat: es kann nicht

Bemerkung. Fir den Kegel 2 = {0} besagt Satz 1: Zu
jedem Punkt x, & 7 existiert eine Linearform f auf £ derart,
daB f(xy) = p (xo) und | f(x) | < p(x) ist fiir alle ¥ € £. Dies
ist eine bekannte Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach.
Vgl. [4], S. 102.

AbschlieBend sei noch bemerkt, daf3 sich der Hauptsatz 1
auch leicht wie folgt verallgemeinern 1a8t. Z, M, P und f seien
wie dort definiert; iiber p werde dagegen nur folgendes vor-
ausgesetzt: p ist eine auf £ definierte reelle Funktion, stets
gilt p(x) > o und p(x + ) < p(x) -+ p(y), p ist aber nur
positiv homogen, es gilt also p(Ax) = Ap(x) fur alle x € £
und alle 2 > o (A € R). Ist dann V7 wieder die Menge aller
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x © E mit p(x) <1, so gilt: Es existiert genau dann eine
positive, f auf ganz E fortsetzende Linearform f it der Eigen-
schaft, dafp f(x) < p(x) ist fiir alle x & E, wenn gilt

(1" Fflx) > —1 Jiir alie x & M~ (P—V).

Der Beweis verlauft fast genauso wic der von Hauptsatz 1:
Zunichst rechnet man leicht nach, dalBl die Bedingung (1)
notwendig ist. Um zu zeigen, dall sie hinreichend ist, setzt
man ¢(x) = sup (p(x), p (—=x)) fir alle x €& Z. Dann ist ¢
eine Halbnorm auf £. Man versicht Z mit der durch diese
einzige Halbnorm definierten lokalkonvexen Topologie. V ist
dann offen und konvex, also ist 2-— ] nicht leer, offen und
konvex. Der Rest des Beweises bleibt dann beinahe wértlich
derselbe wie der des Hauptsatzes 1. Man hat nur tiberall 2 4- 177
durch P— ¥V zu ersetzen. Um am SchluB auf f(x) < p(x) zu
schlieBen, bemerke man, dal} aus f_(x) =1 folgt » E:} V7, also
P 21

Fur P = {0} ergibt sich aus diesem allgemeineren Satz ecine
bekannte Verallgemeinerung des Satzes von Hahn-Banach.

§ 2. Positive stetige Linearformen auf lokalkonvexen Riumen

Wir wenden jetzt die Resultate des § 1 an auf den Fall eines
lokalkkonvexen Raumes £. Der folgende Satz kann dann als
Korollar zum Hauptsatz 1 angeschen werden.

Hauptsatz 2. Es sed E ein lokalkonvexer Vektorrawm (iiber R)
und P ern konvexer Kegel in F2. [line anf eiinemn linearen Unier-
rvaum M von E definierts Linearform f kann dann und nur dann
zu einer auf E definierten, stetigen, positiven Lincarforin f fort-
gesetst werden, wenn fiir mindestens etne Umigebung V des Punk-

tes o die Menge f (M ~ (V + P)) nach unten beschrinkt ist.

Beweis. Setzen wir die Existenz einer derartigen Fortsetzung
fvon f voraus, so ist die Funktion x—»> | /(x) | eine stetige
Halbnorm p auf %, also die durch p (x) < 1 definierte Menge 7
eine Umgebung von o. Aus dem Hauptsatz 1 folgt daher, daf
J (M ~ (V + P)) nach unten beschrankt ist.
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Umgekehrt werde nun die Existenz einer Umgebung I von o
und einer Zahl a >> o vorausgesctzt mit f(x) > — « fur alle
xE M ~(V -+ P). Zu V gibt es eine stetige Halbnorm p auf
E derart, daB die Menge V' aller x € £ mit p(x) < 1 in V
enthalten ist. Die Linearform f' = ;f genligt dann bezlglich p
der Bedingung (1) des Hauptsatzes 1: es ist f(x) > — 1 fir
alle x € M ~ (V' -+ P). Folglich existiert cine positive, f' fort-
setzende Linearform f7auf £ mit | /' (x) | < p(x) firr allex € E.
Die Linearform f= af’ leistet dann das Verlangte: sie setzt f
auf £ fort und ist positiv; sie ist stetig auf £ wegen |f(x) |
< ap ().

Es sei schon jetzt bemerkt, dal dieser Hauptsatz 2 den Satz
von Krein als Spezialfall enthilt. Wir kommen hierauf in § 3
zuriick.

Satz 2. FEs sei E cin lokalkonvexer Rawm, P ein konvexer
Kegel in X und xy ein Punkt aus E. s existiert dann und iy
dann cine stetige, positive Linearform f auf E mit f(x,) = 1,
wenn dev Punkt — xq demn Kegel P nicht adhdrent ist.

Beweis. Existiert ecine derartige Linearform f, so ist
x—> | f(x)]| eine stetige Halbnorm p auf £ und die durch
p(x) < p(xy) definierte Menge Iy eine Umgebung von o. Nach
dem Satz 1 ist dann die Umgebung — x, -+ V,, von — x, zu P
fremd. Also ist — xy dem Kegel 2 nicht adhirent.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dafl — x, nicht in der ab-
geschlossenen Hiille von 2 liegt. Es existiert dann cine Aqui-
librierte Umgebung 7 von o derart, dal (—x, + V) ~n P =0
ist. Betrachten wir weiter den von x, erzeugten linearen Unter-
raum 47 von Z und die auf ihm definierte Linearform f(Ax,) = A.
Wenn dann der Punkt Az, in V" + P liegt, so muBl 2> —1
sein. Die Annahme 4 < — 1 fiihrt nimlich folgendermaBen zu
einem Widerspruch: Da ¥ dquilibriert ist, folgt aus 2 < —1

die Relation —x, & ———% V——}LP C V -4 P; da V auch sym-
metrisch beziiglich o ist, folgt hieraus weiter, dal — x, - V" mit

£ einen nicht leeren Durchschnitt hat. Dies widerspricht aber
unserer Annahme {iber V. Also gilt f(¥) > —1 fiir jedes
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x & M ~ (V4 P). Der Hauptsatz 2 sichert dann die Existenz
einer stetigen, positiven Linearform f, welche f auf ganz 77 fort-
setzt. Diese leistet offenbar das Verlangte.

Es ergibt sich nun unmittelbar die Folgerung:

Korollar. Es sei E ein lokalkonvexer Vektorrauwm und P ein
konvexer Kegel in E. Es existiert dann und nur dann eine auf I2
definierte, stetige, positive Linearform f==o0, wenn P in E
nicht dicht liegt.

Man kann leicht Beispiele {ir Vektorriume £ und Kegel P
angeben derart, dafl 2 in £ dicht liegt, und zwar sogar beziig-
lich der feinsten lokalkonvexen Topologie auf Z. Vgl. [6], S. 192.

Es sei nun 2 ein konvexer spitzer» Kegel in cinem topologischen
Vektorraum £ (iiber dem Korper R). Nach Bourbaki [3], S. 26,
heiBt dann die Topologie von £ wertrdglich mit der durch P
definierten Struktur eines geordneten Vektorraumes, wenn 2 in
£ abgeschlossen ist. In diesem Fall geniligt dann £ offensichtlich
dem Hausdorffschen Trennungsaxiom.

Satz 3. Es sei E ¢in geordneter Vektorrawm, E sel mit einer
lokalkonvexen Topologie versehen, welche mit der Siruktur des
geordneten Vektorraumes vertraglich ist. E besitzt dann folgende
Eigenschaften:

1. s1t etnem Punkt x & FE existiert dann und nur dann eine
stetige, positive Linearform f auf E mit f(x) = 1, wenn nicht
x < ogilty

2. zu jedem Punkt x == 0 von E existiert eine stetige, positive
Linearform f auf E mit f(x) == o,

3. der Raum E ist archimedisch geordnet, d. k. sind x und y
Punkte aus E und gilt nx < y fiir alle natiivlichen Zahlen n, so
7st x < o.

Beweis. Es sei 2 der Kegel, der aus allen Punkten x mit
0 < x besteht. Wegen der Abgeschlossenheit von £ folgt dann
die erste Behauptung aus Satz 2. Aus dieser folgt die zweite
Behauptung, da fur einen Punkt x &= o aus £ entweder x selbst
oder — x nicht in 2 liegt. SchlieBlich seien x und ¥ Punkte aus
E mit nx < y fur alle # =1, 2,.... Fir jede positive Linear-
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form favuf % ist dann nf(x) < f(y) fiir alle natiirlichen Zahlen
n, also £ (x) < o. Nach der ersten Behauptung mufl daher x < o

sein.

Bemerkung. Es sei Z ein beliebiger Vektorraum {iber R
und P ein konvexer Kegel in Z (mit der Spitze o & ). Versieht
man £ mit der feinsten lokalkonvexen Topologie ., auf £, so
ist der Hauptsatz 2 anwendbar und liefert das zentrale Resultat
von Nef [6], und zwar sogar in einer verschirften Form. Die
der Bedingung (2) des Hauptsatzes 2 entsprechende Bedingung
Jautet namlich bei Nef: es existiert eine Umgebung V7 von o
beziiglich &7, derart, daB3 f (M ~ (y + V -- P)) fur jedes y € £
nach unten beschrinkt ist. Diese kompliziertere Bedingung hat
zur Folge, daB Nef bei der in Satz 2 zur Diskussion stehenden
Frage zu einem weniger befriedigenden Resultat gelangt als
wir (sogar unter unseren allgemeineren Voraussetzungen).

§ 3. Folgerungen aus dem Hauptsatz 2

Wie bereits erwihnt, ist der Satz von Krein eine einfache
Folgerung aus dem Hauptsatz 2.

Satz 4. (M. G. Krein). Es sei E ein lokalkonvexer Vekior-
raum und P cin konvexer Kegel in E. Ist dann M ein linearer
Unterraum von E, der einen inneren Punkt von P als Element
enthilt, so kann jede auf M definierte, (beziiglich P ~ M) posi-
tive Linearform f zu einer auf ganz E definierten, stetigen, (be-
ziiglich P) positiven Linearforn f fortgesetzt werden.

Beweis. Esseixy & 7 ein innerer Punkt von 2. Es existiert
also eine Umgebung I von o mit x, - ¥V C 2. Fir einen be-
liebigen Punkt x & M ~ (V -4- P) gilt dann

xt+xg M Ay +VA+P)CMA~APL-P)C M AP

Fir jede auf A/ definierte, positive Linearform f folgt hieraus
f(x) = —f(x,). Die Menge f(M ~ (V - P)) ist also nach unten
beschrinkt. Die Behauptung folgt daher aus dem Hauptsatz 2.

Bemerkungen. 1. Der Satz 4, angewandt auf den Unter-
raum M = F, liefert das folgende bekannte Resultat (vgl. [4],
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S. 75): Besitzt der Kegel A2 einen inneren Punkt, so ist jede auf
£ definierte, positive Linearform stetig.

2. Der Satz von Krein erscheint hier als Anwendung des
Hauptsatzes 2 auf cine spezielle Sachlage. Interessant ist daher
die Feststellung, dafl diese Sachlage in gewissem Sinn bereits
die allgemeinste ist und der Hauptsatz 2 auch umgckehrt aus
Satz 4 gefolgert werden kann. Hierzu sei f == o eine auf einem
linearen Unterraum 47 eines lokalkonvexen Raumes £ defi-
nierte Linearform. Sie sei fortsetzbar zu eciner auf /£ stetigen,
beziiglich eines konvexen Kegels 2 positiven Linearform f,
Dann existiert ein konvexer Kegel 2* mit folgenden LEigen-
schaften: esist 2 (C P*; M enthilt einen inneren Punkt von 2%;
S ist in A4f beziiglich P* ~ A7 positiv. Es genlgt, fur 2% das
Urbild beziiglich f der Menge R aller reellen Zahlen 2 > o
zu nchmen, Will man den Hauptsatz 2 (oder auch 1) mit Hilfe
des Satzes von Krein beweisen, so konstruiert man zu gegebe-
nem f == o einen Kegel 2* mit den genannten drei Eigenschaf-
ten folgendermaBen. Nach Annahme existiert eine Umgebung
V von o derart, daBl die Menge /(3 ~(V + P)) nach unten
beschrinkt ist durch eine reeclle Zahl ¢ <7 0. Es sei x, ein Punkt

aus 4/ mit f(xy) = — a. Eine einfache Rechnung zeigt dann, dal
Pé =\ Mg+ V)£ P
iZ0

ein konvexer Kegel mit den gewlinschten drei Eigenschaften
ist.> Man findet in [1] eine auf dieser Bemerkung beruhende
Skizze eines Beweises von Hauptsatz 1.

Der im Satz von Krein betrachtete lineare Unterraum M
besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, dal} jede auf M positive
Linearform zu einer stetigen, positiven Linearform auf % fort-
gesetzt werden kann. Einem ahnlichen Sachverhalt begegnen
wir im nidchsten Satz. Zunichst jedoch erinnern wir an eine
Definition:

Es sei 2 ein konvexer Kegel in einem lokalkonvexen Raum.
Existiert dann eine lineare affine Mannigfaltigkeit A, welche

% Einen analog zu 2% konstrulerten Kegel beniitzt Nef [6] zum Beweis des
zentralen Satzes seiner Arbeit.
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jede Erzeugendc von P in einem von der Spitze o verschiedenen
Punkt schneidet und flir welche B = A4 ~ P kompakt ist, so
sagt man, der Kegel 2 besitzt cine kompakte Basis B.

Satz 5. /n einem lokalkonvexen Rawm I sei P ein konvexer
Kegel mit kompatkter Basis B und M ein abgeschiossener, linearer
Unterraum, welcher mit dem Kegel P nur dessen Spitze o ge-
meinsam hat. Dann kann jede auf M definierte, stetige Linear-
Jorm f zu einer auf E definierten, stetigen, positiven Linearform
[ fortgesetst werden.

Beweis. Da fin M stetig ist, existiert eire stetige Halbnorm
Py auf £ derart, daB | f(x)] < py(x) ist fiir alle x € M. Da weiter
B kompakt und A/ abgeschlossen ist und B mit M keinen Punkt
gemeinsam hat, existiert eine Umgebung W von o mit (5 + I¥)
~ (M -+ W)= .8 Es gibt daher eine zweite stetige Halbnorm
ps auf £ derart, daB3 die Menge aller x € £ mit po(x) < 1 in W/
enthalten ist. Wir setzen p = py + p, und V= {x: p(x) < 1}.
Dann ist p cbenfalls eine stetige Halbnorm auf £; es gilt ¥ C W/
und | f(x)| < p(x) fiir jedes x & M. Wir setzen noch:

a=supp(x) und = inf plx—y).
x€B €8, y& M
Da B kompakt und p stetig ist, gilt a <7 4- co. Wire f§ < 1,
so wiirden Punkte xy, € B und yy & M mit p(xy—y,) < 1, also
mit ¥y E vy + V C M -4 W existieren. Da dies der Gleichung
(B 4+ W)~ (M -+ W)= 0 widerspricht, mul3 somit 3 > 1 sein.
Wir kénnen nunmehr zeigen, dall die Menge f(M ~ (V + P))
nach unten beschrinkt ist; nach dem Hauptsatz 2 folgt dann
hieraus die Behauptung. Es sei hierzu x ein beliebiger Punkt
aus M ~ (V' 4 P); x kanp in der Form x = v 4~ Ax, dargestellt
werden, wobei v & V, xy & B und 2 € R ist. Zeigen wir zu-

nichst, daf 1] <C —;—ist Hierzu kann ] == 0 angenommen werden.
Wegen der Giltigkeit der Glelchung —x — = /i v mit ¥, & 5
und - x & M gilt

/'</)( z») = T 2@ < 4T

Y g] Bourb'il\l [0] S. 162 (propo 1tion 1)
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1

p
[f)] <plx) < p@) + Al plxy) <1+ %

woraus |A| <+ folgt. Nachdem dies gezeigt ist, ergibt sich aber:

Die Zahl ——(1 —T——;—) ist daher eine untere Schranke von

FQL AV + P).

§ 4. Fortsetzung positiver Linearformen

in normierten Raumen

Fiir einen normierten Vektorraum £ besagt der Satz von
Hahn-Banach, daB jede auf einem linearen Unterraum M von
£ definierte, stetige Linearform f unter Erhaltung ihrer Norm
zu einer stetigen Linearform f auf ganz Z fortgesetzt werden
kann. Die Erhaltung der Norm ist jedoch im allgemeinen nicht
mehr méglich, wenn man von f zusitzlich fordert, positiv zu
sein bezuglich eines konvexen Kegels, vorausgesetzt, dal3 eine
solche Fortsetzung f {iberhaupt existiert. Man begegnet diesem
Phinomen bereits in der euklidischen Ebene, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Es sei £ = R* der zweci-dimensionale Vektorraum iiber R,
versehen mit der {iblichen, euklidischen Norm; 2 sei der kon-
vexe Kegel aller Punkte (&, ) aus £ mit & > ound 5 > o. Auf
der Geraden M/ mit der Gleichung & - 7 = o betrachten wir
die durch (§, —&) — & definierte Linearform f; sie hat (auf 47)

die Norm || |} ,, = 71.—. Jede fauf £ fortsetzende, positive Linear-
2
form #14B8t sich in der Form
FE+ 2 =) =&+ ia

schreiben, wobel « =f((1, 0)) > 1 ist. Fiir die Norm jeder sol-
chen Fortsetzung gilt daher:

1Fl=Va+ 0 —af > 1>/l

Es kann also f auf keine Weise unter Erhaltung seiner Norm zu
einer positiven, stetigen Linearform auf £ fortgesetzt werden.
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Das Beispiel zeigt weiter, dall unter allen f auf Z fortsetzenden,
positiven, stetigen Linearformen f wenigstens eine existiert,
deren Norm minimal, namlich gleich 1 ist. Man erhilt sie fiir
a=1.

Die Existenz solcher Fortsetzungen mit minimaler Norm
sichert allgemein der folgende Satz.

Satz 6. Es sei E ein normierter Vektorraum iiber R, P e¢in
konvexer Kegel und M ein linearer Unterraum in E. Weiter sei f
eine Linearform auf M, welche zu einer stetipen, positiven Linear-
Form auf E forigesetzt werden kann. In der Menge (F aller steti-
gen, positiven Linearformen, welche f auf E fortsetzen, existiert

dann stets wenigstens eine Linearform f mit minimaler Norm
d. h. mit

|7l = inf Al
(3) Al in jllfﬂ,
es st
@ I foll = —inf /(M ~(V + P)),

wenn hierbei V die offene Einheitskugel || x|| << 1 in E bezeichnet.

Beweis. Fiir f = o ist die Behauptung evident. Wir setzen

daher f == o voraus. Die Norm von f in M ist dann gegeben
durch

/s = —inf F(M ~ V).

Da (& nach Voraussetzung nicht leer ist, ist die Funktion I
auf der Menge M ~ (V4 P) nach unten beschrinkt., Setzen wir

a = —inf f(M ~(V + P)),

-

soist 0 < || f|[;; < a <+ co. Es sei nun x = v 4~ p ein Punkt
aus M ~(V + Pymit f(x) << o(v & V,p & P). Da fin M posi-
tiv ist, muB v == 0 und damit ||| 5= o sein. Fiir jede Zahl A mit
1< 4 <ﬁgilt: Ax & M ~(V + P)und f(Ax) = Af(x) < f(2).
Hieraus folgt, daB fiir alle x € M~ (V 4 P) gilt: f(x) > — a.

Der Hauptsatz 1 sichert daher die Existenz einer positiven

Linearform ¢ auf £, welche g = i—f fortsetzt und fur allex & Z
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der Ungleichung |£(x)| < ||2|| gentigt. Die Lmearf01mf0 ag
ist daher ein Element von & und besitzt cine Norm ||/, ] < a.
Wir wollen zeigen, daB} 7, die in der Behauptung genannten
Eigenschaft besitzt: Fiir jedes / € (& und jedes x = v - p aus
M~ (V4 P), wobeialso v & Vund p & P ist, gilt f(x) = F ()
> f (@ > —{ . Nach der Definition von « folgt hieraus:
a < || f|. Fiir f = f, zeigt diese Ungleicbung, daB « < ||/, || und
folglich || 7, |l = a < || | ist fiir alle f & /% Damit ist unser Satz
bewiesen.
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