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Uber ein mechanisches Modell zur Analyse und Darstellung

typisch quantentheoretischer Erscheinungen

Von Hermann Hartmann in Frankfurt a. M.
Mit 2 Abbildungen

Vorgelegt von Herrn Ginter Scheibe am 11. Januar 1957

Quantentheoretische Analogiemaschinen sind verschiedent-
lich zur Losung von Rechenproblemen entwickelt und eingesetzt
worden. Solche Vorrichtungen bieten dartiber hinaus die Mog-
lichkeit, das Einfithlungsvermégen in die wellenmechanischen
Erscheinungen zu entwickeln und zu stirken. Die bisher bekann-
ten Modelle sind allerdings alle fiir die Lésung von Sikularpro-
blemen! gedacht und fiir die Demonstration der Grunderschei-
nungen ungecignet. Fir diesen Zweck wird in der Literatur
haufig die schwingende Saite als Analogiefall herangezogen. Die
Korrespondenz zwischen dem quantentheoretischen Problem und
dem Modell ist in diesem Fall aber nur fir die einfache krifte-
freie Bewegung streng gegeben, und es ist bisher nicht moglich,
an einem einfachen mechanischen Modell zu demonstrieren,
warum z. B. Wellenziige aus einer Potentialmulde nicht ,her-
auslaufen®’.

Es ist ein charakteristischer Zug der Quantentheorie, dal3 sie
eine vollkommene modellmiBige Darstellung nicht erlaubt.
Modelle kénnen also immer nur dazu dienen, Vorstufen der voll-
staindigen Quantentheorie abzubilden. Zwei einander #qui-
valente Vorstufen, von denen beiden aus ein und dieselbe Quan-
tentheorie entwickelt werden kann, sind die klassische Partikel-
mechanik und die klassische Feldtheorie. Die letzte Theorie ent-
hilt aber schon eine Reihe von Elementen, die auf der Teilchen-
seite des quantentheoretischen Gebiudes erst bei der Quanti-
sierung des Teilchenbildes auftauchen und die deshalb in der

! Vgl z. B. H. Hartmann und W. Stiirmer, Z. Naturforsch. 5a, 99
(1950).

Miinchen Ak, Sb. 1957
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Regel als typische Quanteneffekte empfunden werden. Wenn es
also gelingt, ein mechanisches Modell zur Darstellung der klas-
sischen Feldtheorie etwa der Kathodensubstanz (Elektronen-
materie)! anzugeben, so ist damit das Ziel der weitgehenden
modellmiBigen Darstellung typisch quantentheoretischer Er-
scheinungen erreicht.
Die Gleichung des klassischen Kathodenfeldes lautet im ein-
dimensionalen Fall
a4

/A o n ov
T 2w oxe +’U&U—_T at (1)

Dabei bedeuten:

¥ die (komplexe) Feldfunktion
%' die (lineare) Koordinate
¢ die Zeit

% = k]2 n, & die Planck’sche Konstante
m die Elektronenmasse
v die Potentialfunktion (von x”)
¢ die imaginire Einheit.

Es interessieren besonders die den Quantenzustinden entspre-
chenden stehenden Wellen des Kathodenfeldes:

Y =y(x) e’  o: Kreisfrequenz. (2)

Fir die Amplitudenfunktionen o (x") gilt nach (2) und (1) die
Schrédingergleichung

d?y 271 .
aoT = g @ fo)y. (3)

Nun betrachten wir eine homogene Saite der Massendichte p,
die mit der Kraft ¢ gespannt sei und auf die noch zusitzlich riick-
treibende Krifte in der Art wirken, dall A'¥dx der Betrag der
auf das Saitenteilchen der Linge 4x wirkenden Kraft ist, wobel
¥ die Elongation der Saite und A ein im allgemeinen von x ab-

! Diese Bezeichnungsweise haben unabhingig vonetnander G. Ludwig,
Dic Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin 1954 und H. Hartmann,
Die chemische Bindung, Berlin 1955 zuerst angewandt.
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hingiger Proportionalititsfaktor ist. Die Bewegungsgleichung
einer solchen ,,Saite mit Kriften* lautet:

4
0 x>

I
Pt (4)

+AY =—p-

—a

Diese Gleichung entspricht der Feldgleichung (1) nicht.
Sucht man aber nun die stehenden Wellen der Saite

V= yp(x)cosw,t o,: Kreisfrequenz der Saite (5)

auf, so ergibt sich aus (5) und (4) als Gleichung fiir die Ampli-
tudenfunktionen g

g g (K —pw)) . <6>

Um die Entsprechung zwischen den Gleichungen (3) und (6)
fur die Konstruktion von Modellen ausniitzen zu kénnen, ist es
zweckmiBig, fiir die Koordinate des quantentheoretischen Pro-
blems eine neue MaBeinheit xy so festzulegen, dal3 xj von der
GroBenordnung der Erstreckung der durch v dargestellten Po-
tentialmulden ist. Das bedeutet, daBl man in (3) die neue Variable
x durch

x= (7
o
einfithrt. So nimmt (3) die Form
d2y 2 mx,? L P
TE T e [v(xay) — Z o] . (8)

an.
Jetzt wihlt man die Kraftfunktion K = A (x) des Saitenmodells
so, dal3

1 2mnx,*
5 A() = — v (x2x) )
1st.

Dann bestimmt man durch Resonanzversuche die Eigenkreis-
frequenzen w_, der Saite. Zu jeder von diesen bildet sich auf der
Saite eine stechende Welle aus, deren Amplitudenfunktion genau
einer Amplitudenfunktion des analogen feldtheoretischen Pro-
blems entspricht. Aus den Eigenfrequenzen o, der Saite, er-

1
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rechnen sich die Kreisfrequenzen o, der stehenden Kathoden-
feldwellen nach

2 {2
2mzx,?w,

7
% =%w2 u =—Q——w2. (10)

’
s ” 27’1/";’020— sn

Den o, kommt natiirlich wegen der Willkiirlichkeit des v-Null-
punktes keine Absolutbedeutung zu. Nur Differenzen von o, -
Werten haben unmittelbare physikalische Bedeutung. Schwin-
gungsvorginge auf der Saite, bei denen gleichzeitig mehrere
stehende Wellen angeregt sind, besitzen, da die Frequenzen in
beiden Fillen in verschiedener Weise eingehen, kein quanten-
theoretisches Analogon.

Zur annihernden Realisierung fur Demonstrationen wird es
gentigen, die ,,Saite mit Kriften durch ein System von Dreh-
pendeln zu ersetzen, die auf ein Torsionsband aufgereiht sind
und an denen durch Federmechanismen oder geeignet angewen-
dete Schwerkraftwirkung zusitzliche riicktreibende Krifte an-

greifen.
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Abb. 1

A und B (Abb. 1) seien zwei Typen von in der Normallage ver-
tikalen Torsionspendeln, die aus je zwei Massen 22 bestehen.
Wenn 7; und 7, so gewihl!t sind, dal

=122 (11)

ist, haben A und B dasselbe Triagheitsmoment @ = 2m7;. Die
auf Pendel B von der Schwere herrithrende riicktreibende Kraft
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hat einen Betrag, der dem Abstand & des Schwerpunktes § vom
Drehpunkt proportional ist. Damit ist

]]{]Ndz—;—{rg~]/27‘§-—r§}. (12)

Will man etwa nun die Amplitudenfunktionen fiir den Fall des
cbenen Potentialkastens endlicher Tiefe: v=o fiir — % < x < %,
v = v, (positiv) fir x < -— % und x > % modellmiBig dar-

stellen, so wird man den Kasten durch Pendel vom Typ A und
die Umgebung durch solche vom Typ B darstellen (Abb. 2).

v i —
] b
—_—> X
Abb. 2

Es ist jetzt leicht zu verstehen, dal3 bei hinreichender Kasten-
tiefe v, (d. h. also bei hinreichend groem &) stchende Wellen mog-
lich sind, deren Amplitudenfunktionen nur im Kastenbereich peri-
odisch verlaufen, wihrend sie aullerhalb des Kastens exponentiell
abfallen. Das Modell erkliart also anschaulich, warum Materie-
wellen bei hinreichender Muldentiefe nicht aus der Mulde her-
auslaufen.

Die dargestellten Uberlegungen sind durch den Wunsch ver-
anlaBt, fur atomtheoretische Demonstrationen, wie sie Herr
Scheibe! im Deutschen Museum (Abteilung Chemie) versucht
hat und deren Wert kaum iiberschitzt werden kann, wirklich
entsprechende Modelle zur Verfiigung zu stellen.

1 G. Scheibe, Fr. Baumgirtner u. M. Genzer, Z. angew. Chemie

67 (1955) 502-515.



