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Uber die gegenseitige Lage zweier linearer

Vektorriume
Von Dietrich Suschowk in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Frank Lobell am 2. Mérz 1956

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dal man die gegen-
seitige Lage zweier Teilrdume ¥; und %, eines endlichdimensio-
nalen linearen Vektorraums durch die Eigenwerte einer gewissen
linearen Transformation charakterisieren kann. Satz 1 gibt Auf-
schluf iiber die Eigenwerte dieser Transformation. Die Sitze 2
und 3 zeigen, dal zwei Hauptforderungen erfiillt sind, die man
an eine solche Charakterisierung stellen wird, ndmlich daf} sie in
T, und T, symmetrisch ist und dal Raumpaare, die durch eine
unitdre Transformation des Gesamtraums ineinander Uberfihrt
werden koénnen, die gleiche gegenseitige Lage haben. Satz 4 gibt
cine anschauliche Deutung der Vielfachheiten der Eigenwerte
null und eins. Schlielllich gestattet Satz 6 die Gesamtheit der
moglichen Lagen zu iberblicken.

Mit B bezeichnen wir einen z-dimensionalen linearen Vektor-
raum iiber dem Kérper der komplexen Zahlen. I, {7 = 1,2) ist ein
m;-dimensionaler Teilraum von B. In®B S x,y, z, ... sei ein inne-
res Produkt (x, y) (= (¥, %)) erklart. Der zu &, gehérige Projektor
sei ;1. Bekanntlich ist 2, idempotent (P? = P,) und hermi-
tesch (P} = P)).

Satz 1: Alle Eigenwerte der linecaren Transformation Py P,
liegen im Intervall [0,1). Mindestens n—my von thnen verschwin-

den.
Beweis: Da P, P,%,C X, ist, so gibt es in B ein orthogonal-
normiertes Koordinatensystem £, in dem fiir die Darstellung

1 P;ist die fiir jeden Vektorz =2+ y € 8 mit rt €ET; und y € i,J“ durch

P;z = x definierte lineare Transformation (SI,J-' ist das orthogonale Komplement
von &; in B).
Miinchen Ak. Sb. 1956



16 Dietrich Suschowk
D,(P, Py) von P, P, gilt

lzr) i *
D, (P Py) = ( ..... o5 [é,u])
[as;] ist eine szy-reihige und [6,,] eine (#—m,)-reihige (quadra-
tische) Matrix und zwar ist bekanntlich [a,,] die £-Darstellung
des von P, P, in ¥, induzierten Endomorphismus 4 und [4,/]
die £-Darstellung des von P, P, im Quotientenraum %B/Z, indu-
zierten Endomorphismus B. Es zerfallt also das charakteristische
Polynom p (P, Py; 4) von P, P,:

p(Prly; 2) = p(A; M) p (B 4).

Daauf & A4 =P Py= P PP, und P, P, P, = AA* ist, so
ist 4 hermitesch und positiv semidefinit. Simtliche Eigenwerte
von A sind daher reell und nicht negativ. Da | P, P, Py| < || 7 |
| Pl - | 21| = 1! und der gréBte Eigenwert einer hermite-
schen Transformation gleich ihrer Norm ist, sind die Eigenwerte
von A auBlerdem nicht groGer als eins. P; P, bildet jeden Vektor
aus B/Z, in den Nullvektor ab. [4,,] ist daher eine Nullmatrix;
also folgt p (B; 4) = A"~ ™. Der Satz ist damit bewiesen.

Wir numerieren nun die Eigenwerte 4;(j=1,...,7) von
P, P, nach nicht zunehmender Grée: 1 >4, =2 ... =24 und
setzen

(1) J@&, )= (A, .-, 4.

Damit ist jedem Paar von Teilriumen aus 8 ein geordnetes
n-Tupel reeller Zahlen zugeordnet. Da8 es dabei auf die Reihen-
folge der Teilrdume nicht ankommt, besagt der

Satz 2: Es 75t
JELE) =/, Ty).

Beweis: Der Satz folgt aus der bekannten Tatsache, dal3
P, P, und P, P, die gleichen Eigenwerte mit den gleichen Viel-
fachheiten besitzen.

Man kann daher die zweite Aussage des Satzes 1 verschirfen:
Mindestens z—min (s, my) der 4;(j =1, ..., ») sind gleich null.

t Die Norm | 7| einer linearen Transformation 7  ist definiert durch
b7 = igsfg (| Tx < M x|}
X
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Satz 3: Es sez
J&, &) = (A, .. .,Zml, 0,...,0).

Dann ist

J@&, ) =(—%,,..., 1—4,0,...,0).

Beweis: Zum Paar (¥,,¥;) gehéren die Eigenwerte von
P, (E — Py) = P, — P, P,. Diese lineare Transformation hat
3, als invarianten Unterraum. Daher gilt auf &;: Py — Py P,
=F-—P Py=FE—P, P, P, =FE—A4. Auf B/T, induziert
P, (E -~ P,) wie zuvor den Nullendomorphismus. Der Satz ist
damit bewiesen.

Bezeichnen wir die Vielfachheit des Auftretens der Zahl «

unter den Zahlen 4;, ..., 4, mit v(a; 4, . . ., 4,), so lautet
Satz 4: Esist 1) dim (¥ ~¥3) = v (054, ..., 4,), und
2) dim (Z;, nTy) =ov(1; 4, .., 4,).

Beweis: 1) Ist M der zum Eigenwert null von 2, P, P, ge-
horige Teilraum von 9B, so ist offenbar

dim N A% = v (0; Ay, - - -, A

Wir zeigen, daB % ~ I, = T, ~ 3. Sei dazu x © N ~ T, und
x #=o0. Dannisto= (P, Py Py x,x) = (Pyx, Pyx), also Pyx = o,
d.h. x&Z3. Sei umgekehrt x E%, ~ ;. Dann ist P, P, P, x =0,
also x&N. 1) ist damit bewiesen. 2) Sei / (¥}, Tp)=(4y, ..., 4,,,0,...,0)
mit v(0; 4, ..., 4,) = dim (¥, ~Zz). Dann ist (vgl. Satz 3)

J@L T = s ooy fyy, Oy < vy O) Mit v (05 iy, ..oy fy,) =
=dim @ ~ 7y =dim (73 7y, wo p,=1—24, ..,
(k= 1,...,my)ist. 2) folgt dann aus

V(05 fyy « v oy M) = 0051 — A,y 1—A) =0(1; Ay ooy Ay )

Im folgenden brauchen wir einen bekannten Hilfssatz, den wir
der Vollstindigkeit halber beweisen.

Hilfssatz: Sind xq, ..., 2, y1, - . . y; Elemente eines p-dimen-
stonalen lincaren Vektorraums B, so ist fiir die Fxistenz eines
2 Miinchen Ak. Sb. 1956



18 Dietrich Suschowk

Elements © der p-dimensionalen unitiren Gruppe WP mit der
Eigenschaft

Px; =y, (j=1,...,10)

notwendig und hinreichend, daf} (x;, xp) = (v;, y,) (J, £ =1,... 1)
ist.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Die Be-
dingung ist auch hinreichend: Sei x;, bzw. y,, (j =1,...,/;
£=1,...,m < p) die £-te Komponente von x; bzw. y; in einem
Koordinatensystem des von x4, . . ., x,, ¥y, . . ., ¥, aufgespannten
Raums Z. Dann ist zunidchst fiir die Existenz einer linearen
Transformation 7" auf & mit der Eigenschaft 7'x; =y, (j = 1,
.., [)notwendig und hinreichend, daf} die fiir festes £ (= 1,..., m)
gebildeten Gleichungssysteme

(2) ;’lxj.,,t,wzyﬂ (j=1,...,0)

/

Lésungen haben. Da nun aus D §x; =0 wegen
i=1

1 / /
S

-_— 1 —_—
EJ‘ Ek (xj1 xb) = %’ . 5]’ Ek (yj’ yk)
Fk=

1

11 - - s K R N T T
Rel : . _Rre | .
X1 Xim Xrg ooe - xlmylj
(j=1,...,0D).
Die Gleichungen (2) sind daher fiir jedes feste 2= 1, ..., m auf-
losbar, d. h. es existiert eine lineare Transformation 7, fiir welche
Tx,=y;,(j=1,...,7)gilt. Da 7 auf T wegen

(ij) Txk)=<yj:yk):(xjyxk) <j:'é: 1, . "’l>
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isometrisch ist, kann 7 bekanntlich zu einer unitiren Transfor-
mation @ & WP auf B fortgesetzt werden. Der Hilfssatz ist
damit bewiesen.

Satz 5: Sind X, und N, (1 = 1, 2) Teilrdume von B und ist
dim &, = dim U, so existiert dann und nur dann ein Element
& c W it der Eigenschaft @I, =W, wenn [ (X, Ty)
= J(Uy, W) zsz.

Beweis: Den zu I}, gehorigen Projektor bezeichnen wir mit Q..
1) Sei J(T,,%y) = /U, 0,) und dim E, = dim U, ¢ = 1, 2).
Dann gibt es (mindestens) ein ¥ & U™, so da3 ¥ I, = U, ist.
Kénnen wir nachweisen, daBl ein X & U® existiert, so dafB
XP3, = XU, =1, und X¥PZ, = U, ist, so besitzt @: = X¥
die geforderten Eigenschaften. Wir durfen daher o. B. d. A. an-
nehmen, daBl €, = U, ist. In ¥, gibt es eine orthogonal-nor-
mierte Basis ¢y, ..., ¢, , so daB}

(Po Py Py, ) = 46, (J, B =1,...,my)

7

ist, und in U, gibt es eine orthogonal-normierte Basis v, . . .,
Y,,,» s0 dal

(Q2P1Q21Pj» Y = My 5;'/5 (J=1,...,my)

ist (es ist ¢y = /7). Nach Voraussetzung ist 4, = u, (=1, .. .,
my). Wir betrachten die in &, gelegenen Vektoren P ¢; und 7, ;.
Sie erfiillen wegen

(Pr@;, Prow) = (Lo Py Pagyy ) = 40,
und
(Pryy, Pryy) = (QoPr Qo) ¥i) = 40,

(Job=1,...,my).
die Voraussetzungen des Hilfssatzes (mit 88 = ;). Es gibt also
ein @ € W, so daly @) Py, = Py, (j =1, ..., my). Daher
kénnen wir cin @, € U mit @; P g, = Py v, (7=1,...,my)

finden, welches X7 elementweise fest 140t
Fir die in Ty gelegenen Vektoren x;: = ¢, — Py, und y
=Y — Py (=1, ., my) gilt

2%



20 Dietrich Suschowk

(xj’ xy) = (‘Pj: @) — (1 Pis Pp) — (‘Pj, Prgy) + (P @i P1@p)
0,—4 6176

7
und

iy = W ) — (P, w) — (¥, Pryy) + (Pryy, Pryy)
:(Sjk—l(s <],é= 1,..., mz)-

7Tk

Sie erfiillen ebenfalls die Voraussetzungen des Hilfssatzes (mit
W = ). Wie oben folgt die Existenz eines @, & U™ mit

Dy x;=y; (j=1,..., my), welches T, elementweise fest 140t
Dann hat @: = @, @, die Eigenschaft

Q)(Pj = gb(‘})l(pj + xj) = Pl’wj +y] = Ilpj (] =1,..., ”ZZ)’
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.
2) Existiert umgekehrt ein @ € U™ mit @F, = U, so ist
010, = PP P, D!

und der zweite Teil des Satzes folgt aus der Unitarinvarianz der
Eigenwerte und ihrer Vielfachheiten.

Dieser Satz legt nahe, in der Menge der Paare (¥, T,) von
Teilrdumen von B die Klasseneinteilung

»(Zy, Ty) = (U, Uy)
dann und nur dann, wenn ein @ & U™ existiert, so dal3
DL, =0 (1=1,2) ist"

vorzunehmen. Dann wird vermége (1) jeder der entstehenden
Klassen ein Punkt einer Teilmenge K (7, mq, #,) des #n-dimen-
sionalen Einheitswiirfels zugeordnet. Wir werden nun K (%, mz,, m,),
d. h. den Wertevorrat von / (%, %), wenn die Z; die Menge der
m~dimensionalen Teilrdume von B durchlaufen, bestimmen. Mit
den Bezeichnungen

m: = min (m,, Mm,),
E: ={(ay,...,a)1 20 =... >a, =0},

Ko ={(ay, ..., ) 0, 1 =...=a,=o0}
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und — falls w2y -+ m, > ist —
Kyo={lay,...,q)ia=...=a

gilt ndmlich

my + me—mn = 1}

Satz 6: K (n, my, m,) ist eine von endlich vielen Ebenen be-
grenzte, abgeschlossene, konvexe Teilmenge des n-dimensionalen
Einheitswiirfels,; und zwar ist im Fall

my +omy Sn: K(n, my, my) = L~ K,
und im Fall
my oy >n K(n, iy, my) = E Ky K.

Beweis: Die Mengen %, K, K, sind offenbar abgeschlossen
und von endlich vielen Ebenen begrenzt. Um zu zeigen, dafl ~
konvex ist, beachte man, dal} aus

! 1 12
1 2 azl‘ g Urpq Z o und i 2 a; —>—. Oy g g o

fiiro <p <1
1=g 1+ (—p)1=0a + (1—0)a >pa/,, +(1—p)e), =0

folgt. K, und K sind trivialer Weise konvex. Es sind daher auch
£~ Kyund £ ~ Ky ~ K, abgeschlossen, konvex und von end-
lich vielen Ebenen begrenzt.

Wir dirfen annehmen, dall 7 = min (w2, my) = my ist. An-
dernfalls vertausche man €, mit Z,, was nach Satz 2 /(T;, ;) un-
gedndert la63t. Satz 1 besagt dann, dald K (7, #ey, #25) C £ ~ Ky ist.

Fall 1). my 4+ my < #. In diesem Fall ist noch zu zeigen, dal3
K (n, my, my) O K~ Ky ist: Set dazu (4, ...,4) E £~ K,
und @y, ..., 9, , ¥, .. ¥,_,, irgend cine orthogonal-nor-
micrte Basis von 8. Dann bilden die Vektoren

PP / —

% —-Vlf(pj +Vi1i—Ly (G=1,...,m)
eine orthogonal-normierte Basis cines #2;-dimensionalen Teil-
raums ¥, und die Vektoreng,, . . ., ¢, cine orthogonal-normierte
Basis eines mz,-dimensionalen Teilraums , von 8. Wegen

(PrPyxy ) = (Ve x) =2 8, (Gh=1,...,m)

7 J
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ist Py Pyx; = A:x;. Daher sind 4, ..., 4, die Eigenwerte von
Py P,y auf ¥, und nach dem Beweis von Satz 1 verschwinden die
restlichen Eigenwerte von Py P,. Alsoist (4;,...,4,) = J(Z;, T,)
& K (n, my, my).

Fall 2). ny 4+ my>n. Es ist zu zeigen, dall K (5, mq, ms) C Ky
und K(n, mq, my) D E ~ Ky ~ K, ist. Wir fihren 2) auf 1) zu-
riick, indem wir an Stelle von /(Z;, ¥, /&1, %) = (4, -0, 1)
betrachten. Nach Satz 3 ist

wp=1—2h, ..y (F=1,...,my,
3

lum1+1:"':tun=0'

Da dim &, = n — my, <my; < my ist, ergibt die auf Satz 2 fol-
gende Bemerkung, dal g, sogar fiir j = # — m, + 1 verschwin-
det. Daher ist

h=...=2 s

my + me—n

Die Behauptung /(&,,%,) = (44, ..., 4,) € K; ist damit be-
wiesen.

Ist (4,,...,4,) ein beliebig vorgegebener Punkt aus £ ~Ky K7,
so definiere man (u,, . . ., #,) durch (3). Dann ist (uy, ..., p,) E
K (n, my, n— m,). Jetzt kann wegen my + (n — my) < n wie
in 1) ein (# — m,)-dimensionaler Teilraum & von B gefunden
werden, fir den /(%,, &) = (4,, . . ., p,) ist. Nach den Sitzen 2
und 3 gilt dann firr ¥,: = & '

/(%,‘12) = (/11, DR 2’n> (E K(”! 7y, 7722))-

Satz 6 ist damit bewiesen.



