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Einleitung 

Im folgenden soll der Nutzen der Anwendung Poincaré- 

scher Integral-Invarianten in der Störungstheorie dargestellt wer- 

den. Da das relative Dreikörperproblem außer den Integralen 

der Energie und der Flächen keine weiteren Integrale, außer im 

Falle der periodischen Lösungen, besitzt, ergibt sich auf der 

Suche nach Fortschritten in der Behandlung des Problems die 
München Ak. Sb. 1955 
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Notwendigkeit, Integral-Invarianten heranzuziehen, um mit ihrer 

Hilfe vielleicht tiefer in das Problem eindringen zu können, wie 

es schon Poincaré mit dem Nachweise der Existenz der asympto- 

tischen und doppelt-asymptotischen Lösungen gelungen ist, zu- 

erst in seiner Stockholmer Preisschrift im 13. Bande der Acta 

Mathematica und weiter im 3. Bande seiner Méthodes Nouvelles 

de la Mécanique Céleste. 

Als erste Aufgabe wird im folgenden die betrachtet, im Drei- 

körperproblem, von der Störungstheorie ausgehend, entsprechen- 

de Integral-Invarianten in bezug auf jeden der beiden um die 

Sonne laufenden Planeten zunächst beliebiger Masse zu erlangen, 

d. h. solche Integral-Invarianten, welche die Elementensysteme 

jedes der beiden Körper betreffen. Dabei wird versucht, eine 

Reduktion der Differentialgleichungen und damit der Integral- 

Invarianten durch eine Elimination der Störungsfunktion zu er- 

reichen. Eine solche Reduktion der Differentialgleichungen allein 

ist bisher nur einmal im Jahre 1900 von P. Scholz versucht 

worden, in seiner Schrift mit dem Titel: „Über die Reduktion 

des Dreikörperproblems auf eine einzige Differentialgleichung“ 

(Berlin 1900), aber ohne den gewünschten Erfolg, ebenso wie bei 

dem gleichzeitigen Versuch einer Elimination der Störungsfunk- 

tion, auch nicht bei dem Versuch einer Darstellung der störenden 

Kräfte unter vereinfachten Annahmen. 

§ 1 (a). Aufstellung der Integral-Invarianten 

der Störungstlieorie 

Entsprechend der Definition der Integral-Invarianten auf 

Grund von einer Beziehung zwischen mindestens 2 unabhängi- 

gen Differentialen, sollen diese Beziehungen zwischen den Ele- 

menten der oskulierenden Bahn, also zwischen a, e, i, e, ä> und ft 

aufgestellt werden, und zwar auf Grund der Differentialgleichun- 

gen der genannten Variablen im System der Variation der Kon- 

stanten, wo das Differential jeder einzelnen der 6 Variablen pro 

Körper als Funktion der 6 partiellen Ableitungen der Störungs- 

funktion nach den genannten Variablen selbst definiert ist. Als 

nächste Aufgabe verbleibt dann die, die gemeinsamen Beziehun- 

gen zwischen möglichst vielen der 6 Differentiale als Funktion 
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von möglichst wenigen der partiellen Ableitungen der Störungs- 

funktion darzustellen. Die klassischen Ausgangsgleichungen der 

Varation der Konstanten lauten nun folgendermaßen: 

(0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

da 2 Ÿa ÜR 

dt K de ’ 

de _ j/T—A 8R ,/• 2 1 — Yi—e* 8R 

dt K J Az • e 8oj K.y a - e de ’ 

di 1 8R tg f i IdR 8R 

dt K )Az y 1 — ê
2 sin i 8 SI K y ay l—e2 \8ä> de )• 

de 
d t 

d OJ 

dt 

2 Y a 37? tg }y i d R 

K da K Ya Y i —e“ di 

+ V l—e 

tg i t 

i — y i — e2 8 R 

K ya - e 8e ’ 

y i — e2 8 R 8R 

K ya y 1 — e2 8 i K.y a • e 8e 1 

d SI i 8R 

dt K y a y i — e2 sin i 8i ' 

wo K = k \/ 1 -f-m und k1 die Gaußsche Konstante. 

Um eine erste gemeinsame Differentialgleichung und daraus 

eine erste Integral-Invariante zu erhalten, wollen wir von der 

Gleichung (3) ausgehen und die darin vorkommenden Ableitun- 

gen von R durch zeitliche Ableitungen von a und e ersetzen. Die 
3 R 

Ableitung —— folgt nach der Gleichung (1) unmittelbar als 

Funktion von 
da 

, ; dann aber folgt aus der 2. Gleichung die Ablei- 
3R ^ " da de 

tung als Funktion von -j- und -JT, so daß die 3. Gleichung 

infolge der genannten Substitutionen die gesuchte Gleichung 

ergibt : 

da . r de . di 1 8R , 8R 
dt + J'lTi + Ji~dt = ~ lin7 ’ Jsi ~ds£ ’ (O 

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben : 

fa = 
1 K 

y a v 1 L = -Ky 

fi = K I a y 1—e2, fa = — (sin t)-\ 

e 1 . 
a r —- .. tg — l , y l—e2 8 2 ’ 

München Ak. Sb. I9S5 10 



126 Alexander Wilkens 

womit wir für unsere Zwecke eine erste Grundlage gewonnen 

haben. 

Um nun eine analoge Differentialgleichung für die 2. Gruppe 

der Elemente, d. h. E, m, und ft zu erhalten, gehen wir von der 

Differentialgleichung (4) aus, die eine Funktion der partiellen 

Ableitungen der Störungsfunktion nach den Elementen des er- 

sten Tripels a, e und i sind. Zuerst ersetzen wir die Ableitung 

nach der Gleichung (6) durch = n • a2 ]/" 1—e2 • sin i , 

ferner die Ableitung nach (5) durch nachdem noch 

nach der soeben abgeleiteten Formel durch ersetzt wor- 

den ist, so daß hiermit erhalten wird : 

8R 
de 

nar • e 

Ÿ1— £2 

I dco 
\dt 

_tg. sin i 
. äjl\ 

dt 

und deshalb schließlich nach (4) folgt: 

(7) 
dü) 

dt 
sin i 

; d & 
dt 

wo die Funktion yj^j die Ableitung von R nach a fixiert, nur 

insofern a außerhalb der trigonometrischen Funktionen von R 

vorkommt. Wir erhalten also als gemeinsame Differentialglei- 

chung des 2. Elemententripels e, ä> und ft allgemein die folgende 

Gleichung : 

(II) 
de 

dt + g<b 
d(b 
d t + gSi 

dSl 
dt 

2 IdR \ _ I8R\ 
na \ da J \ da )’ 

wobei die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben: 

g,= 1> gü = — C1 — V1—e2), gx = — 2 Y1— e2 sin2 

ga=—2 {na)-1. 

1 . 

Im Falle des ebenen Problems ergeben sich infolge des Wegfalles 

von i und ft die folgenden analogen Gleichungen : 

(Ia) 

(II a) 

d a 
dt 

de. 
dt 

, 7 de 
+ k' Ht 

k - Kü) 
SR 
da) 

T- 4J 
do 
dt = L 

8R 
da 
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wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben: 

K fi—e* 
2 Y a na2  e 

k. - —77^ — -i — (1 — V 1—ß2)’ k'=1> k*> =— „„2 

Y1 —d“ 

na1, • e 

— — na, lß = — na(i—Yi—ez),ta= i. 

Beim Übergange auf die der Masse m! entsprechenden Glei- 

chungen sind in den obigen Gleichungen nur sämtliche Koeffi- 

zienten zu stricheln, außerdem aber ist R mit R! zu vertauschen, 

da die R und R' um die verschiedenen Nebenteile der Störungs- 

funktion verschieden sind, abgesehen noch von dem Übergange 

der Massenfaktoren von m auf m!. 
Es ist also interessant und wesentlich, daß das l. Tripel der 

Elemente, a, e und i, analog das entsprechende Tripel a', e' und i' 
durch eine gemeinsame Differentialgleichung an die Ableitung 

ff resp. ff gebunden sind, ebenso das 2. Tripel e, cö und ft 
8 SL SSI dR gRI 

resp. s', ä)', ft' an die Ableitungen — resp. . , . Ferner ist 
G CL G CL 

bemerkenswert, daß ferner jede der Ableitungen etc. noch in 

der folgenden besonderen Form an die partiellen Ableitungen 

von R gebunden ist, wie das folgende Schema der beiden Gruppen 

der Elemente klarmacht. Auf Grund der Gleichungen (l) bis (6) er- 

kennt man, daß die Differentialgleichungen der Elemente der 

oberen Gruppe nur von den Ableitungen von R nach den Eie- 

\ CI c z 
menten | „ der 2., unteren Gruppe abhängen, und umge- 

daß die Ableitung nur von einer 

Ableitung, -fjf- abhängt, aber von den 2 Ableitungen 

I e, co, ft 

kehrt. Ferner ersieht man, 
SR 
8e 

nach £ und cö, schließlich das 3. Element ^ von allen 3 Ele- 

menten resp. Ableitungen nach e, ä> und ft. Suchen wir jetzt die 

analoge Abhängigkeit der Elemente der 2. Zeile unseres Schemas, 

£,cöund ft, so zeigen unsere Differentialgleichungen (1) bis (6), daß, 

während vorher nur -£- von der einen Ableitung von R nach s 

abhing, jetzt das im Schema asymmetrische Element ft nur 

von der einen Ableitung von R nach i abhängt, dann von 

den 2 Ableitungen von R nach i und e, und schließlich ~ von 
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allen drei Ableitungen von R nach a, e und i abhängig ist. Ins- 

gesamt ergibt sich also ein System der Abhängigkeit der Ele- 

menten-Differentialgleichungen von den entsprechenden Ab- 

leitungen der Störungsfunktion nach den Elementen der oberen 

resp. unteren Reihe des Schemas, wie es sich auch bei der Wahl 

der kanonischen Form der Elemente und Differentialgleichun- 

gen zeigt, aus denen (I) und (II) auch ableitbar sind. 

In bezug auf die Umkehrung, die Abhängigkeit der Ablei- 

tungen der Störungsfunktion von den zeitlichen Ableitungen der 
SR 

Elemente ergibt sich analog, daß w*e unmittelbar ersieht 
da 

lieh, nur von einer Ableitung, nämlich ^ 

die Ableitung des nebengeordneten Elementes cü : von ^a 

, de r SR da de , di . , r und von -, ferner von und in bezug aut 

abhängt, dagegen 
da 
dt 

menten 

von den 3 Ele- 

von den 2 Ele- 

menten —,, 
dt 

von nur einem 

dt ' 8 ft dt ’ dt dt 

die Ableitungen von R nach den 3 Elementen der ersten 

Reihe des Schemas ergibt sich analog, daß ^ 

de dû) . dft, .... , SR 

hi' ht Und hit abhangt- ferner ^7 
d ft 1 d co , 1 I * Q1 * 1 S R 

und —rr, und schließlich -T-T- 
dt 01 

Die explizite Abhängigkeit der genannten par- 

tiellen Ableitungen der Störungsfunktion R von den zeitlichen 

Ableitungen der Elemente lautet folgendermaßen : 

d Ÿa 

dt 

Element, dt 

a) = K 
de 

b) — =  
1 8m 

na2  e de 

Y1 — 
e’L dt 

K 

2 Y a (1 1—e2) 
da 

dt 

c) 
SR K r  

V1  Y a 

K Y a J/T 

da T_ 
l — + 2 K 

Y ae 

dt Y1 —e
2 

. o 1 .de 
 sim — i -77 

2 dt 

-e“ sin t 
di 
dt 

d) =- 
' da 

1 de 
— nag. —r- 
2 °E dt 

— nag 
2 * 1 

d ä) 
m dt 

1 d ft 

Tna^hl 

.SR . na2 e 
e) -äT = + y7—^ 

dû) 
dt /Ï 

e . « 1 . dSl 
= smz — z — 
-e* 2 dt 

0 
SR 7 9 . r 9 . = na* 1/ 1 —e* sin z 
n 7 di 

; djl 
dt 3 
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wobei zu bemerken bleibt, daß die Definitionen c) und d) mit 

unseren vorhergehenden Gleichungen I und II identisch sind. 

§ 1 (b). Die Integration 

in bezug auf eine beliebige Grundebene 

Integriert man nun die Systeme I und II, so gelangt man leicht 

zu einer Verallgemeinerung des Tisserandschen Kriteriums, das 

sich aber speziell nur auf die Kometen bezieht und nur diejenigen, 

die zufällig die Attraktionssphäre eines großen Planeten durch- 

laufen. Bei der Integration der Gleichungen I und II ist zu be- 

achten, daß die Koeffizienten fa, fe... bis g^, ebenso wie die 

rechtsstehenden Koeffizienten /ft und ga, alle von den variablen 

Elementen selbst abhängen, so daß sie also bei allen Operationen 

nicht als Konstanten betrachtet werden dürfen. Integriert man 

also unsere Gleichungen nach der Methode der partiellen Inte- 

gration, so erhält man nach der Gleichung I : 

(III) 
fa'a+f'-e+fi'i = C— J (sin zjr1 • dt + 

+ dfa_ 
dt dt + 

d£e 
dt 

dt -f- J dfi 
d t dt, 

wo die linke Seite, wie unmittelbar ersichtlich, nur Terme der 

o. Ordnung der störenden Masse enthält, da alle Koeffizienten fa 

etc., ebenso wie weiterhin auch alle Koeffizienten g von der 

o. Ordnung der Masse sind, während auf der rechten Seite der 

von R direkt abhängende Term von der 1. Ordnung der stören- 

den Masse ist, ebenso wie die von den Ableitungen ~a- Usw. ab- 
, .. ° da 
hangenden Ierme, weil die Ableitungen 

dfa   8fa da dfe de 8f{ di 
dt ~ da dt ~8e~ ' ~dt ' TT " ~dt' usw-> 

wegen der Koeffizienten -Jj und ~ von der l. Ordnung 

der störenden Masse sind. Folglich muß dann die Integrations- 

konstante C wegen der o. Ordnung der linken Seite der Glei- 
chung auch von der o. Ordnung sein. Vernachlässigen wir dann 
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auf der rechten Seite in 1. Näherung die Terme 1. Ordnung der 

störenden Masse m', so verbleibt die Relation: 

(lila) 

als Gegenstück zum Tisser an d sehen Kriterium, das sich auf 

den speziellen Fall bezieht, wo die Störungsfunktion und ihre 

Ableitungen durch starke Annäherung des Kometen an den 

störenden Planeten sehr groß werden. 

Die analoge Folgerung gilt nun, über Tisserands Kriterium 

hinaus und allgemein auch für die Elemente e, cö und ft, ge- 

mäß der Gleichung II, wonach bei demselben Integrationsver- 

fahren die entsprechende Gleichung (IV) entsteht: 

(IV) gs • £ + gm  ä) + gsi • ft = D, 

wobei die folgenden Terme als von der l. Ordnung vernach- 

lässigt worden sind : 

+ JlA(lî) 'dt+ l&-~dT‘“ + 

Eine Erweiterung der Kriterien ergibt sich auf Grund der Tat- 

sache, daß die rechten Seiten von I und II infolge der bekannten 

Eigenschaften von und konstante Terme enthalten, so 

daß bei der Integration der rechten Seiten von I und II nicht nur 

periodische, sondern auch der Zeit proportionale Säkularglieder 

entstehen, die mit der Zeit beliebig anwachsen können und 

bei Anwendung der Kriterien auf längere Zeiträume zweck- 

mäßigerweise in Rücksicht gestellt werden. Bedeuten und sa 

die konstanten Teile der rechten Seiten von I und II, so daß 

fsiY^ = Ai un(I Sa = sa’ so gehen die rechten Seiten von 

III und IV, unter Vernachlässigung der entsprechenden perio- 

dischen Glieder, über in C + • t resp. D -\- sa • t, so daß die 

Gleichungen III und IV in die folgende neue Form übergehen: 

(in') f.-a+f.-*+/r* = c + sa-t j 
(IV') ge  S + ga  Cö + gn  ft = D + • t\ 
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Will man mit Rücksicht auf eine spätere Integration das Auf- 

treten dieser Säkularterme auf den rechten Seiten von vorneweg 

vermeiden, so erreicht man dies durch die Substitutionen: 

i = k 4- — t und Sl = m -f — t, wo k und m die neuen an 
fi gsi 

Stelle von i und X tretenden Variablen sind, indem alsdann die 

neuen Differentialgleichungen entstehen: 

(10 

(HO 

, da . r de , dk 
fa  ~dj + f.  377 + fi ' W7 = 0 

de . 
g* ‘ 77 + 8, 

dt 

dö> 
ät dt 

dt 

. dm 
+ ' ~JT ~° 

Auf die Grundgleichungen I und II zurückkommend, wollen wir 

jetzt die aus ihnen unmittelbar folgenden Integral-Invarianten ab- 

leiten, indem wir zuerst die Gleichung I durch die rechte Seite, 
d R 

d. h. /ft • , und die Gleichung II entsprechend durch 
dR y uh 

p- • —— dividieren, so daß wir erhalten: &a da ’ 

(I") f'a  da + /„ • de + /,• • di = dt 1 

(II") g's  d* + g'ü • dcö+g^-dfl = d\ 

also nach Gleichsetzung und nachfolgender Integration : 

(V) 

\ f'a 'd'a+ J/A 'de + J/( ' d-,i+ J gl • d,e + J g"& • d*w + J g ^  d fl =/= co :nst.., 

WO 

,, , . ,, , . JdR^1 rt r . .IdR^1 

u 1 /SÄG1 I, 1 /SÄj-1 II 1 

S.-+Tf''na\-8J) ’ >^=+Tg^na\-^) 

womit durch (V) die gesuchte Integral-Invariante J erlangt wor- 

den ist, alle 6 Elemente der Masse m enthaltend. Die der Masse m! 

entsprechende Integralinvariante ergibt sich durch einfache Stri- 

chelung aller Elemente, einschließlich der Störungsfunktion R, 

die also in R' =j= R übergeht. Bemerkenswert ist, daß die Koeffi- 

zienten in (V) explizit nur von den 3 Elementen a, e, i, resp. a!, 

e', i' abhängig erscheinen, aber durch die Ableitungen von R 

resp. R' doch von allen Elementen abhängen. 



132 Alexander Wilkens 

Zu dieser Integral-Invariante ist nun zu bemerken, daß sie 

noch keine strenge Integral-Invariante im Sinne Poincarés dar- 

stellt, weil die in den Koeffizienten f'a usw. auftretenden Ab- 

leitungen der Störungsfunktion, wie schon die Funktion R selbst 

in bezug auf die Längen nicht nur von den Längen der Epoche 

e und e' allein, sondern vielmehr von e -f-[ n • dt = l und 

e' J n' • dt — V, also den mittleren Längen der beiden Kör- 

per vi und m' abhängig sind. Daraus folgt, daß in der Glei- 

chung (V) die erwähnten Koeffizienten f'a der Differentiale da, 

de usw., und analog auch die der Masse entsprechenden 

Koeffizienten von da’, de' usw. durch die Koeffizienten Ra 

und resp. R'a und R^ mit den Zeit-Integralen f n • dt und 

J n'  dt belastet sind, was dem Prinzip der Theorie der Inte- 

gral-Invarianten im Sinne Poincarés widerspricht, wonach die 

Koeffizienten nur von den Variablen, nicht aber noch von der 

Zeit abhängen dürfen. Die lästigen Terme J « • dt und J n' • dt 

lassen sich nun aber beseitigen, wenn statt der Variablen e und 

e' neue Variable eingeführt werden, nämlich e-f- \ n • dt = l 

und s' -(- J n' • dt = V. Alsdann geht die (II) entsprechende 
, , de dl , de' dV , . , 

Gleichung, da nun = —rr— n, analog = dt — n wlrch 

in die folgende Gleichung über: 

dl . dû) . d a 8 R , 18 R . n \ 
77 + S&  ~dj + -JJ ~Sa  -da + n = Sa + — j  

Da nun nach (II): n — K • a~312 und ga = — 2 (n-a)-1, so daß 

—= — K2  ar2 = (K2  a_1), so folgt schließlich, wenn 
g a 2 da 

noch R + — K2 - a-1 = R gesetzt wird, noch mit Rücksicht dar- 

auf, daß ist, das neue Gleichungspaar: 
v o(i O oG 

(Iaj 

aia) 

fa 
da 
dt 

dl 
dt 

+ f. 

+ Sn 

de , di   , 
dt 

8R 

dû) da 
dt ' dt 

8R 

' Sa Sa 

wo jetzt R in bezug auf die Längen nur von l und V abhängig ist. 

Daraus folgt dann analog zu (V) die neue Integral-Invariante (V)' 
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der Poincaréschen Form: 

J f'ada + J f,de + J fidi + J g"  dl + J g& • dib + 
+ J g'si ' d& = /= const., 

(V') 

WO 

f'a = ~fa sin i • Rt. sin *  ^, /,' = -/ sin« - i?“ 

H I 1 O-1 ^ ^ 

gl = + glnaRa > gu> = — g -naR^, 2 6 cu a ’ 
Il 1 73—1 

^1 = -gg&naFr«  

Die der Masse m' entsprechende Integral-Invariante ergibt 

sich durch die einfache Strichelung der Elemente unter Er- 

setzung der Störungsfunktion R durch R', und dann weiter durch 

R', wenn der Übergang von e' auf V = e' -j- J n'  dt erfolgen soll, 

wobei dann R' = R' + ~ K12 • (a'Y1 und K'2 = k2{\ -f m'). Diese 

Übergänge von e auf l und E! auf /' sind auch weiterhin bei allen 

anderen Formeln zu beachten. 

Ferner ist im Anschluß an die in (V') fixierte Integrations- 

konstante J zu bemerken, daß diese wie auch alle anderen weiter- 

hin auftretenden Integrationskonstanten gemäß den Theoremen 

von Bruns und Poincaré keine neuen unabhängigen Integra- 

tionskonstanten fixieren, sondern alle nur Funktionen der Kon- 

stanten der algebraischen Integrale der Energie und der Flächen- 

sätze sein können. Demgegenüber spielt in der vorliegenden Ab- 

handlung die Frage nach dem Nutzen der obigen und der noch 

weiterhin abzuleitenden Integral-Invarianten der Störungs- 

theorie die erste wesentliche Rolle, wobei die Elimination der 

Störungsfunktion ein weiteres Ziel ist. 

Für den Fall der Anwendung der obigen Integral-Invarianten 

als Kontrollformeln numerischer Störungsrechnungen wollen wir 

noch zeigen, wie man die Integrale bis zu Termen beliebig hoher 

Ordnung der störenden Masse erhalten kann, und zwar an einem 

Term der Gleichung III, wobei die entsprechende Lösung auch 

für alle anderen Terme gilt. Mittels partieller Integration hatten 

wir bereits gefunden, daß (a) J fa-da = fa-a — J er dfa, so daß, 

wenn (ß) a = n0 A a, wo A a die Summe der Störungen aller 

Ordnungen darstellt, also (y) A a = A ax -f- A æ2 + ..., durch Sub- 

stitution folgt : («') \fa-da= Sfa-d(Aa)=fa-Aa— J Aa-dfa. 
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Setzen wir weiter (S) /„=/«+ 4l/a, so wird die Funktion 

(e) fa  A a — f°a • A a + A a • A (fa), wo A (/a) umzuformen ist in: 

(0 A(fJ = J* d/m= J 
-/( 

dfa 
dt 

dt 

dfa . da_ dfa _ de_ 

8a dt 'da dt ' 

dfg _ di \ 
8 i dt) 

dt. 

Als letzter zu entwickelnder Term bleibt dann, nach (oc'): 

, v f,. J/- Ç A i dfa da 8fa de 8fa di\ (-0) j A a • dfa = J A a [-ëa  -dt +-- _ + _ ‘ -jj) dt, 

so daß allgemein nach (a') : 

(«") §fa-da=fa.Aa + 

+ Aa J ( 

-IM 

dfa _ da 8fa _ ah? g/a _ di \ 
Sa dt ' 8 ^ dt' di dt) 

dfa _ da dfa _ de ö/^ _ flh'\ 

8a dt 'de dt ' di dt) 

dt 

dt, 

wo der l. Term rechts mindestens von der 1. Ordnung, dagegen 

die beiden folgenden Integrale von mindestens der 2. Ordnung 

sind, wegen der Faktoren zJ a • ^ , A a  usw. Kennt man also 

auf Grund einer praktisch ausgeführten Theorie der Störungen 

~d i -jj usw. bis zu irgendeiner beliebigen Ordnung in bezug auf 

a, e, i usw., so geben die letzten Formeln eine Kontrolle, basierend 

auf der Entwicklung der Integral-Invarianten. Bei der Anwen- 

dung der Formel (oc") ist noch zu beachten, daß bei der Potenz- 

entwicklung der Funktionen —yy- usw. zu setzen ist: 

-f- höheren Potenzen von Aa, Ae usw., und entsprechend für 

dfa 
-r  USW. 
de 

Hat man dann in ähnlicher Form die Integrale J /„ • de und 

J fidi abgeleitet, so besteht die Kontrolle schließlich darin, daß 
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die Summe der abgeleiteten Integrale gemäß (III): \ fa - da 
-f- J fe  de + J /, • di = C + Rest sein muß, wobei die Kon- 

stante C das Kriterium der Kontrolle bildet. 

Wenn man nicht, wie oben, die Zerlegung von a und dem 

Faktor fa gemäß den Gleichungen (ß) und (8) vornimmt, so kann 

man die Kontrolle noch auf eine andere Form bringen, die eben- 

falls nützlich sein dürfte. Den ersten Schritt zur Zerlegung eines 

Integrals: J / • da mittels der partiellen Integration, so daß 

j/-da= f-a—J a-df, wollen wir beibehalten, weil er zur Folge 

hat, daß das Integral dadurch in einen Term o. Ordnung und 

einen zweiten von der 1. Ordnung der störenden Masse zerfällt. 

Wollte man versuchen, den 2. Teil: f a-df wiederum nach der 

partiellen Integrationsmethode in einen Teil 1. und einen solchen 

2. Ordnung zu zerlegen, so ersähe man unmittelbar, daß man 

stattdessen auf das Anfangs-Integral zurückkommt, so daß dieser 

Weg nicht gangbar ist, sondern ein andererWeg einzuschlagen ist. 

Zunächst bringen wir das Integral: J a • df auf die folgende 

Form : 

(ai) 

J «  df = J a (-g  da + -g • de + ff • di) 

= I“( Sf, 
da 

da df 
dt ' de 

de 
dt 

?L 
di 

di 
dt 

dt. 

Wenden wir jetzt auf das erste Integral rechter Hand die partielle 

Integrationsmethode an, also auf: 
a r j „ J 

a  -, 
df da 
da dt 

dL 
da 

da 
dt 

dt, indem 

als erster Faktor, dt als 2. Faktor betrachtet wird, 

folgt: 

(w J J - J? (• £ 4r) * 
wo der 1. Teil rechter Hand wegen des Faktors von der 

1. Ordnung der störenden Masse ist, während der 2. Teil zunächst 

ergibt : 

(YI) 

d I df da\ da _ df _ da . ^ ( a a) da df d~a 
dt da dt ' a dt dt ' a da dt da 

da 

dt )- d fl 
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so daß der 1. Summand rechter Hand wegen des Faktors 

von der 2. Ordnung der Masse ist; ebenso ist der 2. Teil wegen 

des 
d 

Faktors — 
d a 
dt 

von der 2. Ordnung der Masse, weil 

(&0 
d I 8f\   82f da . d2f de . d2f di 
dt \8a) 8a2

 dt 8a de dt ' da di dt 

in allen Termen von der 1. Ordnung der Masse ist. Schließlich ist 

in bezug auf den 3. Term der Gleichung (yx) in bezug auf den 

Faktor zu bemerken, daß die 1. Ableitung- ~~ stets von der 
dt- 0 dt 

_ . da 2 1 f a 8 R 
1. Ordnung der störenden Masse ist, indem—7— = —77.— • ——, wo 

dt K de 

K = k }/ 1 + m und k2 die Gaußsche Konstante ist und R als 

Störungsfunktion immer den Faktor m' hat; die 2. Ableitung ^ 3 

d ci d R. ^ ^ 
setzt sich dann aus einem Term mit dem Faktor , - • —, der 

dt de 
also von der 2. Ordnung der Masse ist, und einem Term mit dem 

Faktor --- zusammen; setzt sich nun außer dem von 
dt \de I de 

a, e und i explizit abhängigen Faktor aus trigonometrischen 

Funktionen zusammen, deren Argumente von der Zeit abhängig 

sind, insofern diese insbesondere von den Längen des gestörten 

und störenden Körpers abhängen, nämlich von den mittleren 

Längen: / =£-)- § n • dt und 1' = e' J ri dt, so daß 

A = + n\ + J1R / ddL—[_ n< 
dt \ de J de2 \ dt ^ j ~ de de' \ dt ^ 

wird, wo und von der 1. Ordnung der Masse sind, aber 

n • g£.3 und n' ^ ^ von der Ordnung n  m' resp. n' • m' sind. 

Beide Faktoren können klein von der 2. Ordnung der Masse sein, 

wenn z. B. m' = Jupitermasse, so daß n’ = 300” • sin 1" = 1,3 m', 

weil m' = io-3 (runder Wert), so daß also n'  m' = 2. Ordnung 

der Masse ist, während der Faktor n  m' bei n n' allgemein 

von geringerer Ordnung als m'2 sein kann, wenn auch von 

höherer als der 1. Ordnung von m', was bei der Anwendung der 

Formeln zu beachten bleibt, während die Terme 

d2 R de . d2 R de' 
de2 dt de de' dt 

stets von der 2. Ordnung m12 sind. 



Über die Integral-Invarianten der Störungstheorie 137 

In bezug auf den 2. Term der obigen Formel (oq) ergibt sich 

analog zum 1. Term: 

(M 
de , df de 

• dt = a -T   - t- 
dt de dt j' 

d I df de \ 
dt \ de dt) 

dt, 

wo der 1. Term der rechten Seite auch wieder von der 1. Ordnung 

der Masse m' ist, während 

. d I df de\   da df de . d I df\ de . df _ d^e 

dt \ de dt) dt de dt ‘ a dt \ de ) dt ' a de df ’ 

d2e 
wo der letzte Term -^-,2 wieder nur bedingt von der 2. Ordnung 

der Masse ist. Endlich lautet der 3. Term von (ax) analog zum 
d^z 

soeben behandelten 2. Term, wobei jetzt ^-2- nur bedingt von 

der 2. Ordnung der Masse ist. Lästig bei diesem Verfahren ist das 

explizite Auftreten der Zeit t außerhalb wie innerhalb der obigen 

Integrale, weil dieser Faktor vergrößernd wirkt, wenn auch die 

Koeffizienten von der 1. resp. 2. Potenz der Masse sind. 

§ 1 (c). Die Integration in bezug auf die Laplacesche 

unveränderliche Ebene 

Bei Verwendung der Laplaceschen unveränderlichen Ebene 

als Grundebene an Stelle der Ekliptik, des Äquators oder einer 

anderen Ebene pflegt allgemein eine wesentliche Vereinfachung 

der Untersuchungen einzutreten, weshalb auch hier der entspre- 

chende Übergang gemacht werden soll. Die Flächen-Integrale 

nehmen in diesem Falle, wo der Schnittpunkt der beiden Bahnen 

stets auf der unveränderlichen Ebene gelegen ist, so daß Sl' = Sl 

+ 1800 und der gemeinsame Schnittpunkt die Geschwindigkeit 

GÄ =~dt die folgende einfache Form an: 

viK \/p cosi + m'K' ]/p' cosi' = C = const. 

mK I p sinz — m'K' \fp' sini' = o, 

wo C die gemeinsame Flächenkonstante fixiert und alle anderen 

Parameter bereits oben fixiert worden sind. Differenzieren wir 
nun die letzten beiden Gleichungen nach den Variablen i, i', p 
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und^', so ergibt die Auflösung dieser Gleichungen nach di und 

di' die folgenden neuen Gleichungen: 

1 mK I p sin(z + i’)di = mK cos(i + i')d(\ ’p) + m'K'd(\ p') 
(10) 

I m'K' I p's\n(i+i')di' = mKdÇÿp) + m'K'cos (2 + i')d(\/p"). 

Bilden wir hiernach dann die gesuchten Größen f; di und f\, di, 

wobei f. = K YP und /,• = K' ]/p', wo noch p = a (1 — e2), 

also d (Yp) = —7=- Y1—• da — Ya ~ —- • de, so neh- 

men die gesuchten Funktionen die folgende Form an: 

f Y i = . ,. x J ' m sm(z + z ) 

vi K cos (2 + 2') T—K=- Y 1—e2 da — j a —7=! 
^ / l 2-ya 

y 1 ]/i- 

i'K’ 
[2 Yd 

1 •— e2  da' — I a! 

de 

f'.di' = —7—rj—vC ‘ m sm(z + z ) 

1—e2 da — lGö —>— z/e 
1 |/l— Z?2 ] 

722 JC [ —* I 
[2 ]Az 1 

-)-m'K' cos(2 -j-2')T—-1,— ],/1 —e'2 da'— Ya' —de' 
[2 ]/V ' ’ Y 

also allgemein von der Form : 

fidi —fiada fiede -f- /,v d a' + /,-„» • de' 

f'idi' = f'ia'da' y-f'ie’de' + f'iada + f-e • de. 

Folglich nimmt die Endgleichung bei Annahme der unveränder- 

lichen Ebene als Basis die Form an: 

(Ja + fif) 
da 
dt + (ft +/»«) 

de 

dt + fia 
da' 
dt ft. 

d e' 

dt 

= — (sin 2*)—1  
d R 

dSi 

(fa JfiS) jf + (.ft' + fit') -J7 + f'ia 
de' 

dt d t 
da 

dt 
, de_ 

~ 
Jt‘ dt 

= — (sin z') 1 • 
d R’ 
8W 

(12) 
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wo jn u. wegen der Annahme der unveränderlichen 

Ebene noch zu setzen ist Sl' = 180 + ft. Zu diesen Differen- 

tialgleichungen kommen nun noch die auf s, ä> und 01 sowie auf 

e', öl und Sl' bezüglichen hinzu, also 

de , döö . dSl   I SR \ 
' dt n • a \da J 

dSl' (13) 
dt 

de' 

+ gm 
d co 
dt 

dco' ,   2_/ML\ 
dt ' ^a>' dt ' dt n’ • a! \ da') 

wo noch g^ — — 2 • Y1—ei 

= — 2 y 1 

sin2 — i und analog = 

V2 sin2 — i'. Da wegen der Annahme der unver- 

änderlichen Ebene~jf = ist, so ergibt die Elimination dieser 

Knotenbewegung aus unseren Gleichungen die neue Form: 

d e , dü) , 2 / dR \ 

dt dt na \ da I 
(H) 

-e- 4-e-, 
dt ~ tim d 

= — = h, 
isi' 

wo h — 
/1 .  . , . Um eine homogene Differential- 

]/ 1 — e 2 sin2 I z 

gleichung zu erhalten, mit Rücksicht auf die kommende Integral- 

Invariante, führen wir neue Variable ein, indem wir setzen: 

(U) 
dco dco dco . 1 2 
dt dt dt ei:, n • a gI 

dt0 . 2 
dt ' n 

d a>' 
dt 

2 / SÄ\ _ 
• a \ 8a) 

~ n'-a' \ da') 

gm 

dco' 
dt 

dco' dco' , 
WO ' "dt 

1 
dt 

m 
-Ar 1^1 i• a \da J 

so daß die entsprechende Differentialgleichung lautet: 

(16) 
de . dco , de' , dco' 
Ht + ^ dt 1 ~di hs* -dt 

analog also die (12) entsprechende Integral-Invariante: 

(16 a) J de -f- J g^dco — J h de' — J hg-,  dco' = const. = J. 

Um nun weiter die zu den Elementen a, e, a' und e' gehörigen 

homogenen Differentialgleichungen auf Grund der obigen in- 

homogenen Gleichungen zu erhalten, bedarf es nur der Einführung 
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zweier neuer Variablen, nämlich zuerst gemäß der ersteren der 

beiden Gleichungen : 

so daß die homogenen Differentialgleichungen entstehen: 

aus denen dann sofort die entsprechenden Integral-Invarianten 

entstehen, nämlich: 

Bisher hatten wir mit den Differentialgleichungen I und II nur 

dreigliedrige Gruppen von je drei Elementen in Verbindung mit 

nur je einer Ableitung der Störungsfunktion betrachtet und die 

entsprechenden Integral-Invarianten abgeleitet, entsprechend den 

Gleichungen (c) und (d) am Anfang unserer Untersuchungen. 

Die dort befindlichen Gleichungen (b) und (e) zeigen uns aber 

weiter, daß auch Beziehungen zwischen nur 2 Elementen in Ver- 

bindung mit anderen Ableitungen der Störungsfunktion möglich 

sind, d. h. wir haben die beiden Gleichungen: 

dp 

dt 

und ferner gemäß der 2. Gleichung: 

dg 

dt ’ 

07) 

07 a) 

J Cfa +fia) da + J (fe +/J de + J fia.da! + J fic. dp = const. = C\ 

J C/O +fia) da'+J (fe, +/,v) de'+ \fia da+\f'iedq= const. = C2 

2. Aufstellung zweigliedriger Elementengruppen 

und ihrer Integral-Invarianten 

08) 

da . de ^ 
C“ ~dt c‘ ~dt — 
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wo jetzt R-- = -w=-, Re — -jj- etc. Die entsprechenden Ele- 

mente a, e und w, Sl sind, wie ein Blick auf das Elementenschema 

zeigt, zwei asymmetrische Elementensysteme, deren weitere 

existieren, wie wir sogleich sehen werden. Die oben fixierten 

Koeffizienten ca, ce, d~ und dsind aus den genannten Gleichun- 

gen direkt ablesbar, so daß keine Zusammenstellung nötig ist. 

Nach der Aufstellung der ersten Paare asymmetrischer Elemen- 

tengruppen wollen wir jetzt die weiteren ableiten, zuerst das 

Paar e, i, das an Re, R~ gebunden sein muß. In der Tat zeigen 

die einleitenden Differentialgleichungen (2) und (3), daß: 

(19) 
~Jt — Cü ' Rm Ce ' Re 

~JJ = + dm ' Rü + deRe, 

wo die entsprechenden Koeffizienten den genannten Gleichungen 

wieder unmittelbar zu entnehmen sind, und die gesuchte Diffe- 

rentialgleichung unmittelbar bei Elimination der Terme in 

R- oder Re folgt. Bei Elimination von R- folgt also die gesuchte 

Differentialgleichung zwischen e und i: 

(20) tg 
de 
dt 

di 
d t 

1 
n cd tg R. z2 1 — A sin i ’ 

so daß die e und i gemeinsame Differentialgleichung von 2 Ab- 

leitungen, d. h. von Re und Rabhängt, im Gegensatz zu den 

Gruppen (a, e, i) und (a, e) und (cd, Sl), die alle von nur einer Ab- 

leitung von R abhängig sind. 

Als letztes Paar in bezug auf die Elemente der 1. Zeile unseres 

Schemas verbleibt die Verbindung der Elemente a und i. Da 
di 

nur von Re abhängt, -JJ aber von R^, R- und Re, so ist Re 

durch zu ersetzen, um die gesuchte Gleichung in bezug auf R- 

und Rzu gewinnen. Man erhält alsdann die folgende Gleichung: 

(21) 
yr- > tg T ' 2 

da 
d t 

di 
dt 

tg — iRi 22 jZ x - 
R 

Sl ’ 

eine Beziehung, die also von 2 Ableitungen von R abhängig ist. 
München Ak. Sb. 1955 11 
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Gehen wir jetzt zu den Elementen der 2. Reihe unseres Ele- 

mentenschemas über, zuerst zu dem Paar (e, äJ), so haben wir die 

beiden Differentialgleichungen (4) und (5) zu betrachten. Wie 

man sieht, ist der Term R{ in beiden Gleichungen derselbe, so daß 

dieser in der Differenz der beiden Gleichungen herausfällt und 

deshalb die folgende Gleichung resultiert: 

(22) 
de d co   2 R ^^ R 
dt dt 71a a 11a-  e e' 

eliminiert man statt des Termes in Ri den in Re, so ergibt sich 

die weitere Form : 

(23) 

^-0-1 !-< ) 
dcu 

dt 

2 

71  a + 
1 

71 a2 y 1 — e2 

(! _ ]/1— e2) tgji- R; 

dco , d Sl 
und St' die 

mit der Abhängigkeit von Ra und R{. 

Die nächste Ableitung ist die zwischen ^ 

aber bereits oben in (18) fixiert worden ist; sie entspricht, wie 

schon bemerkt, der Gleichung (e) am Anfang dieser Abhand- 

lung, wonach also: 

(24) 
da) 
dt 

2 sim — z 
2 

. d Sl 
dt 

/i 
R. 

wobei der Faktor von auch gleich — tg — i sin i zu setzen ist, 

da sin i störungstheoretisch immer der Faktor von sein 

muß. 
de 

Als letzte Beziehung verbleibt schließlich die zwischen und 

, die man unter Summierung der soeben fixierten Bezie- 

hung (22)  und der zuletzt dargelegten Beziehung 

(24) zwischen —^7 und erhält, indem : 

(25) 

de !.. .dSl 

St tg — 2 sin z -j- SaRa 
yi — e2 

71  d1 • e 
(l — \r I —e2)R„, 
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womit alle Kombinationen erschöpft sind, indem wir die 6 fol- 

genden Kombinationen, in Integralform geschrieben, erhalten, 

nachdem die oben abgeleiteten Gleichungen alle durch die Funk- 

tionen von R dividiert zu denken sind: 

(26) 

1) \fada + J f,de =t + C1 

2) \ Sede +1 Sidi =t+C2 

3) J hada + J h{di = t + C3 

4) J kede + J k--dw = t + Ct 

5) J h, ' d^ + J* l&d£1 = t -\~ C5 

6) J mc de + J md Sl = t + Ce 

Bei Subtraktion je zweier Gleichungen folgen dann die von 

explizitem t unabhängigen Integral-Invarianten in bezug auf 

3 oder 4 Elemente, während die ursprünglichen Hauptglei- 

chungen I und II zu Integralgleichungen von je 3, oder, bei 

Kombination, von je 6 Elementen führten. Die Differenz der 

Gleichungen 1)—2) gibt die Gleichung I wieder, ebenso wie die 

Differenz 4)-5) der Gleichung II entspricht. Dagegen liefern 

die Differenzen der Gleichungen 1) und 4), ebenso wie die von 2) 

und 5) und die von 3) und 6) weitere Integralinvarianten in bezug 

auf die korrespondierenden Elemente a, e und e, w, weiter e, i und 

CD, !>l und schließlich a, i und e, £l. 

§ 3 (a). Die Integral-Invarianten der Koordinaten 

im „problème restreint“ der Ebene 

Jetzt wollen wir uns einem speziellen Falle des 3-Körper- 

Problems zuwenden, dem reduzierten Falle, wo die eine Masse 
in = o ist, und die Masse in' =j= o sich in einem Kreise um 

die Hauptmasse, die Sonne, bewegt. Der Planetoid m = o soll 

auf den Schwerpunkt der Sonne mit der Masse 1 — und des 

störenden Planeten der Masse/« bezogen sein, und weiter soll der 

Planetoid sich in der Ebene von Sonne und Jupiter bewegen, 
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wenn der störende Körper mit Jupiter bezeichnet wird, so daß 

also der Fall des Problème restreint vorliegen soll. Dabei be- 

ziehen wir die Koordinaten x, y des Planetoiden auf die beweg- 

liche Richtung Sonne-Jupiter als .r-Achse, die sich infolge der 

Kreisbewegung des Jupiter um die Sonne mit der konstanten 

Rotationsgeschwindigkeit l bewegt, so daß die Differential- 

gleichungen der Bewegung des Planetoiden die bekannte Form 

haben : 

d2x dy 8 U 
dt2 2 dt dx 

(0 „ , a •> a-y , dx   oll 

~df- + 2 dt ~ ~dy 

wo die Kräftefunktion U die Form hat: 

(2) u = \ (x* + y) + -l~f- + ± 

und die Abstände des Planetoiden von der Sonne und Jupiter: 

I 
ri = V(x + /0

2
 + y2 

I r2 = y [x ( 1 — yjy + y. 

Das einzige algebraische Integral des Problems ist dann be- 

kanntlich, wenn v die Geschwindigkeit des Planetoiden: 
(4) v2 = x1 + y2 = 2U— C, das bekannte Jacobische Integral 

des Systems (1). Unser Ziel soll nun sein, die Integral-Invarianten 

des Problems zu ermitteln. Deshalb wollen wir auf die obigen 

Gleichungen (1) zunächst die folgenden Multiplikatorensysteme 

anwenden : 

a) —y b) —ÿ c) -J-2 x d) -\-x. 

+* +x +2ÿ +y. 

Alsdann ergibt sich im ersten Falle (a) die Gleichung: 

,N . . . 8 U 8U 
a) — yx + 2x  x + 2yy = x   y  -g— 

oder auch: 

a") x dy — y dx -J- 2x dx -J- 2y dy = (x — y j dt. 
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dx 

Zur Elimination von dt werde rechter Hand im 1. Term dt — —r-, 

im 2. Term dt = gesetzt, so daß alsdann nach Zusammen- 

fassung aller Terme in bezug auf die Faktoren dx, dy, dx und dÿ 

bei Integration die erste Integral-Invariante entsteht: 

(I) J [2x - T v)dx + J b+dy - 
— §ydx-\-§x-dy = D = const. 

mit den 4 Parametern y, 4, y. 

Die Anwendung des 2. Faktorensystems (b) auf die Glei- 

chungen (l) ergibt dann analog: 

* + 2(*2 + T2) = * 
dx 
dt 

aU_ 
dy y 

eu 
dx ’ 

dx 
oder, wenn hier links 42 — 4 und y ,-,2 _ y unc^ rechts wie 

dt 

vorher: 4- — -^- und ÿ = substitutiert wird, ergibt sich die 

Gleichung: 

x dy — y dx -f- 2 (x dx -)- y dy) = dx dy J 

oder bei Anordnung nach den 4 Parametern und Integration: 

(II) 

J ÿdx - J *dÿ+ J (24 - jp) dx + J (2j> + -fj) dy 

= E = const., 

womit eine 2. Integral-Invariante erlangt worden ist. 

Weiter ergibt das 3. Multiplikatorensystem (c) das schon 

fixierte und bekannte Jacobische Integral, d. h.: v2 = U—C, 

wo v2 = 42 + ÿ2 = 4 • + ÿ • -g- = (2 • U — C), 30 daß: 

(III) J 4 dx + J y dy = 2 J Udt — C • t + F, 

wo A eine neue Konstante, womit eine weitere Integral-Invariante 

erlangt worden ist, die aber noch das Integral | Udt enthält, 

weshalb man zweckmäßiger den folgenden Weg einschlagen muß, 
um eine Invariante in bezug auf die 4 Parameter x, y, 4 und ÿ 

ohne das Auftreten von J Udt abzuleiten. Deshalb setzt man 
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zweckmäßigerweise: v2 — Jd(x2) -|- J d(y2) = 2 U-—C, so daß, 

wenn wir noch 

u = \du~ J + 
setzen, sogleich die gesuchte Integral-Invariante aus v2 folgt: 

fxdx+fydy-J-^-dx-f ^dy=-±C 

als Form des Jacobischen Integrals in Form einer Integral- 

Invariante mit den Parametern dx, dy, dx und dÿ. 

Schließlich ergibt unser Multiplikatorensystem (d) die folgende 

Differentialgleichung : 

SU 
x • x + y • ÿ — 2 (xÿ — 

Ersetzen wir x und ÿ durch : x 

.s SU 
yx) = x -x— 

' dx  y Sy 

und V = —f— und setzen 
dt j dt j 

weiter auf der rechten Seite dt = —-— resp. dt = —r-, so 
x r y 

erhalten wir alsdann die Integral-Invariante: 

fx-^ + fydy+J (2y - 4F) dx - 

— J (2* + 7 If) dy = G =const- 
Die Auswahl der Faktoren in den Fällen (a) bis (d) geschah von 

dem Gesichtspunkte aus, daß die Kombination (a) der Herleitung 

des Flächensatzes entspricht, ferner (c) der entsprechenden Her- 

leitung des Integrals der lebendigen Kraft, während die Kom- 

bination (b) der Kombination (a) entspricht, wobei aber an Stelle 

der Koordinaten die Geschwindigkeiten treten, und schließlich 

die Kombination (d), an Stelle der Geschwindigkeiten in (c), die 

Koordinaten selbst als Faktoren vorsieht, so daß also insgesamt 

nur die Koordinaten resp. ihre Geschwindigkeiten als kombi- 

nierende Faktoren auftreten. 

Wählen wir als weiteres Faktorensystem im Anschluß an die 

Faktoren (b) als System (e) die zweiten Ableitungen—- ÿ und 

-f- x, so resultiert die folgende Gleichung : 



Über die Integral-Invarianten der Störungstheorie 147 

oder bei Umformung: 

dx . .   Ar SU Af dU 
2X ~df ' 2y ~d7 ~~ dt Sy dt Sx' 

so daß die Integral-Invariante folgt: 

(v) J (2* — -I7)d* + J (
2
> + IF) dy = H' 

als besonders einfache Form, wobei wir aber bemerken, daß der 

Faktor von dx gemäß unseren Ausgangsgleichungen (1) gleich 

— ÿ, und der von dÿ gleich x ist, so daß die Summe der beiden 

Integranden: —ÿ  dx x  dÿ = o ist, weil dx — x • dt und 

dÿ = ÿ • dt, das Faktorensystem (e) also zwecklos ist. 

Machen wir jetzt, dem letzten Übergang von (b) auf (e) ent- 

sprechend, weiter den Übergang von (c) auf den Fall (f), d. h. 

auf die Faktoren +2x und +2ÿ, so ergibt sich unmittelbar: 

2 (xf + 2 O)2 + 4 (xÿ — ÿx) = 2 [ÿ + x , 

dx 
oder, da = -JJ usw., und wenn wir die Gleichung sofort in der 

Form einer Integral-Invariante schreiben: 

(VI) 

J — 2ÿ — dx + J \ÿ Ar 2x — ~j dÿ = K = const., 

eine Gleichung, die aber wie (V) nur scheinbar besteht, da die 

beiden Faktoren von dx und dÿ gemäß den Ausgangsdifferential- 

gleichungen (1) gleich o sind, so daß die Konstante K — o und 

die linke Seite der Gleichung (VI) also identisch o ist, als Zeichen 

der Unbrauchbarkeit des Falles (f), also des Überganges auf die 

2. Differentialquotienten von ar und y. 

Zur Erweiterung verbleibt noch der Übergang vom Faktoren- 

system (d) auf ein System mit x und ÿ, was aber identisch mit 

(c) wäre; so verbleibt schließlich als Erweiterung von (b) der Fall 

mit den beiden Faktoren: —y und A~x, was aber identisch mit 

dem Falle (a) ist. Folglich verbleiben nur noch die Faktoren hö- 

herer als der 2. Ordnung in t, von denen wir aber absehen kön- 

nen, weil sie der mechanischen Bedeutung entbehren und nicht 
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den Problemen der Mechanik entsprechen. Werden Integral- 

Invarianten als Kontrollen bei den entsprechenden Untersu- 

chungen im Dreikörperproblem verwendet, so dürften nur die 

oben abgeleiteten Invarianten in Frage kommen. 

Wir wollen weiter untersuchen, welche Integral-Invarianten 

sich ergeben, wenn wir die ursprünglichen Differentialgleichun- 

gen (I) zuerst durch unmittelbare Integration nach t um eine 

Ordnung herabsetzen. Es ergeben sich dann zunächst die fol- 

genden Analogien zu den Gleichungen I : 

(Ia) 
~dj~2y = J i^dt + A 

~dJ + 2* = J V dt + B 

wo die Größen A und B Integrationskonstanten fixieren. 

Da nun -^rr = x = J* dx und analog = f dÿ usw., so folgen 

aus (Ia) unmittelbar die beiden neuen Gleichungen: 

(Ib) 

J dx - 2 J dy - J dt = A 

J dÿ + 2 J dx - J ^ dt = B 

oder, wenn wir in die 1. Gleichung dt = —r— und in die 2. Glei- 
dy . . 

x 

chung dt = —A substituieren, folgen direkt die beiden Integral- 

Invarianten : 

$ dx-2 fdy- j = A 

fdÿ + 2fdx~fjy-^-=B 

wo die 1. Invariante nur von dx, dy und dx, die zweite nur von 

dx, dy und dÿ abhängt. Die alle 4 unabhängigen Parameter 

;r, y, x, ÿ enthaltende Invariante erhalten wir dann nach Division 

der 1. Gleichung durch A, der zweiten durch B in der folgenden 

gemeinsamen Form: 

J fxdx + J fydy + J f.xdx + J/. dÿ = C, 
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wo die Koeffizienten die Bedeutung haben : 

1 au 1 
B 8 y y A ’ 

2 

/• = — A ’ J y B ' 

Unabhängig von den Konstanten A und B erhält man auch, 

z. B. durch bloße Differenz der beiden Gleichungen, die Integral- 

Invariante : 

J gx
dx + J gydy + J g*dx + J g y dy = — A + B = C, 

wo C eine neue Konstante, und die Koeffizienten bedeuten : 

Für die Anwendung der Integral-Invarianten erweist es sich nun 

als nützlich, die Flächenintegrale bei Ableitung aus den obigen 

Gleichungen (I) und denen des Systems (Ia) zu vergleichen. Bei An- 

wendung des früheren Multiplikatorensystems (a) zuerst auf das 

System (I) und dann folgender Integration, alsdann auf das System 

(Ia) ohne weitere Integration, folgen die beiden Gleichungen: 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich also die folgenden 

Ausdrücke für r2 und die Flächengeschwindigkeit x  y —y  x: 

Sx = g y — + 1 • 

(Ilia) 

(III b) 

— A  y -f- B  x — C 

x  y y • x = 2 J ( 

eU
' ' ) dt + y J 

X J ITÿ dt ^ A - y — B  x + 2C. 

au au 
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Diese beiden Gleichungen lassen sich nun nützlicherweise zu 

einer einzigen Beziehung verbinden, da, wenn F die Flächen- 

geschwindigkeit, also x-y—y • x = F, diese auch mit r2 ver- 

bunden ist durch die Gleichung: r2 • ~~ — F, wo v die wahre 

Länge in der Bahn, so daß wir mittels der Beziehung ^ = ö, 

d. h. v — v0 — J Q  dt, wo Q der Quotient der beiden Gleichun- 

gen des Systems 111 b, eine Kontrolle für die wahre Länge ge- 

winnen, wobei v wie v0 die auf die bewegliche ^r-Achse bezogenen 

wahren Längen für den Moment t resp. t = o fixieren. 

Wenden wir jetzt das frühere schon oben auf die Differential- 

gleichungen I angewandte Multiplikatorensystem auf das Sy- 

stem Ia an, so ergeben die Multiplikatoren (a), die schon oben 

erhaltene 2. Gleichung von IIIa, die wir jetzt sogleich als Integral- 

Invariante schreiben wollen: 

§ x • dy — J y  dx + 2 • J (A2 + y2) d t 

= J (*! wJt) dt~ J ly' J dt~ 

— A J y  dt -j- B j' x • dt C. 

Setzen wir hierin dt = resp. dt = so daß: 
x r y 

J>+rV< = /**-£ + J>-f, 

so erhalten wir schließlich die folgende Form: 

(Ib) 

J [~y +2 ? - B f)dx + J (x +2 T + A 7) dy + 

+ SU dx\ 
Sx x I 

dx f / P SU dy \ d y 

* J \ J 8y y ! y 
— C' — const. 

Weiter ergibt das 2. System mit den Faktoren (b): —y und 

+ x direkt : 

2 (x  x + y  ÿ) = x J ~dt — ÿ J dt + Bx — Aÿ, 
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so daß nach Integration die folgende Integral-Invariante entsteht: 

(II b) 

JKJ!rTL-s)*+J>+.f-5r ^A)dy-D', 

wo also wieder zuerst eine erste Integration der analogen von U 

abhängigen Funktionen wie vorher auszuführen ist, um die 

Integral-Invariante in der Normalform erscheinen zu lassen. 

Drittens ergeben die Faktoren (c), also 2x und 2ÿ, die folgende 

Differentialgleichung : 

x2 ÿ2 + 2 (xÿ — yx) = x J* dt -\- ÿ J* —y d t + A • x + B  y, 

so daß nach Multiplikation mit dt und Integration die folgende 

Integral-Invariante folgt: 

(III b) 

J [x-2y- J 2g.dt—A)dX + 
+ J* |JJ> + 2x — J* ~~ dt — dy = E' = const., 

aber sie ist nur scheinbar eine Invariante, weil die Koeffizienten 

von dx und dy auf Grund der Differentialgleichungen (Ia) beide 

gleich o sind, so daß die Konstante E' = o ist. Das Faktoren- 

system (c) ergibt also keine Integral-Invariante. 

Schließlich verbleibt noch das 4. Faktorensystem (d), d. h. 

-j-x und -j-y, womit resultiert: 

x-x+yy=xf-^-dt+yj-^ dt + A  x + B  y, 

so daß die entsprechende letzte Integral-Invariante lautet: 

f L-A-4--4- \^-.^L\dx + 
, J \ * x J dx x I 
(,IVb) + S S Ty ' dy=F'= const

-’ 

wo wieder die von U abhängigen Integrale auftreten, die schon 

in den Fällen (Ib) und (IIb) auftraten. 
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§ 3 (b). Die Integral-Invarianten 

der Koordinaten im „problème restreint“ im Raum 

Es verbleibt jetzt noch die Erweiterung des bisher behandelten 

ebenen Problems auf den Raum, indem wir unseren Differential- 

gleichungen in x, y noch die der 3. Koordinate z entsprechende 
d2z SU 

Gleichung hinzufügen, d. h.: — wo U dieselbe bis- 

herige Definition hat, wobei aber die auf z erweiterten Definitio- 

nen von r\ und r\ nunmehr lauten: 

r\ = (x — x{)2 -j- y2 + z2 und r\ = (x — x2~)2 + y2 -f- z2. 

Wenden wir alsdann, der fixierten Erweiterung entsprechend, die 

folgenden neuen Faktoren auf die um die obige Gleichung in 0 

erweiterten Gleichungen an, und zwar auf die 1. und 3. Glei- 

chung, nämlich: 

ja) —z b) —z c) +2i d) x I 

+ x + x +2 z + , ’ 

so folgt, zunächst nach dem System a): 

x  dz — z • dx + iz  dy = (x 4— — 2 j dt. J \ dz dx J 

3 U 
Wird in dieser Gleichung der Faktor dt in Verbindung mit — 

durch dt = und im Falle von durch dt = —ersetzt, 
dzz 

so folgt bei Integration die entsprechende Integral-Invariante in 

bezug auf die 5 Differentiale: dx, dy, dz, dx und dz, nämlich 

(Ic) 

Ji?' T dx + \z'dy~ Ilk' Tdz-\z'd±+ IX dz = const. 

Im Falle (b) mit den Faktoren —z und + x folgt analog: 

dz 

dt 
. dx , . dy . 8U . dU 
z ~dT + 2 

2 —fr = x -3- 0 ——, dt dt dz dx 

oder in Form einer Integral-Invariante: 

(II c) 

J —— dx 2 J zdy — J* dz + J* zdx — J* x dz = const. 
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Der Fall (c), der früher mit dem Multiplikatoren 2x und 2y zum 

Energie-Integral in der Ebene führte, soll nun durch Anwendung 

der 3 Faktoren 2X, 2y und 2 z auf alle 3 Gleichungen zum all- 

gemeinen räumlichen Integral führen, indem alsdann : 

v2 — x1, + y1 4- z2 = 2 U — C, 

ein Integral, das wir nun in die Form einer Integral-Invariante 

kleiden wollen. Deshalb schreiben wir das Integral in der folgen- 

den Form: 

x  dx -j-y • dy + z  dz = (2 U— C) • dt, 

worin wir der Symmetrie halber setzen wollen: 

so daß alsdann als weitere Form der Integral-Invariante des 

Jacobischen Integrals entsteht: 

(III o 

J[*“T
,
T(

2£
'-O]<** + S[ÿ-jy(*v-o]dy + 

+ J[i —yy(2 U—C)]d3=C'. 

Dieser Form wollen wir noch eine andere Form gegenüber- 

stellen, bei der nicht nur dx, dy und dz, sondern auch noch 

x, ÿ und à als Integrationsvariable auftreten. Deshalb setzen wir: 

v2 = J d(x2 +y2 + z2) = 2 f dU — C, 

so daß bei Substitution von 

dU = ~ dx + ~ dy + ~ dz 
dx dy ^ ' dz 

alsdann die neue Integral-Invariante entsteht: 

J xdx + J y dy + J z dz — 

(HI c") 

J dU 
dx 

dx C", 

worin also die 6 Parameter eines bewegten Massenpunktes auf- 

treten: x, y, z, x, ÿ und 2. 
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Schließlich ergibt sich gemäß dem Faktorensystem (d), also 

+x und -\-z: 

. . . 8U , 8U 
x • x + z • z — ix • y = x -z h z  -x—, J 8x 8z 

also bei Umformung, die Integral-Invariante: 

(IV c) 

$TTFdx + 2 S~z z dU j 
— —— a z - 

~ dz \xd*~l z • dz= const. 

Es liegt nun nahe, dieselben Transformationen mit denselben 

Faktoren auf das um eine Ordnung erniedrigte System der Dif- 

ferentialgleichnungen Ia vorzunehmen, aber es treten in den In- 

varianten alsdann Doppel-Integrale auf, infolge der in Ia schon 

vorhandenen einfachen Integrale, so daß für die Anwendung der 

Formeln in der Praxis unerwünschte Komplikationen eintreten, 

weshalb wir hier von der Entwicklung der Invarianten absehen 

wollen. 

§ 4. Die Integral-Invarianten 

im allgemeinen „problème restreint“ nach Elimination 

der Störungsfunktion 

Wir wollen jetzt weiter, immer im Hinblick auf die Aufstellung 

zugehöriger Integral-Invarianten, das Problem behandeln, die 

Differentialgleichungen des beschränkten Dreikörperproblems, 

wo der störende Körper eine Kreisbahn um die Sonne beschreibt 

und der gestörte Körper mit der Masse o in einer Bahn beliebiger 

Neigung läuft, von der Störungsfunktion zu befreien und ein von 

ihr unabhängiges System von Differentialgleichungen aufzustel- 

len, wie es schon Scholz, wie bereits einleitend bemerkt, versucht 

hatte, ohne aber zum Erfolge zu kommen. Gemäß dem System (1) 

S. 144 können wir setzen: 

(1 a) 

x — 2 y 

ÿ + 24 

su , sul 
-x— — * + ox ox 

SU 
8 y 

,y + 8Uj 
8 y 

8Uy 
8z 
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wo Ux = (l — fi) y + fJ, -- , und deshalb: 

(ib) 

düj_ 
dx 

dUx 

8 y 

8UX 

dz 

, \ ^—x, 
= — (1 — N —pr  r. 

= — (1 — A) 4 — i“ r2 

/0 4 P ' r:,1 

Das Ziel der Untersuchung besteht darin, die Störungsfunktion, 

d. h. hier die Größe r2, den gegenseitigen Abstand zwischen dem 

störenden und gestörten Körper, zu eliminieren. Zuerst ersehen 

wir, daß die 2. und die 3. Gleichung denselben gemeinsamen 

Faktor haben, indem 

fy- = - y [(! — /0 TT + P 7f| und 

^T = -z [(! + ^^J- 

Nun kann aber auch die 1. Ableitung, d. h. -^7- von derselben 

Klammer wie die beiden soeben fixierten Ableitungen abhängig 
S U 

gemacht werden, wenn wir , 1 wie folgt schreiben: 

(id) 8UX   1 1 — jj. 
dx |_ r\ -i- * + o—A> 4 + i« 4 

wo aber außer der allen 3 Ableitungen nun gemeinsamen Klam- 

mer noch ein Term in auftritt, den wir noch eliminieren 
r\ 

können, wenn man statte eine neue Variable einführt: x = £ -j~x2, 

wo £ die neue Variable ist. Setzt man dann noch y — rj und 

z = £ und berücksichtigt, daß die Differenz ;r2— xi — 1 und 

x2 = 1 — fj,, so ergibt sich das neue System der Differential- 

gleichungen in £, rj und £, wo die zu eliminierende Größe r2 jetzt 

nur noch in der eckigen Klammer vorkommt : 

I 2 »y = | + i — /< — f 
1 — ^ 

r\ + 4] —(1 — p) 4 

»? + 2 £ = v 

y I 1 —ft I _ft_‘ 
^ I. r\ ~1“ ri* • 

(ie) 
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Die Elimination des eckigen Klammerausdrucks in allen 3 Glei- 

chungen führt dann direkt zu der folgenden Doppelgleichung in 

t, V> 4 4 V> 4 £,V> £ uncl r
i- 

(if) yf| —2n — £—i +p+(i— ^73-] = y[»? + 2t~v\ = y<f 

unter Elimination von r2 und Reduktion der ursprünglich 3 Dif- 

ferentialgleichungen auf nur 2 Gleichungen, wo jetzt nur noch 

rlt wie im Zweikörperproblem, auftritt. Zerlegen wir die Doppel- 

gleichung in 2 Differentialgleichungen, nämlich: 

(lg) 

y^-  dr\ - 

— dfj -j- 2 — - 
V V 

- dt- 

 dt 

AL-A dt + lL: -/*) -\dt = ^~ 
r{ (, 

dt, 

t 

und bringen sie mit Rücksicht auf die folgende Ableitung der 

Integral-Invarianten auf die Differentialform, so folgt nach 

Multiplikation mit dt das folgende Gleichungspaar: 

(ih) 
y dt;  2 y dï] dt — + C1 — d)  

1 dt = 

dt — dft -f- 2 — dl; - dt = y. 
V V t 

Da das Differential dt für die Bildung einer reinen Integral- 

Invariante lästig ist, wollen wir es durch dt = dt   dr\   dt 

resp. der Symmetrie halber durch dt = — (-^S- + —— 
3 \ £ V 

t 
+ dt 

t 
ersetzen. Alsdann ergeben sich die beiden folgenden Differential- 

Ausdrücke : 

(li) 

— [4- 
3 U 

1 — ß 
tk 

1 — ß 
tk Â] 

dt + 

+ 

+ 

2.1 1 _j_ 1 1 — /X 

t 3 V 3 Sv 

(1 —I*) 
tv 

[—4 
L 3 c 

+ iii 
t 3 

d) 
St 

1 — /* 
3 TT?) dt — 

jdt + jdt 

1 1 

3 I 
dt — ~^rdr,--~dt 

3 V 3 S 
Ldr, — Ldt = 0 
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Bei Integration erhalten wir dann die folgenden beiden Integral- 

Invarianten : 

(tk) 

\f^d£ + Undr)+ J/c^ + [fkdi+ f/^V+ [hdt= C=const. 

jgfdS+ fg„dy + fg(dÇ + fgèd£ + J^drj + $g-cd£ = D-const., 

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben: 

f } [ 1 I i— ft   1 I* . 1 I 
U~ 3 U II 'll <\’ 

dr> | 3 ii 3 I»? I • n 

r __ 1 I i— JFT'“ . _i ] 
A~?U ii tc <Y 

fi = —jr> h = °> /: = 7 > 

1 1 

3 n ’ 

Sk 
1 

f ’ 

c ’ 

wobei noch hinzugefügt werde, daß (l 1) r\ = (f -f- i)a + ??2 + C2 

und die Gleichungen unabhängig vom Potential des störenden 

Körpers sind, was unser Ziel war. In der Praxis wird es zweck- 

mäßig sein, die obigen Gleichungen noch von den lästigen Nen- 

nern zu befreien, und zwar durch die Anbringung der Faktoren 

I • I ' v\ • £ • C in der t. Gleichung und £ rj r\ £ £ in der 2. Glei- 
chung. Ferner wird es zweckmäßig sein, bei der numerischen 

Rechnung d£ = —JJ dt usw. zu setzen, da man an allen Stellen 

der Rechnung die Größen —T— usw. kennt oder unmittelbar aus 

dem Rechenschema ableiten kann. Eine weitere Kontrolle bieten 

auch die aus den obigen Gleichungen (l f) und dann (i e), 2. Glei- 

chung, folgenden Definitionen von —j- und Af, wonach: 
r\ r,t 

= — (v + 2i) — £ + 2Tj + 1 — fl und r 1 7 

jT\=~ ^77- Qi + 2£) + I — 2?) + fi. 
München Ak. Sb. 1955 12 
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§ 5. Dasselbe Problem wie in § 4, aber im Falle 

der Störungstbeorie 

Die soeben abgeschlossenen Betrachtungen bezogen sich auf 

den Fall beliebiger Masse fi des störenden Körpers, jetzt wollen 

wir den speziellen Fall der Störungstheorie untersuchen, wo die 

störende Masse /x klein ist, wie im Sonnensystem, so daß dieser 

Untersuchung eine besondere praktische Bedeutung zukommt. 

Ausgehend von den allgemeinen Differentialgleichungen (l) 

S. 144, setzen wir deshalb, die Koordinaten x, y, z in die un- 

gestörten Teile x0, y0, z0 und ihre Störungen f, rj, Ç zerlegend, 

für den beliebigen Zeitpunkt t: x — x0 + £, y = y0 -j- 

z = z0 -j- f. Dementsprechend wollen wir zuerst die rechten Seiten 
0 U 

unserer Differentialgleichungen: x—-2 y = usw. in der Weise 

zerlegen, daß U = U0 -j- Uv wo U0 = — (x2 + y2) -)- — - 
u 2 ri 

und Ux = —, der erstere Teil also den ungestörten und der 

2. Teil die nur vom gegenseitigen Abstande r2 abhängigen 

und ju proportionalen Störungen fixiert, wenn auch der 1. Teil 

d. h. U0 noch einen Term in /i, aber nur von r1 abhängig, enthält. 

Für die Ableitungen von U, also von U0 und Ult ergeben sich 

die folgenden Ausdrücke : 

8 Up 
dx 

8 Up 
8 y 

8Up 
dz 

, \ X—xx 
= x—(i—/x)- —5^ 

' 1 

= y — 0 — i«) 75- ' 1 

's 

Wy 
dx 

dU-y 

8y 

8Uy 

dz 

Alle diese Ableitungen von U0 und U1 führen bei Entwicklung der 

Koordinaten x, y, z und rx und r2 nach dem Parameter zu 

Termen 1. und höheren Grades in /x, die wir suchen. Die Gesamt- 

heit der Terme vom Grade o in unseren Gleichungen, wenn sie 

also nur von x0, y0, z0 und r10 abhängen, stellt die ungestörte 

Bewegung dar und verschwindet für sich in unseren Differential- 

gleichungen, so daß nur die Terme übrigbleiben, die die gestörte 

Bewegung fixieren, d. h. eine Potenzreihe nach // und f, rj und f. 
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3 U 
Unter diesen Gesichtspunkten reduziert sich zuerst auf 

die folgenden Terme, wenn wir uns vornehmen, nur die Terme 

l. Grades in bezug auf (i herauszusuchen, die Terme 2. und 

höheren Grades alsdann vernachlässigend: 

so daß die Berücksichtigung allein der Terme l. Grades in f, rj, £ 

und /r ergibt : 

0 + 3 ~r (xo ' £ + To ' V + zoO 
'10 

+ 3 TT<>O£ +y0">l + zoO 

+ 3 TW Oo£ +yo'V+ZoO- 
'10 

Die entsprechenden Ableitungen von Ux genügen den folgenden 

Termen l. Ordnung, die alle nur den Faktor /.i besitzen: 

8UX   y0 dUx _   z0 

8x r rf„ ’ dy P r»o > Sz r rs„  

Folglich lauten nun die Differentialgleichungen in f, rj, £ und fi, 

wenn wir nur die erste Potenz dieser Parameter berücksichtigen, 

wie folgt: 

dH 
dt2 

d-r\ 
dt2 

dH 
14P 

- 2 

dV _ t 

dt * 

+ 2 
dS 
dt = V 

(1 -~pr) + y (X°r, ‘ -7?-) + 3^ (*ot+y0V + *„0 
\ ' 10 / \ ' 10 ' 20 / '10 

['--pA + Wo l-pr--pr) +3 jr (x0$ + y0rj + *o0 
\ ' 10 / \ ' 10 ' 20 / '10 

+ /“*o (73--4") + 3 4T OO£ + TO»7 + ^OO- 
\ ' 10 ' 20 / '10 

Um auf Grund dieser Gleichungen die entsprechenden Integral- 

Invarianten zu bilden, multiplizieren wir jede der 3 Gleichungen 
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mit dem Faktor dt, zu dessen Vermeidung aber im System der 

Integral-Invarianten alsdann in Verbindung mit dem Faktor £ 

das Differential: dt = -^ß-, bei v aber: dt = und bei £: 
dt, ^ ^ 

dt = -T- gesetzt werden soll, so daß die folgenden Integral- 

Invarianten entstehen: 

= const. — C 

J d* + J (2 x0ya J_ 
r\o k T) d(~ 

 /[(' —k+3 7t),+ 

Vi2?. _L 
DSo £ 

monst.=Z> 

dt 

= const. = £. 

§6. 

Die Integral-Invarianten unter Elimination der Störungsfunktion 

im asteroidisclien Falle des Dreikörperproblems 

Nach der obigen Behandlung des Spezialfalles des beschränkten 

Dreikörperproblems in bezug auf die Frage der Elimination der 

Störungsfunktion aus den Differentialgleichungen wollen wir uns 

jetzt dem allgemeinen Falle einer exzentrischen Bahn des stö- 

renden Körpers zuwenden, und dabei, nicht wie oben, in bezug 

auf die Koordinaten als Variable, sondern in bezug auf die Bahn- 

elemente. Deshalb gehen wir auf die entsprechenden Differential- 

gleichungen I und II am Beginn unserer Untersuchungen zu- 

rück, wonach für die beiden ausgewählten Elementengruppen 
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a, e, i einerseits und e, w, ft andererseits die folgenden Gleichun- 

gen bestehen: 

(I) ' 

(II) ' 

,/ da . ri de . ,/ di 

Ja ' ~dt ‘ ~dt dt 

I de . 1 dw , / d 01 

8* ’ dt ' ~dt ‘ dt 

dR _ p 
8SI 

8R 
da --R. 

wo gegenüber (I) und (II) gesetzt ist: 

(0 

und analog: 

/I 
/: 

f\ 

— fa :/si 

— fl '  fsi 

= fi ' fsi 

(2) g'.=ge-ga> g'm = gm -ga: g'st, = gsi ' ga> 

WO 

(3) R = k2-m'R' 

also 

(3a) R'=-Z-7* cosV’ 

und A den gegenseitigen Abstand der beiden Planeten fixiert, 

deren innerer die ungestrichelten Elemente und Koordinaten, 

der äußere die gestrichelten Buchstaben trägt. Der Winkel V 

fixiert den Winkelabstand der beiden Planeten an der Sonne, so 

daß die Elimination der Störungsfunktion mit der Elimination von 

A resp. Videntisch ist, da A2 = r2 -f- r'2 — 2 • r • r' cos V. Sub- 

stituieren wir an Stelle von V nach letzterer Definition die Größe 

A in die Störungsfunktion, so erhalten wir: 

(4) R' + ^{r2 + r'2) = R\A,r). 

Bilden wir, dieser Darstellung entsprechend, die nach obigen 

Gleichungen (I)' und (II)' erforderlichen Ableitungen, so er- 

halten wir: 

(5) 

gj” _ dR' 8A , 8R' dr i 8R'   8R' 8A 8(msV) 
da 8A da ^ är ' da Und 8 ft ~ 8A ' S(cosF)‘~Tft ’ 
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so daß wir zuerst die folgenden partiellen Ableitungen zu bilden 

haben : 

(6) 
SR'_   1 I A 
IfA — A2 + rri ’ 

weiter erhalten wir: 

SA 
Sa 

= -j (r — r' cos V) 
Sr 
Sa ’ 

wo 
SR 
Sa 

r 

und der 2. Faktor r — r' cos V, wenn V durch A ausgedrückt 

wird : 

r — r' cosV— 
1 1 r'- . 1 A2 

2 r 2 r ' 2 r ’ 

also 

(7) 

und schließlich: 

tung: 

SA 
Sa 

SR’ 
Sr 

= — • ~ (r2 — r'2 + A2) 
2 aA K J 

V . . 

= pj-, womit die dann gesuchte Ablei- 

(8) + A2) 

wo zweckentsprechend auch gesetzt wird: 

r2 — r'2 + A2 = 2 r(r — r' cosV) . 

Um weiter nun 
SR' 

SSI 
zu bilden, ist noch 

und 8 — abzuleiten. 
o Sl 

 SA 

8 (cosV) 

r • r' 
A 

Zur Bildung des letzteren Differentialquotienten ist zuerst V 

einer sphärischen Betrachtung zu entnehmen. Auf der helio- 

zentrischen Einheitssphäre seien P und P' die den beiden 

Planeten entsprechenden Richtungen auf der Sphäre, ferner Sl 

und ft' die beiden Bahnknoten auf der ekliptikalen Grundebene, 

ferner A der Schnittpunkt beider Bahnen, so daß PS = s, 

P'S = s', 5ft = ff, 5ft' = er', schließlich i und i' die beiden 

Bahnneigungen und J der Winkel zwischen den beiden Bahnen. 

Dann sind die Längen von A in bezug auf die beiden Bahnen: 

T = ft + er und T' = ft' + a' (s. Figur). Um die partielle Ab- 

leitung — Cg^ ^ bilden zu können, gehen wir aus von der Dar- 

stellung: cos V = cos s cos s' -f- sin J sin s' cos J, wo J und dazu 

a= S ft und cr' = 5ft' aus dem Dreieck S ft ft ' bekannt werden, 
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und zwar mittels der Winkel i', n — i und ft — ft'. Auf Grund 

der Darstellungen von A und F beruht nun die Unabhängigkeit 

der Gleichungen (I') und (II') von A auf der Unabhängigkeit von 

s', dem Abstande des störenden Körpers vom Bahnschnittpunkt 

S, also von der Länge s1, vom gemeinsamen Knoten A gezählt. 

Nun wird gemäß der letzten Darstellung von cos V: 

8 (cos V) 

~8 nT~ 
cosj  smj 

8 s .,8s'. 
cos, sin, — + 

(9) 
I’/ ^ £ T I / 3 s j 
+ Sin S COSi* TT— COS / + Sin S COS S -r-pr cos / - 

0 Sl J o Sl 

, • T 3J 
— sins sins sinJ • —, 

so daß die Ableitungen und ^ ZU bilden bleiben, 0 a sl 8 il 8 sl 
und zwar mit Rücksicht auf die weiteren Definitionen von s und s1, 

wonach s = v — r und s' — v' — r' gesetzt wird ; dabei fixieren v 

und v' die wahren Längen der beiden Planeten in der Bahn und 

sind als unabhängige Variable im Störungsproblem unabhängig 

von ft und ft', so daß deshalb: und analog 
8s' 8z' . . 8il 8Sl 

~ — ~8SÏ' exP^zden Ausdrücke dieser letzteren Ab- 
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leitungen sind nun von Tisserand in seinem „Traité de Méca- 

nique Céleste“, Bd. I pag. 323 gegeben, wonach 

/ v 8 s I , sin i' 
<10) Fa L1 -<  

cos (T' — Sl') 
sin/ ] 

8 s' 

8SI 

sin i cos (r — Sl) 
sin J 

3/ und g-^r- = sin i sin (r— ft) = sin i' sin (T' — ft'). Da nunmehr 
8R' 

alle Koeffizienten in dem Ausdruck für ~r- bekannt sind, re- 
el Sl 

sultiert, wenn noch abkürzend 

(11a) 

gesetzt wird: 

F = — + — q3 m r,3 

8R' _ I j-. 8(cosV) 

8SI = ~ r ' T * ' dSl 

(11b) T * T * 
8 s . ds 

COSi" <- Sin J + Sinj cos /} + 
o Sl o Sl 4 

+ sinj 
ds1 8s T . . T 81II C°SJ _ + C0SJ _ cos/ - sin, 

8R' 
Analog erhalten wir die entsprechende Form, wobei wir der 

früheren Formel entsprechend 

8R' 
= — • F  (r — r' cos V) H 

Öd 
n K
 ' n * r'° 

setzen wollen, so daß wir dann die folgende Darstellung erhalten: 

(12) 

8 R' 
= — • F • (r — r' COSJ' • cos s' — r' sin J • sin s' • cos /)  

/7 \ J / a. y A 

Folglich ergeben sich die beiden Differentialquotienten von R' 

nach a und X als lineare Funktionen der zu eliminierenden Funk- 

tionen cos s' und sin s' in der folgenden Form: 

(13) 

8R' 
8 a 

8R' 

8Sl 

R'a — a  F + ß  F cos s' + y F sinF + ô 

R'n ß' F  cos s' + y' F • sinF, 
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wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben: 

165 

(H) 

r2 n rr' r • r' . T k a =—, p = cosj, 7 = sm^cosy, 0 = - 
CL CL & 

Ol ,1.8s. Si' r\ ß'= + r-r' ^sms^-sms—cos/y 

I 1 I Si' Si J  r 8 J\ 
V ~ + rr [cos s — - cos cos/ + suit sm/ 

ar >3 

wobei die auch hier auftretenden Koeffizienten und 

oben bereits als Funktion der Bahnelemente definiert wurden. 

Unsere Aufgabe ist nun die Elimination der Größe s' aus den 

beiden Gleichungen für R'a und Rwodurch dann eine einzige 

Gleichung zwischen den Ableitungen R'a und R'^ entsteht, die 

die gesuchte Beziehung fixiert, wenn wir 

05) 
=/; 

und 

da 
dt 

I rn de 
+ S‘ ~dt 

di 

dt 

T-,/ // de . // doj 
Ra = ge -T7 + gu> - dt 

1 // d Sl 
~dt' 

wo /” = fa : k\m' usw., substituieren. Man erreicht die genannte 

Elimination durch die Auflösung der beiden in F • cos s' und 

F • sin s' linearen Gleichungen (13) und dann folgende Quadrie- 

rung und Summierung, so daß wegen des in der Gleichung für 

R'a noch verbleibenden Termes a • F eine quadratische Gleichung 
in F übrigbleibt, womit dann also F, folglich auch A, V und s' 

als Funktionen von Ra und Rerscheinen. Wir erhalten dem- 

nach zuerst: 

(16) 
F • cosF = ± [7' {R'a —- <5 — aF) —- 7^] 

F • sinj' = -ß [ß.R'n-ß'(R'a-0-aF)] 

wo die Determinante D — ß  y' — 7 • ß'. Bilden wir nun zur 

Elimination von s' die Summe der Quadrate und ordnen die neue 
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Gleichung nach Potenzen von F, so resultiert die in F quadra- 

tische Gleichung: 

(17) 

/L • F2+ 2/2• F= /3, wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung 

haben : 

fi<ßY'~yßy-^\r+yli)J^a(r+y'i){K-^-a{ßß'+yy')Rsl 

A<r+y'2) {K-t)*+(,ß2+f-)RZ-2(ßß' + yy') {R'a-S)RZ. 

Somit lautet die Lösung nach F bei gleichzeitigem Übergange 

zur Lösung nach A : 

(18) F = d3 il-A ± Vfï + A A], J1 

womit jetzt auch A als Funktion der /, d. h. von s fixiert ist. Die 

Koeffizienten der Gleichung für F können noch wesentlich ver- 

einfacht werden, insbesondere durch das Wegheben von Termen 

und Entstehung gemeinsamer Faktoren in fx • /3 /2
2, so daß 

sich die folgenden vereinfachten Ausdrücke ergeben : 

fiA+fl = (ßy'- Yß')2 x 

{l9\[(ß'z+y'z)(R'-ö?+A2-ß2-y2)Rl-2{ßß'+Yy') (K-«)**]* 

also eine in R'a und R'^ quadratische Form, während sich für 

/2 die folgende lineare Form ergibt: 

(20) /2 = a(r + y'2) (K - <5) - <ßß' + yy') Ri 

Außer der Funktion F als Funktion der /,• benötigen wir zur 

Substitution in die Gleichung für (13) R'a noch die Größe A2 als 

Funktion der wofür sich nach der Definition von F als Funk- 

tion von A ergibt: 

(21) ZI = 
n F-r

,! 

so daß folglich: 

(22) K 
1 

2 a 
F  + 

]Ü(i — F- P3)2 

worin für F noch der obige Ausdruck als Funktion der /,• zu 

substituieren ist, wo die fi Funktionen der Ableitungen R'a und 
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R^ mit von den a, ß, y, ß', y', also von J-, r, r’ abhängigen Koeffi- 

zienten sind. Ersetzen wir dann schließlich die Funktionen Ra 

und R^ durch die früheren Ausdrücke: 

Ksi — J a -yft r Je -JJ i- Ji ~JJ 
(15) und _ 

-pt n de 1 11 doi 1 u d 
Ka — SE dt dt ' Ssi' ’ 

so ergibt sich hiermit die gesuchte Endgleichung, d. h. die Diffe- 

rentialgleichung zwischen den 6 Bahnelementen nach Ausschal- 

tung des Potentials -j- aus den ursprünglichen beiden Gleichun- 

gen. Die gemeinsame Gleichung ist aber keine lineare Dif- 

ferentialgleichung zwischen den zeitlichen Differentialen der 

Elemente, sondern eine algebraische Gleichung höheren Grades 

zwischen den R'a und Rd. h. den linearen Beziehungen zwi- 

schen den Zeitdifferentialen der 6 Elemente. Es bleibt zu bemer- 

ken, daß R'a nach der Darstellung (8) nur von A abhängig ist, 

nicht aber außerdem von cos F und sin s', cos s und sin s, wie es 

für R'ft nach (5) und (9) der Fall ist, so daß dieser Weg über 

R'a der einfachere ist, zum Ziele zu gelangen. 

Plätten wir aus den obigen beiden Gleichungen (13) für R'a 

und R^ nicht s' eliminieren wollen, sondern F, so sind die ent- 

sprechenden beiden Gleichungen auf die folgende Form zu brin- 

gen: 

' F (cosF + y' • ^ \y'(R'a - 8) - y 

(23) / X 
A(sinF - ß' [ßK - ß' (K - à)], 

so daß bei Elimination von F durch Division beider Gleichungen 

die folgende Gleichung in s' verbleibt: 

[cosF+ /•-£-] [ßR'a — ß' (R'a — <5)] 
(24) 

= [sinF - ß' -g-] [y'(R'a - 8) - y . 

Folglich ergibt sich cos s' oder sin s' aus einer Gleichung 2. Gra- 
des, wie vorher auch F aus einer Gleichung desselben Grades 

folgte. Die Substitution der Lösung in jede der beiden Glei- 
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chungen (23) ergibt dann F, und zwar wieder als Funktion von 

R'a und R^ und cos J und sin s, womit wir wieder zu dem Aus- 

gangspunkte, der Bestimmung von A und der Substitution von A 

in die nur von A abhängige Gleichung für R'a zurückgekehrt sind. 

Nach dem soeben behandelten Falle der Bewegung eines inne- 

ren Asteroiden bleibt jetzt die dem Falle eines äußeren Asteroiden 

entsprechende Untersuchung auszuführen. Alsdann geht zu- 

erst die bisherige Störungsfunktion R — k2 • m' • R' über in 

S = k2 • m • S', wobei die Funktion R' = —; • cos V über- 

geht in: S' = —j • cosV, indem nur r mit r' und r' mit r 

zu vertauschen ist, wobei der gegenseitige Abstand der Körper 

A2 = r2 + r'2 — 2 • r • r' cos V unverändert bleibt. Im früheren 

ersten Falle handelte es sich um die Elimination der Variablen s', 

der Länge des störenden Körpers, gezählt vom gemeinsamen 

Knotenpunkt der Bahnen beider Körper ?;z und wz'; dementspre- 

chend ist jetzt j zu eliminieren. Da nun die Größen s und s' ex- 

plizit in R' wie S' nur in der Funktion cos V = cos s • cos s' + 

-f- sin .r • sin s' • cos J auftreten, so bleibt die Vertauschung von J 

mit s' und umgekehrt im Faktor cos V wirkungslos, während die 

Faktoren im Nebenteil der Störungsfunktion sich ändern, ent- 

sprechend der Vertauschung von r mit r' und umgekehrt. Dem- 

entsprechend haben wir weiter beim Übergänge zum 2. Falle in 

unseren Differentialgleichungen (13), auf den rechten Seiten die 

Koeffizienten cosV und sinr' mit cos.f und sinj, ferner a mit o! 

und Sl mit Sl' zu vertauschen, entsprechend auch den Koeffizien- 

ten F = ü- -f- Ü3- mit G = -ü -)—" uncj schließlich die 

Koeffizienten a, ß, y, Ô, ß', y' mit a1, ßlt ylt öv ß\, y'lt da in deren 

Definitionsformeln an Stelle von cos J und sin s jetzt s' auftritt, 

so daß wir die neuen Formeln gewinnen: 

(2 5) 

®i = -p-, Pi = coss - y 1 = -~äT slnJ ' cosJ> öi = ~ L'LÜ’ 

pi /{ . / ds . f ds TT 

' Pi~rr [sms ää'~sms sïvC0S^J 

/ #| lös ids j • / • -r dJ 1 

Yi- + rr [+coss g^-cos* g-^-7cos/+ smi sm/^j, 
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mit den zugehörigen neuen Differentialgleichungen : 

(26) 

8S' 
8 a' 

- = 5', = axG + ß\G coss + y\G sin.? + 

8 S' 

dH 
- — s'. 
' — °o' 

ß\  G coss + y1 G sins, 

wo die neuen Ableitungen von s und s' jetzt nach ft' die folgende 

Bedeutung haben : 

8T sin i' cos (r'—-ft') 

(2 7) 

8 s 

0ft7 

8 s' 

8 ft' sin J 

sinz COS(T — ft)\ 
sin/ ) 

und 
0ft' 0ft' \ 

= — sinz sin(r — Sl) = — sin/ sin(r' — ft'). 

Die weitere Behandlung ist dann völlig analog der des ersten 

Falles, wo der störende Körper außerhalb der Bahn des Asteroi- 

den lag. 

§ 7. Die Elimination der Störungsfunktion 

im allgemeinen Falle des Dreikörperproblems und die 

zugehörigen Integral-Invarianten 

Im 3., allgemeinsten Falle, wo beide Massen m und m' 

von o verschieden sind, besteht unsere Aufgabe gemäß unserer 

obigen Formulierung in der Elimination nun der beiden Größen 

s und s' aus den jetzt 4 Differentialgleichungen (13) und (26), 

die zur Darstellung der Integral-Invarianten herangezogen wur- 

den. Unser Leitgedanke zur Elimination der Variablen J und s' 

kann auf der Darstellung von s' und F in den Gleichungen (23) 

entwickelt werden, da nach der Elimination von F aus (23) die 

Gleichung (24) eine in cos s' und sin s' lineare Gleichung darstellt, 

der wir die Form geben: (28) c - cos s’ d  sin.?' = <?, wo die 

Koeffizienten c, d und e durch die Koeffizienten ß, y ß' und y' 
nach (14) Funktionen von J sind. Würden wir alsdann die auf den 

vorhergehenden Fall bezüglichen auf den 3. Fall übertragbaren 
Formeln ebenfalls auf die Form: (28') c' • cos s' + d'  sin / = e' 
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bringen, wo die Koeffizienten folglich auch Funktionen von J sind, 

wie c, d und e in (28), so könnten wir cos s' und sinri auf Grund 

der beiden Gleichungen (28) und (28') als Funktionen von r dar- 

stellen, um damit dann mittels der Operation: cos2s' + sin2ri = 1 

die Definitionsgleichung für s als Funktion von R'a, RS'a, und 

S'^ zu erhalten. Dann aber folgen auch sofort rückwirkend sin s' 

und cos F als Funktionen der soeben fixierten Ableitungen von 

R' und S'. Ebenso folgen dann auch F = —• -f- aus (23) 

und G — — —jy + aus der zu (23) analogen, dem 3. Falle 

entsprechenden Gleichung als Funktionen von s, also auch als 

Funktionen der Ableitungen R'a, R1^, S'a, und S'^,. Dann folgen 

weiter auch die linken Seiten, d. h. R'a, R^ und ebenso Sa- und 

S'^. nach den Ausgangsgleichungen (13) und (26) bei Substitution 

von F, G und s' auf den rechten Seiten als Funktionen von R'a, 

RS'a, und S'^,, aber nicht als linerare Funktionen dieser Ab- 

leitungen, sondern in komplizierter Form, so daß schließlich bei 

Darstellung aller 4 Ableitungen R’a, R^, S'^, und S'^r durch ihre in 

den 
da de d Sl da' de' dSi' 
dt ’ dt ' ' ' dt ’ dt ’ dt ' dt 

linearen Ausgangsdarstellungen keine linearen Integral-Invari- 

anten erhalten werden können. 

Zwecks nunmehriger Ausführung der soeben fixierten Skizze 
8S' 

haben wir zuerst die rechten Seiten der Ausdrücke für -7—und 
8S' da 

in Abhängigkeit von s' statt von J zu bringen, so daß wir 

erhalten : 

(29) 

85 
da 

fjjr = ß-2 G cos s' + y'2G sin F 

r = a2G + ß2G coss' + y2G sinF + ö2 = S'a, 

— 9'   O o 

Die neuen Koeffizienten ci2, ß2, y2, ß'21 Y 2 unterscheiden sich 

dann von denen im 1. Falle, Gleichung (13) dadurch, daß R' mit 

S', also r mit r' und r' mit r, ferner a mit a' und die Ableitungen 

nach a und Si mit denen nach a! und Si' zu vertauschen sind. Die 

neuen Koeffizienten genügen dann den folgenden Darstellungen, 

im Anschluß an die Darstellungen in den Gleichungen fl 3): 
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(30) 

~r» ßz ^-^^-coss, y2 = --^-sinJCos/, <52 = -^ 
rr 

, , I . ds . ds' r\ 
ß2 = + r-r' l+sm^^-sm^cos/) 

y2 = + rr 
(COSf0iT" 

T r df 
cosr 77777 cos / + sinr • sin / -7777 ^ •'oft d ft 

Aus den obigen Gleichungen (29) ergeben sich nun die neuen 

zur Elimination von G dienenden Gleichungen: 

6 (cos/ + y'i 2=77) = -Jx, [^2 ^2) — y2-
S
"ä'] 

(30 , \ 
G (sins' - ß'2 -ÿ) = [ß2 • S'^, ~ ß'a (S'a,-02)], 

wo die Determinante D2 = /?2y2 — y2/?2- Durch unmittelbare 

Elimination von G ergibt sich dann die folgende Gleichung: 

[cos/ + y' -g-] [ß2 • S'a. - ß'2{S'a, ~ (52)] 

(32) 2 

= [sin/ -ß'zj^Y [Vz(S'a. - ö2) ~ y.^.], 

so daß wir schließlich, zuerst gemäß der früheren Gleichung (24) 

und dann nach (32) die folgenden beiden in cos s' und sin s' 
linearen Gleichungen erhalten : 

(33 a) c • cos s' -j- d • sin s' = e und 

(33 b) c' cos s' -f- d' sin s' = e', wo nach obigen Definitionen 

C = ßR^-ß\K-d), d = -y'(R'a-ö)+yR'a 

(34 a) 
e=-Y'i[ßK'sl-ß'(R,

a-fi)]-ß'£ly'(R'a-ö)-yR'sl], 

wo D - ßy' — y ß' und weiter : 

(34 b) 

= ßA~ß'2 A~ à*), d' = -y'(S'a,- ö2) + y2Sft, 

e' = ~ * Ä [ß2 ' S'v ~ ß* ^^ - 

ß'z TT Wi A — àj —y2 S^,], 

wo D2 = ß2y'2 — y2ß2. 
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Dabei sind die Koeffizienten c, d, c' und d' durch die Koeffizien- 

ten ß, ß', y und y' in cos s' und sin s' lineare Funktionen, während 

die Koeffizienten e und e' von cos2 s, sin2 s' und sin s' • cos s- 

abhängig sind, so daß die Determinante E = cd' — de' der 

beiden Gleichungen (33 a) und (33 b) von cos2
 J, sin2

 J und 

cos s' • sin s abhängig ist. Da die Auflösung der beiden Gleichun- 

gen (33 a) und (33 b) ergibt, daß (35 a) cos s' = -g- (e  d' — de') 

und (35 b) sin K = (c  e' — e c'), so erhalten wir mittels 

E2 = (e • d' — d  e')2 + (c  e' — e • c')2 die gesuchte Gleichung 

in bezug auf s-, in Abhängigkeit von den Ableitungen R'a, R'a, 

Sa> und S'ft. In bezug auf den Grad der Gleichung ergibt sich 

das Folgende. Die Größe E2 ist, wenn alle einzelnen Glieder so- 

weit möglich auf cos J reduziert werden, zusammengesetzt aus 

Termen der Form: cos4 s-, cos3 s- • sin s-, cos2 J und cos s  sin s, 

andererseits setzt sich ed' — de' zusammen aus Termen der 

Form: cos3 s, cos2 j • sin s, cos J und sin s, ebenso die Funktion 

ce' — ec' aus Termen der Form: cos3 s', sins' • cos2 s', cos s', sin s. 

Reduzieren wir dann alle trigonometrischen Funktionen auf tg s 

und berücksichtigen, daß cos2 s' = (1 + tg2 s')-1, also analog 

cos-2 s', so ergibt sich folgende Form für E2: 

(36) E2 = (t + tg2 s')-2 -/(const., tg s', tg2 s, tg3 s'); 

analog wird 

(ed' — de')2 = (1 + tg2/-3 • (const., tgj, tg2s-, tg3j]2, 

und schließlich: 

(c • e' —ec')2 = (1 -f- tg2s-)-3 • \h (const., tgs', tg2s-, tg3s-)]2, 

und folglich als Endgleichung in s': 

(1 + tg2s-) [/(const., tg s', tg2 s', tg3s-)]2 

(37) 
= [g(const., tgs-, tg2s-, tg3 s-)]2 + [h (const., tgj, tg2 s', tg3s], 

womit die Lösung in s- auf eine algebraische Gleichung 8. Gra- 

des in tg s- reduziert ist. 

Wäre eine analytische, allgemeine Lösung dieser Gleichung 

möglich, so würden die Funktionen tg s und ebenso auch F 
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und G Funktionen von R'a, RS'a> und S'^,, so daß bei Substi- 

tution dieser Funktionen in die rechten Seiten der Gleichungen 

(13) und (29) unser Ziel erreicht wäre, indem die neuen Gleichun- 

gen alsdann die gesuchten Beziehungen zwischen den soeben 

fixierten 4 partiellen Ableitungen von R' und S' darstellen, un- 

abhängig von den Variablen J und s', die zu eliminieren waren. 

Wenn dann weiter allgemein in die letztgenannten Gleichungen 

Hi 
de 
dt 

r/ jn da jt 
sv = h°'Glt+h‘' 

r! / dl J-y f 

-dt ’R“ 

di' 

ge 

de n 

ITt + 

dd 

da) u 

1t 

j 11 CL 1 nt j /1 a e , /1 d co j, 
+ ~~rr 1 =A-~T-+ k„,  —TT- + k dt dt dt dt 

d fl, 

11' 

dJV 
dt 

substituiert würde, so erscheinen die gesuchten End-Differen- 

tialgleichungen zwischen den Differentialquotienten 

da de da’ d 91 

dt ’ dt dt ’ dt ’ 

aber in solcher Form, daß die Bildung einer zugehörigen Inte- 

gral-Invariante nach der durchgeführten Elimination des gegen- 

seitigen Abstandes der beiden Planeten, resp. der Winkel s und s1 

nicht möglich ist. Dagegen ist eine rein numerische Durchfüh- 

rung in dem konkreten Falle eines Problems der Störungstheorie 

zum Zwecke der Kontrolle der entsprechenden numerischen 

Rechnungen möglich und bietet sogar einen Vorteil, der für die 

Praxis der Störungstheorie nützlich und deshalb wichtig ist. 

München Ak. Sh. 195, 13 


