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Aus Gesprichen mit Gustav Herglotz

Von Heinrich Tietze in Miinchen

Vorgelegt am 3. Juli 1953.

Im engen Rahmen eines Nachrufs! auf den heimgegangenen
Freund habe ich davon gesprochen, dal3 schwerlich feststellbar
ist, wieviel an gelegentlich gesprichsweise geduferten Gedanken,
an Bearbeitungen einzelner Probleme oder an vereinfachten Be-
weisdarstellungen man ihm verdankt. Zu den l. c. erwéhnten Bei-
spielen seien hier zwei weitere angefiihrt.

1. Es ist bekannt, daB firr jede abgeschlossenc beschrinkte
Punktmenge M der Ebene aus der Eigenschaft a), konvex zu
sein (d. h. mit je zwei Punkten deren Verbindungsstrecke zu ent-
halten), die Eigenschaft b) folgt, da3 durch jeden ihrer Randpunkte
eine Stitzgerade g geht (derart dal auf einer Seite von g kein
Punkt von M liegt); desgleichen umgekehrt a) aus b). Auf die
Frage, die ich mir, von anschaulichen Betrachtungen ausgehend,
cinmal vorlegte, ob fur zusammenhingende Mengen A/ die
Eigenschaft a) auch gefolgert werden kénne aus der (gegeniiber
b) schwicheren) Eigenschaft ¢), daB in jedem Randpunkt A4 von
M eine Stiitzstrecke s vorhanden ist (derart da3 4 der Mittel-
punkt von s ist, und innerhalb des Kreises um A4 {iber s als Durch-
messer auf einer der Seiten von s kein Punkt von A7 liegt), ergab
sich eine negative Antwort, wie Beispiele? zeigten3. Als ich da-

1 Erscheint im Jahrbuch der Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
1953.

® Sei beispiclsweise 47 die Punktmenge, bestehend aus den Punkten einer
Kreisfliche zusammen mit den Punkten einer Strecke, die den Kreis in einem
seiner Peripheriepunkte, 2, beriihrt. Andere Beispiele siche 1. c.3, S. 172,
Nr. 4, Beispiel C und I. c. 3, S. 395, Nr. 1, Beispiel 4.

% Wohl aber ist die Konvexitiit gesichert, wenn A7 die Eigenschaft ¢) hat
und der zusitzlichen Forderung geniigt, die abgeschlossene Hiille einer zu-
sammenhiangenden offenen Menge zu sein; vgl. Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik, 158 (1927); ebenda die Erweiterung auf » Dimensionen.
Minchen Ak. Sb. 1953
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mals (wohl 1926 oder 1927) Herglotz bei einem seiner Besuche in
Miinchen von diesen Dingen erzihlte, meinte er, es kénnte viel-
leicht sein, dall man auf Konvexitit auch schlielen kénne, wenn
man fir jeden Randpunkt das Vorhandensein einer Stiitzstrecke
von fester Linge fordert!. Diese Vermutung konnte ich dann
tatsdchlich (unter Verallgemeinerung auf beliebig viele Dimen-
sionen) als richtig erweisen®. Ich habe damals . c. der gesprichs-
weisen Bemerkung von Herglotz nicht Erwihnung getan, da ich
mir dessen bewuf3t war, dal} alle die Probleme, die ihn beschif-
tigten und deren Kldrung er seine Kraft widmete, ungleich tiefer
lagen als eine geringfligige Frage, mit der ich mich gerade herum-
schlug. Thn in Verbindung mit meiner Frage zu nennen, mochte
nach meinem Empfinden eher etwas anmaBlich erscheinen. Als
nachher der Fragestellung auch von anderen Seiten ein freund-
liches Interesse entgegengebracht wurde, bedauerte ich meine
vormalige Scheu. Und wenn Herglotz selbst wohl nie gewlnscht
hitte, von seiner hingeworfenen Vermutung viel Aufhebens zu
machen, so war sie doch kennzeichnend fiir seine Fahigkeit, den
Dingen auf den Grund zu sehen.

2. Auf einem Spaziergang in der Umgebung Géttingens er-
zahlte mir Herglotz u. a. von einer Art, die Differenzierbarkeit
einer Funktion f(x) an einer Stelle @ so zu definieren, daf3 sich die
Regeln des Differenzierens daraus besonders glatt gewinnen las-
sen; nidmlich durch die Méglichkeit einer Darstellung

(1) F@)—f(a) = o (x; @) . (x—a),

wo o (x; @) cine an der Stelle x = a stetige Funktion von x ist.
Wird als Ableitung /' (@) der Wert ¢ (a; @) = lim o (x; a) definiert,
X->a

so deckt sich die Definition inhaltlich mit jener als Differential-

quotient lim f(x; :Z(a) ; und Differentiationsregeln wie die flir

X—=>a

file) + fo(x), fi1(x) fo(x), f(lf) flieBen aus der Ublichen Defini-

tion nicht leichter als aus (1). Wesentlich vorzuziehen ist aber (1)

* In dem in Anm. 2 gegebenen Beispiel sinkt fiir Punkte der Kreisperipherie,
die sich Z nihern, die Linge ihrer Stiitzstrecken unter jede positive Zahl.
5 Math. Annalen 99 (1928) S. 394-398.
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bei Herleitung der ,Kettenregel” fiir eine zusammengesetzte
Funktion 7 (x) = g (f (). Diesc Regel ergibt sich namlich aus
(1) und der analog durch

(2) g)—g )= Y u; 8)- (u—10)
nebst

g'(8) = y(6; 6) = lim 4 (w; 6)

dargestellten Differenzierbarkeit von g («) an der Stelle 6 = f(a) -
u. zw. bloB mittels des Satzes von der Stetigkeit der aus stetigen
Funktionen zusammengesetzten Funktionen — sofort gemal

(3) F(x)—F(a)=g(f(x)) —g (f(@) = $(f(); f(@) @ (x; @) (x—a)
somit
(@ F'(a) = Y(f(a); f(@) - 9(a; @) = &' (f (@) " ['(@);

also unter Vermeidung jener beschwerlichen Fallunterscheidung,
die mit der Umformung
F(x)—~Fla) _ gl)—gb) [flx)—fla)

(s) T x—a u—"b T x—a
verknlipft ist, wenn auch solche Fille mit beriicksichtigt werden
sollen, in denen es in jeder Nihe von a Stellen x gibt, wo f(x) den
Wert f(a) hat, so daB die Erweiterung des Bruches (5) mit dem
(dann null werdenden) Faktor « — 6 = f(x) — f(@) nicht zu-
lassig ist.

Eine mit (1) gleichwertige Kennzeichnung der Differenzierbar-
keit liegt in der Formel

©) JE+8—f(0) == 8+Ep0
mit der Festsetzung p(0) =0 = gl_r)r(} o (&), wie sie O. Stolz, L c.b,

p- 28, gibt, ohne sie jedoch fiir die Herleitung der Kettenregel fiir
zusammengesetzte Funktionen heranzuziehen, fiir die er vielmehr

¢ A. Genocchi-G. Peano, Calcolo differenziale e principii di calcolo inte-
grale, Torino 1884; s. die deutsche Ausgabe von Bohlmann und Schepp, 1899,
Nr. 37, p. 37, 38; O. Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrech-
nung, Bd. I (1893), Nr. 14, p. 45, 46. Vgl. dazu etwa auch G. Kowalewski,
Einfihrung in die Infinitesimalrechnung, Aus Natur- und Geisteswelt, Nr. 197
(1908), § 32.
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nach Peano die erwihnte Fallunterscheidung macht®. Vielleicht
hat Herglotz die Darstellung (1) aus der Stolz’schen — unter Zu-
sammendrangung auf einen noch einfacheren Kern — entnommen,
wobei es sehr wohl méglich ist, dal3 die gleiche Wendung auch in
manchen anderen Vorlesungen oder Lehrbiichern vorgenommen
wurde?. Seit er mir nun von dieser Darstellung erzihlt hatte, habe
ich in Vorlesungen, sobald die zusammengesetzten Funktionen
darankamen, zu der iiblichen Definition der Differenzierbarkeit,
unter Berufung auf Herglotz als Quelle, auch jene durch die Dar-
stellung (1) gebracht, die ja auch fiir die vollstindige Differenzier-
barkeit von Funktionen f(x) = f(ay,...,x,) von mehreren
Verdnderlichen brauchbar ist®, wenn, dabei f(ay, . . ., a,) = f(a)
gesetzt, die rechte Seite von (1) durch 2 oy (x;a) (r,—a)
ersetzt wird® und die o (x; @) = ¢y, (g, .. ., x,; ay, .. ., a,)
als an der Stelle (x) = (), d.h. (2, ..., x,) = (ay, . . ., a,) stetige
Funktionen von (x) genommen werden, die freilich, bei gegebe-
ner Funktion f(x), fir #>>1 nicht eindeutig bestimmt sind?,

" In der Tat hat mir Herr Perron dieser Tage erziihlt, daf er in seinen Vor-
lesungen seit lingerer Zeit im Hinblick auf die Herleitung der Kettenregel
ebenso vorgegangen sei, und er hat mich nachher noch hingewiesen auf Sal-
vatore Pincherle, Lezioni di Calcolo infinitesimale, t. I, 3. ed., Bologna
1926 (prima ed. 1915), wo die Kettenregel zuniichst (No. 151, p. 132) mit der
Umformung (5) hergeleitet wird, dann aber (p. 133) gestiitzt auf die Kenn-
zeichnung der Differenzierbarkeit in der Gestalt (6), bei analoger Darstellung
(No. 234, p. 216; No. 246, p. 228, 229) fiir Funktionen mehrerer Verinder-
licher. Vgl. auch J. Lense, Vorlesungen tiber hdhere Mathematik (1948) p. 38.

8 Bei der aus bekannten Ursachen entstandenen Schwierigkeit, cine an-
nihernd vollstindige Einsicht in die einschligigen Publikationen zu gewinnen,
vermag ich nicht zu sagen, welche Stellen in der Literatur hier am passendsten
anzufithren wiren. Es sei aus dlteren Werken etwa hingewiesen auf Dela Val-
lée Poussin, Cours d’Analyse infinitésimale, t. I, 3.éd. (1914) p. 140, 5. ¢d.
(1923), p. 110-114; doch wird dort bei der Kettenregel nicht der unten (Anm.
10) hervorgehobene Standpunkt eingenommen, daf3 die Differenzierbarkeits-
voraussetzungen jeweils nur fiir eine Stelle gefordert werden miissen. Das
Werk W.H.Young, The fundamental theorems of Differential Calculus,
Cambridge 1910, das De la Vallée Poussin L. ¢., 3.éd., p.V, zitiert, konnte
ich nicht einsehen.

9 Eingeklammerte Indizes sollen, ebenso wie in Anm. 10, die Nummer der
Variablen angeben, auf die sich eine Differentiation bezieht.

10 Ebenso wie fiir die Giiltigkeit der Kettenregel (4) die Differenzierbarkeit
von f(x) bzw. g(x) nur an der einen Stelle ¥ = a bzw. # = 4 erforderlich ist
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(an allen anderen Stellen konnen die Funktionen sogar unstetig sein), so ist
das Entsprechende zu sagen liber die analoge Kettenregel fiir Funktionen
mehrerer Veranderlicher, die aus vollstindig differenzierbaren Funktionen zu-

sammengesetzt sind. Aus

Fu (@) —=fula) = ;\’Y%(v) (%5 @) (x,—a,),
g)—g) = 2 Yuy (03 8) (= 0,)
mit 2, = £, (%), 6, = (@) ergibtsich ja fiir £(x) =g (f(x)) =g (f1(2), ..., fin (2))
Flx)—Fla) = Z’(p(v, (x; @) (x,—a,) mit
Dy (r;0) = Zwu) (f(@); &) pu (x5 a),

und die Stetigkeit der ¢, ,y (¥; @) bzw. der b,y (#; 8) ist nur an der einen Stelle
(x) = (@) bzw. (u) = (&) erforderlich, um daraus die zu (4) analoge Regel

/:(/v) (a) - ;1_1;121 (I)(v) (X; a) = Z‘;’(u) (&; é) Pu(v) (d; a) = Zg(,u) (f(a)> f;i v) (a)
3 N

und die vollstindige Differenzierbarkeit von £ (x) an der Stelle (x) = () zu ge-
winnen. Ersichtlich sind also weitergehende Voraussetzungen tber Vorhan-
densein von Ableitungen an anderen Stellen (oder auBerdem Voraussetzungen
iber Stetigkeit dieser Ableitungen), wie sie hiufig gemacht werden, entbehr-
lich. Und man kann beispielsweise, indcm man irgendwelche Wertefu (@) = by,
g(6) = ¢ sowie lineare Funktionen /,(x) = 4, - Z byy (xy—a,), k(u) =

= ¢+ Z ¢y, (#—b,) vorschreibt, an allen Stc]len( x) bzw (2), wo alle x, bzw.
™

alle #, rational sind, die f,(x) gleich /,(x) + einer definiten quadratischen
Form der |x,— a,|, ferner die Funktion g(«) gleich 4(x) + einer definiten
quadratischen Form der |z, — 4, | nchmen, an allen anderen Stellen (x) bzw. (2)
aber f,(x) = /,(x), g(u) = k(u) setzen, sodaB diese Funktionen an allen von
(x) = (a) bzw. () = (b) verschiedenen Stellen unstetig werden.

Vgl noch ,,iiber nur lokal definierte Ableitungen beliebiger Ordnung*, fiir
die eine an (6) anschlieende Definition gegeben wird, die Mitteilung in diesen
Sitzungsber., Bericht iiber die Sitzung vom 3. Juli 1953, Punkt 3.



