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Eine Rieszsche Bandzerlegung
im Raum der Bewertungen eines Verbandes

Von Heinz Bauer in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 3. Juni 1953

Einleitung

I. Unter einer Bewertung eines Verbandes ¥ versteht man nach
G. Birkhoff (vgl. [2], S.74) eine reelle Funktion f|V, welche
der Funktionalgleichung

B) fla~yn+fE~AN=Ff@+f0), xnycl,

genligt. Der bekannte Satz der Analysis {iber die Darstellbarkeit
jeder auf einem abgeschlossenen Intervall der Zahlengeraden de-
finierten reellen Funktion von beschrinkter Variation als Diffe-
renz zweier monotoner Funktionen wurde von G. Birkhoff auf
den Fall der Bewertungen verallgemeinert (vgl. {2], S. 83). In der
Sprache der Theorie der Vektorverbiande lautet dieser Satz: Der
Raum @, aller Bewertungen f|I7 von relativ beschrinkter Varia-
tion mit f(¢) = o fir ein festes ¢ & I ist ein Vektorverband. Die
Ordnungsrelation f < g wird dabei in ®, so erklart: Aus
x,y €V mit x <y folgt g(x) —f(x) < g(¥) —F(9)-

Mit Hilfe einer von N. Bourbaki und H. Nakano fiir die
Theorie der linearen Funktionale tiber einem Vektorverband be-
niitzten Methode (vgl. [4], S. 35 und [7], S. 250) wird in § 2 der
vorliegenden Note zunichst gezeigt, dal3 @, sogar ein vollstin-
diger Vektorverband ist (Satz 2.2.3.).

Die weiteren Untersuchungen in § 2 kniipfen an das von
G. Birkhoff in der 2. Auflage seiner ,,Lattice Theory'* formulierte
Problem Nr. 30 (vgl. 2], S. 82) an. Dort wird u. a. nach einer
Darstellung einer monotonen Bewertung eines Verbandes als
Summe einer monotonen, stetigen und einer monotonen, ,,un-

! Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am
Schluf3 der Arbeit.
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stetigen'' Bewertung gefragt, wobei Stetigkeit gleichbedeutend
mit der Giltigkeit des auf- und absteigenden Limessatzes sein
soll und der Begriff , unstetig’ noch zu prizisieren ist.

Zu eincr Losung dieses Birkhoffschen Problems gelangt man
ziemlich zwangsldufig, wenn man von der Theorie der Darstel-
lungen eines vollstandigen Vektorverbandes als direkte ordnungs-
treue Summe zweier linearer Unterrdume ausgeht. Der zentrale
Satz dieser Theorie ist der auf F. Riesz (vgl. [8], S. 186) zu-
riickgehende ,,Bédndersatz’, der die Binder in einem vollstdndi-
gen Vektorverband als die einzigen linearen Unterrdume charak-
terisiert, welche bei direkten ordnungstreuen Zerlegungen auf-
treten.

Der wesentliche Schritt zur Lésung des Problems ist der Nach-
weis, dal3 die Menge ®f aller stetigen Elemente von @, ein Band
im vollstandigen Vektorverband @, ist. Ein beliebiges, nicht
notwendig monotones f & @, wird dabei stetig genannt, wenn fir
die Totalvariation | f | der auf- und absteigende Limessatz gilt.
Die Elemente des zu ®f in @, komplementiren Bandes @ bieten
sich als die gesuchten ,,unstetigen’’ Elemente dar; wir bezeich-
nen sie als rein-unstetig. Jedes f & @, ist dann eindeutig dar-
stellbar als Summe einer stetigen und einer rein-unstetigen Be-
wertung von V/; die Monotonie von f zieht die Monotonie der Zer-
legungsteile nach sich.?

I1. In den vorstehenden Angaben hatten wir uns auf reelle Be-
wertungen beschrankt. Die erwihnten Ergebnisse werden aber

2 Beziiglich anderer Bandzerlegungen des vollstindigen Vektorverbandes
@, siche H. Bauer [1]. Dort wird u. a. die von H. Hahn und A. Rosenthal
in threm Buch ,,Sez Functions** (Albuquerque, New Mexico, 1948) entwickelte
Theorie regulirer und singuldrer, additiver Mengenfunktionen auf verall-
gemeinerte Bewertungen (vgl. oben im Text den Abschnitt 11 der Einleitung)
eines distributiven Verbandes 77 mit Nullelement o ausgedehnt und mit der
klassischen Theorie verglichen. Man gelangt folgendermaBen zu einer Band-
zerlegung des vollstiindigen Vektorverbandes ® aller (verallgemeinerten) Be-
wertungen f von relativ beschrinkter Variation mit f (o) = 0: Es sei S ein
Ideal in V/; fiir nicht-negatives f/ € @ setzt man fg(x) = sup (f(3); ¥y <=,
y €.5). Fiir beliebiges f€® wird fg = (f")g—(f )s gesetzt. Es heilt
F €D S-regulir bzw. S-singulir, wenn fg = 0 bzw. fg = f gilt. Man zeigt:
D ist direkte ordnungstrene Summe des Bandes der S-reguliren und des
Bandes der S-singuliren Elemente von @.



Eine Ricszsche Bandzerlegung 91

in § 2 der vorliegenden Note gleich fur verallgemeinerte Bewer-
tungen bewiesen, d. h. fiir eindeutige Abbildungen eines Ver-
bandes V in einen vollstindigen Vektorverband W, welche der
Funktionalgleichung (B) geniigen.** Weiterhin ersetzen wir in
Nr. 2.3 den erwihnten Stetigkeitsbegriff durch einen allgemei-
neren: Jedem @ & V sei cine belicbige Menge g(a) von in V
steigend bzw. fallend gerichteten und durch @ nach oben bzw.
unten beschrinkten Familien zugeordnet. Eine verallgemeinerte
Bewertung von ¥ in J¥ heit dann g-stetig, wenn fiir jedesa € V/
und jede Familie {a;};.; € ¢(a) gilt (W) lir?ezlllg | f|(a) = | fl(a).

I, Nur zur Bequemlichkeit des Lesers sind in § 1 die spiter
benédtigten Begriffe und Sitze aus der Theorie der Vektorver-
bande zusammengestellt. Die SchluBnummer von § 2 und der § 3
bringen Anwendungen und Beispiele: (1) Reelle, monotone Be-
wertungen eines Verbandes mit genaw swei Funktionswerten sind
in bezug auf unseren allgemeinen Stetigkeitsbegriff entweder ste-
tig oder rein unstetig. — (2) Die reellen, monotonen Funkitionen
iber einem zusammenhingenden Definitionsbereich der Zahlen-
geraden lassen sich als Bewertungen deuten. In diesem [Falle lie-
fert der Zerlegungssatz den bekannten Satz von der Zerlegung
einer solchen Funktion in einen (im {iblichen Sinne) stetigen Teil
und in die sog. Sprungfunktion. — (3) Ist V ein Boole-Verband
mit oder ohne Einheit und ¢ das Nullellement von I, so ist die
Menge der Bewertungen f von V' in den vollstindigen Vektor-
verband W, welche der Bedingung f(e¢) = o gentigen und von
relativ beschridnkter Variation sind, identisch mit der Menge der
additiven, relativ beschrinkten Abbildungen von V in W. Der
aligemeine Zerlegungssatz liefert hier die Aussage, dal3 sich jede
solche Abbildung von V'in W eindeutig darstellen 143t als Summe
einer fotal-additiven und einer rein-endlich-additiven Abbil-
dung von V' in W. Fir Boolesche Mengenverbinde mit Einheit
und #eelle, additive Funktionen haben diesen Satz K. Yosida
und E. Hewitt auf anderem Wege gefunden (vgl. [9], S. 52).

¢ Lin Teil unserer Ergebnisse bleibt sogar dann noch richtig, wenn man
den vollstindigen Vektorverband IV durch eine vollstindige Verbandsgruppe
ersetzt. Von dieser Mdglichkeit einer weiteren Verallgemeinerung machen
wir hier jedoch keinen Gebrauch.
7*
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Unser Satz stellt ferner eine Verschirfung eines Ergebnisses von
M.A. Woodbury (vgl. [10]) dar. — (4) Die Zincaren Abbildungen
eines Vektorverbandes in einen vollstindigen Vektorverband las-
sen sich als spezielle Bewertungen auffassen. Der fiir solche
Abbildungen {ibliche Stetigkeitsbegriff ist ein Spezialfall unseres
allgemeinen Begriffes. Man gewinnt so cinen Satz iiber die Zer-
legung einer linearen Abbildung in cinen stetigen und einen rein-
unstetigen linearen Teil.

§ 1. Hilfsmittel aus der Theorie der Vektorverbinde

1. 1. Vektorvereine und Vektorverbinde

Es sei £ = {a,4,...} ein Vektorraum iiber einem linecar
geordneten Korper K = {«, §,...}%; ferner sei £ ein Ver-
ein, d. h. in & ist flir gewisse geordnete Paare von Elementen
a und b ecine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation
a < b erklart.?

1.1.1. Wir nennen % einen Vektorverein (iiber dem Kérper
K), wenn die beiden in £ erklirten Strukturen, nimlich die Vek-
torraumstruktur und die Vereinstruktur, den folgenden Koppe-
lungsaxiomen genligen:

(Kp Aus a < b folgta++c<b-+4c,a,b,c< .
(K,) Awusa>o0wund»> o0 folgtha>0;aC E, »E KD
Elemente « & Z mit @ > o nennen wir nicht-negativ. Ein

a & £ heit positiv, in Zeichen a >> o, wenn gleichzeitig @ > 0
und @ = o gilt.

1.1.2. Der Vektorverein £ heiffit Vektorverband (iiber dem
Kérper X), wenn der Verein £ sogar ein Verband ist, wenn also

3 Fir die Ordnungsrelation in & beniitzen wir das Zeichen <.

1 Vgl G. Birkhoff [2], S.1. Man nennt Z beziiglich der Relation < auch
Zteilweise geordnet. Wir beniitzen die von G. Nébeling eingefithrte Bezeich-
nung Verern. Vgl. G. Nobeling, Topologic der Vercine und Verbinde, Ar-
chiv der Math., Bd. 1 (1948), S. 154-150.

® Da keine Verwechslungen zu befiirchten sind, beniitzen wir fir die Null
in Z und in & das gleiche Symbol o.



Eine Rieszsche Bandzerlegung 93

fiir beliebige a, 6 & £ stets die, als Vereinigung (Supremum) und
Durchschnitt (Infimum) bezeichneten, Elemente sup (@, ) und
inf (2, 6) existieren. Soll hervorgehoben werden, daB die Bildung
von sup (a, 6) bzw. inf (a, &) in /2 erfolgt, so schreiben wir genauer
(E) sup (a, b) bzw. (E) inf (a, b).

1.1.3. Jedes Element eines Vektorverbandes £ ist Differenz
zweier nicht-negativer Elemente. Eine durch besondere Eigen-
schaften ausgezeichnete Darstellung dieser Art ist die folgende:

@ = at — a— mit a* = sup (a,0) und a— = (—a)*

bei beliebigem a & £.

Ein Vektorverein Z ist genau dann ein Vektorverband, wenn
fiir jedes x € £ das Element 2™ = sup (x, 0) in Z existiert. In
einem Vektorverband £ gilt ndmlich

sup (@, 6) = & + (a — 6)* und inf (g, b) = — sup (—a, —9b)
fuir beliebige a, 6 & E.

1.1.4. In einem Vektorverband £ definiert man fir jedes a & £
das Element |a|, genauer g|a|, durch eine der beiden gleich-
werfigen Festsetzungen:

|(l: = at + a— oder |a| = Sup ((2, _[L)-

An Eigenschaften der Abbildung @ — |a| von £ in sich er-
wihnen wir:

la + 6| < |a|+ 6|, a6 E E, und
[ha|l = |r||a|, e € E, NEKS
1.1.5. Zwei Elemente ¢ und 4 eines Vektorverbandes £ heilen
disjunkt, wenn inf (|a|, |[4]) = o.

1.1.6. Ein Vektorenverband £ heilit vollstindig, wenn jede
in £ nach oben beschrinkte Teilmenge /A von Z eine kleinste,
Vereinigung (Supremum) genannte, obere Schranke besitzt; wir
bezeichnen sie mit sup /7 oder genauer mit (%) sup /.

® Genauer p|2a|= g|n|g[a|, wobei g|A] = |2| das nicht-negative
X g
Element unter den Elementen % und —2 ist.
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In einem vollstandigen Vektorverband Z besitzt auch jede
nach unten beschrinkte Teilmenge A von £ eine grofite, Durch-
schnitt (Infimum) genannte, untere Schranke; in Zeichen: inf /7
oder (£) inf H.

1.2. Lineare Unterriume von Vektorverbinden

1.2.1. Eine nicht leere Teilmenge ZL eines Vektorvereins /
bezeichnen wir als linearen Unterraum von 7, wenn Z linea-
rer Unterraum von & bezliglich der Vektorraumstruktur ist.

Ein linearer Unterraum Z eines Vektorvereins % iiber einem
linear geordneten Kérper K kann und soll im folgenden stets wie-
der als Vektorverein tiber K betrachtet werden, nimlich beziig-
lich der durch £ in L induzierten Strukturen.

1.2.2. Ein lincarer Unterraum L ecines Vektorverbandes Z
heiBt eigentlich,” wenn L bei alleiniger Beriicksichtigung der
Verbandsstruktur von Z ein Unterverband des Verbandes 7
ist, wenn also aus a, & & L stets (E) sup (a, 4) & L und
(E)inf (a,6) & L folgt. Es ist dann Z, als Vektorverein betrachtet,
sogar ein Vektorverband; fur beliebige a,6 & L gilt (L) sup(a, b) =
= (&) sup(a, 6) und (L) inf (@, &) = (/2) inf(a, b). Aus Nr. 1.1.3.
ergibt sich:

1.2.3. Satz. Ein linearer Unterrawm L cines Vektorverband s
E ist dann und nur dann eigentlich, wenn aus a = L stcls
at = (F)sup(a,o0) & L jfolgt.

1.2.4. Beispiele flir eigentliche lineare Unterriume eines Vek-
torverbandes liefern die gesittigten linearen Unterrdume: Lin
lincarer Unterraum G eines Vektorverbandes /7 heillt gesittigt,
wenn aus ¢ € G, 6 € E und ;|6 < pla| stets b & G folgt.

1.2.5. Ein gesdttigter linearer Unterraum B eines vollstindi-
gen Vektorverbandes £ heilt ein Band in Z, wenn fir jede in £
nach oben beschrinkte Teilmenge /A von B gilt: (£) sup 4 & B.
Als Folgerung aus dieser Definition ergeben sich die Sitze:

? Dieser Begriff sowie die folgenden Bezeichnungen ,,gesittigter Unter-
raum’‘ und ,,Band nach N. Bourbaki. Vgl. {4], S. 23 und 38.
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1.2.6. Satz. Jedes Band B in einem vollstindigen Vektorver-
band E ist selbst ein vollstindiger Vektorverband. Die in I nack
oben bzw. unten beschrinkten Teilmengen von B sind identisch
mit denin B nach oben bzw. unten beschrinkten Teilmengen von
B, fiir jede solche Teilmenge H von B gilt

(B)sup H = (E)ysup H bzw. (B)inf H = (E)inf H.

1.2.7. Satz. Es sei B ein Band in einem vollstindigen Vektor-
verband E. Ist dann U cin linearer Unterraum von E, welcher
mit jeder seiner in E nach oben beschrinkten Teilmengen auch
deren in E gebildetes Supremum enthdlt, so ist der mengentheo-
retische Durchschnitt von B mit U ein Band in U.

1.2.8. Der mengentheoretische Durchschnitt beliebig vieler
Binder in einem vollstindigen Vektorverband £ ist wieder ein
Band in £. Da £ selbst ein Band in % ist, existiert somit zu jeder
Teilmenge M von £ ein kleinstes, 4/ umfassendes Band {4/ ]in £.
Das Band [A/] heilit von A/ in £ erzeugt.

1.2.9. Satz. Fiir einen eigentlichen linearen Unterraum L
eines Vektorverbandes I sind folgende Aussagen gleichwertig:

(1) Fiir jede nicht leere in E nack oben beschrinkte Tetlmenge
H von L existiert () sup H wund ist ein Element von L.

(2) Fiir jede nicht leere, in E nach oben beschrinkte und in
steigend gerichtete® Menge [ von wichi-negativen Elementen
aus L existiert (E) sup [ wund ist ein Elewment von L.

Als Korollar ergeben sich zwei Sitze, in welchen die bisher an
einen vollstindigen Vektorverband bzw. an ein Band in einem
solchen gestellten Forderungen abgeschwiicht werden.

1.2.10. Satz.® Fin Vektorverband E ist dann und nur
dann vollstindig, wenn fiir jede nicht leere, nach oben be-
schrinkte und in E steigend gerichtete Menge von nicht-ne-
gativen Elementen aus E das Supremum in E existiert.

® Eine Teilmenge / von 2 heiBt in £ sicigend gerichtet, wenn zu beliebigen
X,y € /stetseing € /existiert mity < zundy < 2.

? Dieser Satz findet sich bei N. Bourbaki (4], S. 21. Der dort gefithrte Be-
weis 1Bt sich leicht zu einem Beweis von 1.2.9. umformen.
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1.2.11. Satz. Ein gesdittigter linearer Untervaum B eines
vollstindigen Vektorverbandes E ist dann und nur dann
etin Band in E, wenn fiir jede nicht leere, in E nach oben be-
schrinkte und in E steigend gerichtete Menge [ von nicht-
negativen Flementen aus B gilt: (E)sup J & B.

1.3. Direkte ordnungstreue Zerlegungen von

vollstindigen Vektorverbinden

Den in Nr. 1.2. betrachteten Bindern in einem vollstindigen
Vektorverband begegnen wir bei den direkten ordnungstreuen
Zerlegungen eines solchen.

1.3.1. Ein Vektorverein £ heilt direkte ordnungstreue
Summe seiner linearen Unterrdume 4/ und &V, wenn jedes a € 72
eindeutig darstellbar ist in der Form

a@ = ay +ay mit den ,, Komponenten* a;,, & M und ay &N
und wenn ferner aus @ >> o stets a,; 2> o und a, > o folgt.

1.3.2. Satz. Ist ein vollstindiger Vektorverband E direkte
ordnungstreue Summe seiner lineaven Untervdume M und N, so
sind M und N zwei Badnder in F.

Die Binder 4/ und / nennen wir dann auch in £ zueinander
komplementir. Zu jedem Band A& in einem vollstindigen Vek-
torverband existiert genau ein zu B komplementires Band B’
Allgemeiner:

1.3.3. Satz.!® Vor. Es sei E ein vollstindiger Vektorver-
band und A eine nicht leeve Teilmenge von .

Beh. Die Menge A' aller zu jedem a © A disjunkten Elemente
von F ist ein Band in E. Das Band A" aller zu jedem o' & A’
disjunkten Elemente von E ist mit dem von A in E erzeugten
Band [A] identisch. Esist E divekte ordnungsitveue Sumime
der Binder [A) und A'.

10 Nach F. Riesz [8], S.186; siche auch N. Bourbaki[4], S.25. Vgl
ferner H. Nakano [7] sowie die dort zitierte Arbeit von S. Bochner und
R.S Phillips, Annals of Math., 42 (1941), S. 316-324.
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Fiir ein nicht-negatives Element x von E bestimmt sich die
Komponente %y, bei dieser Zerlegung wie folgt:

wa = (E)sup (h; 0 < & <z, k€ [4]).

Das zu einem Band B komplementire Band B’ 146t sich auch
auf folgende Weise charakterisieren:

1.8.4. Satz. Es sei B ein Band in einem vollstdndigen Vek-
torverband E. Das su B in E komplementire Band B' besteht
aus genan den Elementen §' & E mit folgender Eigenschaft:
Aus g b| < p|b' | und b B folgt b = o.

§ 2. Bewertungen eines Verbandes
2.1. Definitionen

Es sei IV ein Verband und W ein vollstdndiger Vektor-
verband Uber cinem linear geordneten Korper K. Wir be-
seichnen mit WY die Menge aller eindeutigen Abbildungen von
Vin W.

2.1.1. Eine Abbildung /& WY von V in W heiB3t eine Be-
wertung von Vin I/, wenn f der Funktionalgleichung

B) fla~d) +flan~bd) =fla) +f(6), a bEV beliebig,

geniigt. — Ist I/ der vollstindige Vektorverband & der (eigent-
lichen) #ecllen Zaklen, so nennen wir eine Bewertung von Vin R
auch eine reelle Bewertung von V. Die Menge aller Bewertun-
gen von V in W bezeichnen wir mit V' (W, V). Meist schreiben
wir nur kurz W, da V" und W als fest vorgegeben betrachtet
werden. ’

2.1.2. Es wird V' zu einem Vektorraum iiber dem Skalaren-
kérper K von W, wenn die Elemente f -+ g und af fir £, g € ¥
und A € K wie folgt definiert werden:

Fto@ =7/ +g@, xeV;
WI@) =1 (), xE€ V.

. 5 . - . .
In V bezeichnen wir die Vereinigung bzw. den Durchschnitt zweier Ele-
mente ¥, ¥ mit x \v y bzw. mit » A y.
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Der Nullvektor von ¥ ist die Bewertung # mit 7(x) = o
fur alle x &€ V. Wir bezeichnen ihn mit o.

2.1.3. Weiterhin erkldgren wir in ¥ eine Relation <: Wir
schreiben

f<g fur gV,

wenn aus @ < b4, a, b C I/, stets

gla)—j@ <g®)—r®)

folgt. Die Relation o < g bedeutet also: @ < 4 zieht nach sich
g(a) < g(6). Als mit f < g gleichwertig betrachten wir die
Schreibweise g > f. Gilt gleichzeitig f > o und f == 0, so schrei-
ben wir dafiir auch f > o.

Beziiglich der Relation < ist ¥ ein Vorverein,!? d. h. es gilt
zwar stets f < f und, falls / < g und g < /%, auch f < /4, aber
im allgemeinen nickt f= g, falls f < g und g < f. Vielmehr ist
das gleichzeitige Bestehen von f < g und g < f gleichwertig
nur mit g(x) = f(x) + ¢ fur alle x & I/, bei geeignetem (von x
unabhingigem) ¢ & W. (Beweis: g(a)— f(a) = g(b)—f(b)
fur beliebige @, 6 €177 mit a < & ist gleichwertig mit g(x) — f(x)
= gle~ 3)— (&~ 3) = g(3) — f(») fiir belicbige x,y & I,
weil x <x~ y und ¥y <x ~ ). Speziell ist also die Menge
D=1y V) aler f € WOV, V), fur welche gleichzeitig o < f
und f < o gilt, identisch mit der Menge aller konstanten Ab-
bildungen von V' in . Unser Vorverein ist also sogar ein Ver-
ein genau dann, wenn /7 und folglich I' nur die Null enthilt.

2.1.4. Die beiden ¥ aufgeprigten Strukturen, namlich die
Struktur des Vektorraumes und die des Vorvereins, sind folgen-
dermallen miteinander gekoppelt:

Aus f < g folgt f+h Lg+rh; fghEY.
Aus f > 0 und 220 folgt Wf >o0; [f&W¥, rc K.
Im Hinblick auf 1.1.1. nennen wir W(WW, V) einen Vektor-

vorverein.

12 Es handelt sich um eine Anlehnung an die von N. Bourbaki eingefiihrte
Bezeichnung ,,ensemble préordonné. Vgl. [3], S. 3. G. Birkhoff ([2), S.4)
spricht von einer ,,Quasi-Ordnung*‘.
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Ausgehend von Y gelangen wir in bekannter Weiseld durch
Restklassenbildung nach dem linearen Unterraum T von ¥ zu
cinem Vektorverein W/I' Giber X

2.1.5. Ist nun ¢ ein beliebiges, aber von nun an festzuhaltendes
Element von ¥, so gibt es in jeder Restklasse modulo I' genan
¢inen Reprisentanten f mit f(¢) = o. Bezeichnen wir also mit
WV, =V (W, V) den linearen Unterraum aller f &V mit
f(¢) = o und ordnen wir jedem Element von W/I', d. h. jeder
Restklasse modulo I', den eindeutig bestimmten Repradsentanten
als Bild zu, welcher Element von W, ist, so sind W/I" und ¥,
eineindentig aufeinander bezogen. Es wird ¥, zu einem Vektor-
verein, wenn wir die in W'/I" erkldrte Struktur des Vektorvereins
durch die erwihnte Abbildung von W/I' auf ¥, tibertragen. Die
so in W, erklirte Struktur ist identisch mit derjenigen, welche der
Vektorverein ¥ in W', induziert. Somit sind W/T" und ¥, sowohl
als Vektorrdume iiber K als auch als Vereine zsomorph.t* Mit an-
deren Worten:

Der lincare Untervawm V', (W, V) won W(W, V) ist beziiglich
der Relation < cin Vektorvercin. In Y (W, V) schreiben
wir deshalb < an Stelle von <.

2.2, Bewertungen von relativ beschrinkter Variation

2.2.1. Es seien @ und & zwei Elemente des Verbandes I mit
a <. Die Menge aller x © V' mit @ < x < 4 heil}t ein Inter-
vall in J7 und wird mit [a, 4] bezeichnet. Jede endliche Folge
{}ocicn von Elementen x; €V mit 0 =y <2, <1, < ...
... < x, =& nennen wir eine Einteilung t des Intervalles [a, 4],
in Zetchen

t=(a=xp2q ..., 2, =0).

Die Menge aller Einteilungen t von [a, 6] werde mit ¥ (a, &) be-
zeichnet.

» Vgl. N. Bourbaki [3], S. 3-4.
M Zwel Vereine IV und V' heiBlen isomorph, wenn eine eineindeutige Abbil-

dung 7 von I7auf I existiert derart, daB aus x < y folgt 77(x) < F(y) und
umgekehrt.
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2.2.2. Eine Bewertung f & W, I’) heilit von relativ be-
schriankter Variation, wenn zu jedem Intervall [a, 4] in IV
ein s & W existiert mit der Eigenschaft, dal}

Z’ Wl —f iy | <s

fiir alle Einteilungen (@ = xy, 7, . . .x, = 0) € T (a, §) gilt.
Die Menge aller f & W(WW, I) von relativ beschrankter Varia-
tion bezeichnen wir mit @ = O (I¥, I); inshesondere setzen wir

O, =D (W, V)= ~V,.

2.2.3. Wir bemerken: @ #sz ein linearer Unterraum von W,
Aus fEY und f > o folgt f & O. Entsprechend ist ®, ein
linearer Unterraum von V¥, und @, enthilt alle nicht-negativen
Elemente von Y,

Es gilt nun der entscheidende Satz:1®

2.2.4. Satz. Der Vektorverein O, (W, V) ist ein Vektorver-
band,; es existiert also f+ = (D) sup (f,0) fiir jedes f € @,.
Man gewinnt [+ aus f folgendermafen : Fiir jedes Intervall [x, y)
in V und jede Einteilung t = (x = x4, 41, ... %, =) E T(x,y)
werde gesetzt

Pleyit) = Z‘ (W) sup (f (&) — / (x_1), 0)

und pxy) = W)sup (Pl y; 0); tE Tx ).
Danwn gilt
FHE) = ple, e~ ) —ple~, )
fiir jedes x & V.

Wir bemerken noch, dall @, unter allen linearen Unterriumen
von V', der gréBte ist, welcher, als Vektorverein betrachtet, so-
gar ein Vektorverband ist. Dies folgt aus der Tatsache, daB3 in
einem Vektorverband jedes Element Differenz zweier nicht-nega-
tiver Elemente ist.

Von Satz 2.2.4. gilt die folgende Verschirfung :

15 Dieser Satz geht auf G. Birkhoff zuriick; wir verweisen auf den Beweis
in [2], S.83-84. Dort wird der Satz allerdings nur fiir reelle Bewertungen be-
wiesen; der Beweis itbertrigt sich aber nahezu unverindert auf verallgemei-
nerte Bewertungen. Vgl. auch [2], S. 84, Ubung 4.
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2.2.5. Satz. Der Vektorverband © (W, V) ist vollstindig.

Zusatz 1. Ist H eine in O, steigend gerichtete Menge von
wicht-negativen Elementen aus O, und ist H in O nach oben
beschrinkt, so besitzst s = (D) sup H die folgende Darstellung :

s(x) = (W) li}rl]z[llg h(x) fiir jedes x & V.18

Zusatz I1. Existiert umgekehrt s(x) = (W) li’né Ig}llg ke (x) fiir

eine in ®©, steigend gerichiete Menge H von nicht-negativen Ele-
menten aus O, und jedes x CV, so ist H in ®, nach oben be-
schrénkt und es gilt s = (®,) sup H.

Beweis. (1) Wir beweisen zunichst folgendes: Es sei /7 eine
in @, steigend gerichtete Menge / von nicht-negativen Elementen
aus ®, und es existiere s(x) = (I¥) liﬁrllz}lg 4 (x) fur jedes x & 1.
Is soll gezeigt werden, dalB s eine obere Schranke von /7 in @,
ist, daB alsos & @, und /2 < s fir alle 2 & A gilt.

Es ist s cine Bewertung von ¥ in IV, da jedes 2 & A die Funk-
tionalgleichung (B) erfiillt; durch Ubergang zum algebraischen
Limes nach 77 folgt (B) fur s. Ferner ist s(¢) = o und somit
s & ¥,. Es gentigt nun zu zeigen, daf} s eine obere Schranke von
Hin W, ist; aus 2 < s und o < /4 fiir alle 2 & / folgt nimlich
s =0, also s € @, nach 2.2.3. und somit die Giiltigkeit der Re-
lation 2 < s in @, fir alle 2 & A. Hierzu sei 4, & A beliebig.
Die Menge Hyaller 2 & H mit %, < / ist ein Ende der gerichteten
Menge 77, daher gilt auch

s(x) = (W) 11}21211(}g A(x)

fir jedes x € V. Die Relation %, < /4 fiir alle # & H, bedeutet
in W, daB 4,(y) — Ay(x) < h(y) — 2(x) ist fiir alle x, y & V mit
x <. Durch Grenziibergang nach #, folgt /y(y) — /y(x) <
<s(y) — s(x) fir x, y € V mit < y. Dies bedeutet aber 7, < s;
hy war hierbei ein beliebiges Element der Menge /. Die ein-
gangs formulierte Behauptung ist damit bewiesen.

1 G. Birkhoff nennt diese Konvergenz Ordnungskonvergenz (o-Konver-
genz); vel. [2], S. soff. Die Bezeichnung algebraische Konvergenz (algebrai-
scher Limes) nach Haupt-Aumann-Pauc 5], S. 32.
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(2) Nunmehr beweisen wir die Vollstindigkeit des Vektorver-
bandes @,; es geniigt gemil 1.2. 10., die Existenz von (®,) sup /7
fir jede Teilmenge A von ®, nachzuweisen, welche die im
Zusatz I genannten Eigenschaften besitzt. Hierzu sei g eine obere
Schranke von /A in @, sodall /2 < g fir alle 2 &€ H gilt. Aus
x & Vund ¢ < x folgt also £(x) < g(x) fur alle 2 € H. Wegen
der Vollstindigkeit des Vektorverbandes I existiert somit
(W)sup (k(x); 2 € H) flir jedes derartige x € V. Da A in @,
steigend gerichtet ist und aus 2' < 2" in @, 2/, 2" € H, die in
W giiltige Relation Z'(x) < 2" (x) fir jedes x € V mit ¢ <«
folgt, ist die Familie {#(x)}, .y fur jedes solche x & V in W
steigend gerichtet. Somit gilt

(W) sup (h(x); 7 € H) = (W) lim 2lg i(x)

fiir jedes v+ & V' mit ¢ < x. Fir jedes x & V mit x < ¢ und jedes
& & H gilt ferner g(x) < £(x) in W. Durch analoge Uberlegun-
gen folgt hieraus die Existenz von (W) inf (4 (x); 2 € H) und die
Gleichheit dieses Infimums mit () Iihrré}z}lg K(x) fur jedes x < ¢.

Firein x &€ W mitx > ¢ oder mit x < ¢ setzen wir nunmehr
s{x)y = (W) hhn}glg f(x).
Fir beliebige ¥ & 7 definieren wir s(x) durch
s(x) =s(e~x) + s(c ~x).

Es folgt s(x) = (W) lihrrélallg (f(c~2x) + A(c ~x)) und somit
wegen der Giiltigkeit von (B) fiir jedes 2 & H die Gleichung

s(x) = (W) lihmrglg h(x) flr jedes x & V.

Nach (1) ist s & @, und eine obere Schranke von # in ®,. Wir
vollenden den Beweis fur die Vollstindigkeit von @, indem wir
die Giltigkeit der Relation s < g in @, fiir die beliebige obere
Schranke g von / in ®, nachweisen. Damit ist dann nimlich ge-
zeigt, dafl s die kleinste obere Schranke von /7 in @, ist, daf} also
(®,) sup / existiert und gleich s ist. Weiterhin ist dann damit
auch der Zusatz I bewiesen, weil s(x) fir jedes x € V7 definiert
war durch die Gleichung s(x) = (W) lim lz}]g he(x).
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Die Relation s < g in @, folgt so: Fiir beliebige 42 &€ A gilt
h < g;firz, y € Vmitx <y hatdies 2(y) — 4(x) < g(y)—glx)
zur Folge. Ubergang zum algebraischen Limes nach H ergibt
s(y) — s(x) < g(¥) — g (=) fiir diese Elemente x, y & V und so-
mit s < g in @,.

(3) Aus dem in (1) und (2) Bewiesenen folgt der Zusatz II.

An diesen Satz schlieBen wir noch zwel Bemerkungen an.

2.2.6. Der zwischen W', und W/I' bestehende Isomorphismus
fiihrt den linearen Unterraum ®, von ¥, in den linearen Unter-
raum ®/I" von W/T" tiber. Es ist somit auch ®/T" ein vollstdndiger
Vektorverband.

2.2.7. Es sei B ein beliebiges Band in ®,, {fi}; ;7 sei eine
Folge von Elementen f; © B mit f; > o in @, flir jedes 7 € Z,
ferner sei {«;};c, eine Folge nicht-negativer Elemente aus XK.
Konvergiert dann die Reihe Z‘ ; fi(x) fur Jedcs x &V in W al-

i=1

gebraisch, d. h. existiert g (x) = (/) lim angU I Za Fi(x)

fur jedes x & V, so ist g wiederum ein Element von B. (Dles folgt
aus 2.2.5., Zusatz I, und den Eigenschaften eines Bandes.)

2.3. Stetige und rein-unstetige Bewertungen

2.3.1. Nunmehr sei jeden Element a des Verbandes V eine
beliebig gewdhlte, aber dann festgehaltene (eventuell leere)
Menge g(a) von Familien {e;};.; von Elementen «; & V zu-
geordnet; die Indexmengen /7 der zu Mengen g(@) gehorigen Fa-
milien brauchen nicht notwendig einander gleich zu sein. Jede
Familie {2;};.; © a(a) soll dabei folgende Eigenschaften
besitzen: {a;};c; ist in V entweder steigend oder fallend
gerichtet, d. h. es ist I ein gerichtetes System und ans i, k & I
mit i & k folgt stels entweder a; < a), oder a; > a,. Ferner gilt

7 Mit Z bezeichnen wir stets die geordnete Menge der natirlichen Zakhlen.

' Eine Menge 7 heiBit bekanntlich gerichtetes Systein, wenn fiir gewisse
Paare 7, £ &€ 7 eine transitive Relation < erklirt ist mit folgender Eigenschaft:
Zu beliebigen 7, £ € 7 existiert stets ein 7z € 7 mit ¢ < 2 und 2 < m. Vel
auch Fufinote 8.
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a; < aoder a; > a fiir jedes i © I, je nachdem ob {a;};.; © q(a)
in UV steigend oder fallend gerichiet ist. Jede zu einer Familie
{a;}icr € 8(a) konfinale Familie besitzt die gleichen Eigenschaften
wie {a;};c; und kann daher o. B.d. A. als ebenfalls zu g (a) ge-
horig angenommen werden.

Jeder solchen Abbildung g (von V in den Mengenverband aller
Teilmengen der Menge aller in V steigend und fallend gerichteten
Familien) ordnen wir einen Stetigkeitsbegriff zu auf Grund
folgender Bemerkungen: Aus |f| > o fiir jedes f & ® (W, V)
folgt, daB3 die Familie {|f|(a)};ic; in W steigend bzw. fal-
lend gerichtet ist, wenn die Familie {a;},.; € g(a) in V
steigend bzw. fallend gerichtet ist. Ferner gilt fir jede derartige
Familie | /| (¢;) < | f| (@) bzw. | f| (&) = | f| (&) fiir jedes 7 & 7,
bei beliebigem a & V. Wegen der Vollstindigkeit des Vektor-
verbandes I existiert daher stets der in I gebildete alge-
braische Limes der Familie {|/|(a;)};c; und ist gleich
(W)sup (| f| (a;); i€ 1) baw. gleich (W) inf (|f] (a); 1€ 1),
also < |/ |(a) bzw. > | /| (a). Gilt sogar

(W) tim alg | /| (a) = | £ | (@)

fur jede Familie {a;};.; € ¢(a) und jedes a = I/, so nennen
wir fin V g-stetig®

Eine Bewertung f & © (W, I) heiflt in V" g-stetig, wenn f einer
Klasse aus ®/I" angehort, welcher in @, ein in I g-stetiges Ele-
ment entspricht. Die Menge aller in V7 g-stetigen Elemente von
O (W, V) bzw. von ®(W, V) bezeichnen wir mit ®i(q) =
= ®(g; W, V) bzw. mit ®*(g) = ®*(g; W, ).

2.3.2. Satz. Es st Oi(g; W, V) ein Band im vollstindiger
Vektorverband ® (W, V).

Beweis. (1) Wir zeigen zunichst, daB aus |g| <| /|, /& i (a)
und g & @, folgt g & @ (g). Hierzu sei {a};.; eine in
steigend bzw. fallend gerichtete Familie aus g(a) fir eina & .
Aus g; < a bzw. a; > a fur alle 7 € 7 folgt dann:

19 Wir verzichten hier auf die ibliche Forderung (77) lilm ?lg a;=a
1€

fiir jede Familie {a;}ic1 € g(2). Unser allgemeiner Stetigkeitsbegriff wird
vor allem durch das Beispiel I1I in Nr. 2. 3.6. gerechtfertigt.
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o< lgl@— gl @) <|fl@— /()
bzw. o< |g|(@)— gl @ <|fl(@)—fl(a) fir alle f& L.

Wegen | f|(a) = (W) lime?lg | /| (a;) ergibt sich in beiden Fallen
1
(W) limalg g (e) = |g] (@), also g € D (g).

(2) Aus der g-Stetigkeit zweier Bewertungen f, g & ®, folgt
zunichst die g-Stetigkeit von || 4 |g] und |x|[f] fir jedes
A & K. Da®,ein Vektorverband ist, gilt (nach 1.1.4.) | f 4+ g | <
< |f| + lg| und |»f| = |a]|/|. Hieraus und aus (1) folgt, dal3
mit £, g © @, auch die Bewertungen f 4 g und 2 f bei beliebigem
» E K in V g-stetig sind. Es ist also ®i(q) ein /inearer Unter-
raum von @, welcher nach (1) auBerdem gesdttig? ist.

(3) Nunmehr zeigen wir, daB @f(q) ein Band in ®_ ist. Hierzu
sei A eine nicht leere, in @, steigend gerichtete Menge von nicht-
negativen Elementen aus ®j(g), welche in @, nach oben be-
schrinkt ist. Nach 1.2.11. genligt es zu beweisen, daB
s = (®,) sup A ein Element von ®;(g) ist. Wir kniipfen hierbei
an die in 2.2.5., Zusatz I, gefundene Darstellung von s(x) an:
s(x) = (W) limlz}lg h(x) fir jedes x @ V. Es sei nun {&;};.;
eine in ¥ gerichtete Familie aus g(2) bei belicbigem 2 & V7
wegen o <s = |s| ist die Giltigkeit der Gleichung s(a) =
= (W) Iirl_ne;'ﬂg s(a;) nachzuweisen, wobei nach 2.3.1. die Exi-
stenz des Grenzwertes bereits gesichert ist. Wir behandeln nur den
Fall, wo {a;};.; in V steigend gerichtet ist; bei ciner fallend ge-
richteten Familie schlieBt man analog. Wegen (I¥) lirin‘?lg s(a) =
= (Wysup(s(a); 7 &7) < s(a) geniigt es sogar,
s(ay < (W) ]ir}l ?lg s(a;) zu beweisen. Dies kann so geschehen: Es
sei 7y € 7 beliebig und 7, die Menge aller 7 & 7 mit 7, € 7; dann
ist 7, cin Ende von 7. Aus 2 < s fir alle 2 € H und aus ¢;, < g
fir alle 7 € 7, folgt s(a;) — h(a;) < s(a) — h(a) fir £ E H und
7 & 1y Wegen 2 € ®3(g) und %2 >0 gilt 2(a) = (W) lirl_ne?lg h(a;)
= (W) lirp”zollg h(a) fur jedes # & . Durch Ubergang zum
algebraischen Limes nach 7, folgt daher aus obiger Un-
gleichung s(a;)— /i (a;) < (W) li?é ilg s(ay)y— () liriré;llg ha) =

Miinchen Ak, Sb. 1953 8



106 Heinz Bauer

=(W) lir_ne ?lg s(a)—#(a). Erneuter Ubergang zum algebraischen

Limes, diesmal nach /7, liefert o < (i) lim ;’:I.Ig s(a;)—s(a). - Da-
I3
mit ist der Satz bewiesen. :

2.3.3. Eine Bewertung f & ®_ (I, I/) heiBt in 7 g-rein-un-
stetig, wenn aus | g | < |/f] und g € ®i(g) stets ¢ = o folgt.
Ein f&€ O, V) heilt in IV g-rein-unstetig, wenn / Element
einer Klasse aus ®/I" ist, welcher ein in V' g-rein-unstetiges Ele-
ment von @, entspricht.

Die Menge aller in I/ g-rein-unstetiger Elemente von &,
bzw. von ® bezeichnen wir mit ®}(q) = Ol (q; W, I7) bzw.
mit ®“(q) = ®“(q; W, V).

Aus 1.3.5. folgt, dal3 D) (q) das zu D(g) in O, komplementire
Band ist. Anwendung von 1.3.3. ergibt daher:

R.3.4. Zerlegungssatz. Der wvollstindige Vekiorverband
O (W, V) ist direkte ordnungstrene Summe der beiden Binder
O (g; W, V) und ©F (q; W, V).

Als Korollar ergibt sich noch:

2.3.5. Jedes f < ©O(W, V) ist darstelibar in der Form

./[=fs +fu

mit [, © O(g) und f, © O (g). Hierbei sind f; und f, bis auf
Konstante, d. h. modulo ', cindeutig bestimmt. Aus f > 0

Jolgt f. > o und f, > o.

2.3.6. Wir erwihnen nunmehr einige Stetigheitsbegriffe, welcle
sich unserem allgemeinen Stetigkeitshbegriff unterordnen, inso-
fern sie sich némlich durch spezielle Wakl von ¢ ergeben:

(I) Es sei I/ Unterverband eines Verbandes V. Fiir jedes a & I
sei g(a) die Menge entweder aller nicht-fallenden oder aller nicht-
steigenden oder aller nicht-fallenden #nd aller nicht-steigenden
Folgen {a;};., von Elementen a; & V, welche in jedem der
drei Fille der Bedingung (V) Iiln_}oglg a; = a geniigen. Dann

bezeichnen wir die g-stetigen Bewertungen von V' in I in den
betrachteten drei Fillen der Reihe nach als in 7 von unten
c-stetig bezliglich V', in V' von oben s-stetigbez. V' bzw.
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als in V o-stetig bez. V. Die g-rein-unstetigen Bewertungen
von ¥V in W bezeichnen wir in diesen Fillen alsin Jvon unten
s-rein-unstetig bez. P/ usw. Im Falle I/ = V" unterdriicken
wir in den eben eingefithrten Bezeichnungen jeweils den Zusatz
Wbeziiglich V' <.

() Es sei wiederum V° Unterverband eines Verbandes V7.
Fir jedes @ & V sci g(a) die Menge aller in V7 steigend oder
fallend oder steigend und fallend gerichteten Familien {z;};.;
von Elementen a; & V, welche in allen drei Fillen der Bedingung
) Iirincftlg @; = a genligen.

(II) Es sei V' ein topologischer Verband im Sinne von
G.Nébeling,® d. h. I/ ist ein Verband und jedem a2 & V ist
ein Element @ & V), genannt die /élle von a, zugeordnet derart,
daB die folgenden ,,/7iillenaxiome'’ erfillt sind: (M) Aus a <6
folgt a<<§ (a, 6 V). — () Fir jedes e« &V gilt a<a. -
(Hy) Fur jedes a & V gilt « = a.

Fir jedes @ & V7 bestehe g(a) nur aus der einelementigen
Familie {a}. Aus (/) allein folgt: Es ist f & O (W, V) dann
und nur dann in V g-stetig, wenn |f|(a) = |f|(a) fir jedes
a & U gilt. Mit (H,) und (#,) zusammen bedeutet dies in der Ter-
minologie von G. Nébeling: Es ist | /| ein stetiger Homomorphis-
mus von Vin I, wenn hierbei 17 als topologischer Verband mit
der diskreten Topologie betrachtet wird, wenn man also @ = @
fir jedes w & W setzt.

2.4. Reelle Bewertungen mit genau zwei Werten 2!

2.4.1. Wir untersuchen nun reelle, zweiwertige Bewertungen
eines Verbandes I7; eine reclle Bewertung o eines Verbandes 1
heildt dabei zweiwertig, wenn & auf V genan zwei verschiedene
(reelle) Werte annimmt. Es soll gezeigt werden, daB ein zwei-

2 Vgl. G. Nobeling, aaO., sowie G. Nébeling, Grundlagen der ana-
lytischen Topologie (erscheint im Springer-Verlag, Berlin).

*t Vgl hierzu auch K. Iseki, A characterization of distributive lattice,
Indag. Math. 13 (1951), sowie G. Aumann, Alternativ-Zerlegungen in
Booleschen Verbinden, Math. Zeitschrift, Bd. 55 (1951/52).

8%
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wertiges d € O (R, V) mit d >0 entweder in V g-stetig oder
g-rein-unstetig ist (bei beliebigem g).

2.4.%. Fir ein nicht-negatives f © ® (R, V) bezeichnen wir mit
N(f) die Menge aller x € V" mit f(x) = o. Der folgende Satz
gibt eine Ubersicht iiber alle zweiwertigen, posiiven Elemente

4 O,R V.

2.4.3. Satz. Fiir ein sweiwertiges d © O, (R, V) mit d > 0 ist
N(d) entweder ein Primideal oder ein Primjilter® in V, je
nachdem der von d in V angenommene und von Null verschiedene
Funktionswert positiv oder negativ ist. Es sei umgekehrt P etn
Primideal (bzw. Primfilter) in V mit P 5=V und ¢ © P. Setzt
man d(x) =o0 fir x EP und dx) =r>o0 fir xS V—P
(bzw. d(x) = o fiir x € P und d(x) =r< o0 fiir x € V—P),
soistd & O, d > 0, zweiwertig und N(d) = P.

Der Beweis dieses Satzes ist einfach; wir kénnen daher auf seine
Wiedergabe verzichten.

2.4.4.5atz. Esser d & O (R, V) positiv und zwetwertig. Dann
ist jedes [ E D, mit o < f < d darstellbar in der Form

f=xd wmit NE R,
Es ist also f entweder Null oder ungleich Null und zweiwertig.

Beweis. Essei V() Primideal, alsod(x) >ofira &SV —-N(d).
Aus v <y, x, v € V folgt o < f(y) —fx) < d(y)—d(x); fiir
x<ymit y = N(d) oder fur x <y mit v & V'—N(d)ist also f(x) =
= f(»). Aus a, 6 & N(d) folgt daher fla~ b) = f(a) = f(b),
entsprechend folgt f(a) = f(6) aus a, 6 & IV — N(d). Es ist also
S sowohl auf V(&) als auch auf V' — N (&) konstant; ferner gilt
¢ & N(@)und f(c) = o, also f(x) = o fur alle x € N(d). Da 4

22 Eine nicht leere Teilmenge P eines Verbandes I heit Primideal, wenn
(1)aus x €P, t € Violgt x ~n¢ €P, (2) aus x,y € P folgt x vy €7,
(3)ausa, b6 € Vund a ~ 46 € Pfolgta € Poder 4 € P. Dual hierzu erklirt
man den Begriff Primjilter. Ist P = I/ ein Primideal in V), so ist /—7 cin
von Vverschiedener Primfilter in /' und umgekehrt. Betr. der zwischen den
Primfiltern, Ultrafiltern und irreduziblen Filtern in einem Verband bestehen-
den Zusammenhinge vgl. K. Iseki, Une condition pour gi’un lattice soit
distributif, C. R. Acad. Sci. Paris 230, 172627 (1950).
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auf ¥V — N(d) konstant und positiv ist, folgt /= Ad; dabei ist
{ibrigens » > o. — Ist V(<) Primfilter, so schlieBt man &hnlich.
Als Folgerung ergibt sich die angekiindigte Alternative:

2.4.5. Satz. Eine zweiwertige Bewertung d & O(R, V') mit
d >0 ist in V entweder g-stetig oder g-rein-unsietig.

Beweis. O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dal3 & ein Element
von O (R, V) ist. Aus f & ®}(g) und o < f < & ergibt sich nach
2.4.4. f=xd mit o=+ 21 & R; also ist d = 71 -/ und damit
d € ®(g). Hieraus folgt die Behauptung.

Wir erwihnen noch, dal sich unter den reellen, zweiwertigen
Bewertungen & & @, (R, V) mit 4> o die g-stetigen durch ver-
bandsalgebraische Eigenschaften der Menge N () charakteri-

sieren lassen.

R.4.6. Satz. Es sei d & O (R, V) zweiwertig mit d > o;
Jferner set [ das Primideal und F der Primfilter unter dewn beiden
Mengen N(d) und V — N(d). Die §-Stetigheit von d in V ist
dann gleichwertig mit der folgenden Aussage : Ist {a;};; etne in
V steigend gerichtete Familie aus §(a) mit a; € [ fiir jedes i & 1,
so gilt @ € J. Ist dagegen {a;};.; eine in V fallend gerichtete
Familie aus §(a) mit a; & F fiir jedesi & I, so gilta & F.

Dieser Satz findet im folgenden keine Verwendung; wir ver-
zichten daher auf eine Wiedergabe des Beweises.

§ 3. Beispiele und Anwendungen

3. 1. Monotone reelle Funktionen eciner reellen
Verinderlichen

3.L1. Es sei V eine susammenhingende, nicht einpunktige
Teilmenge der Menge R der recllen Zahlen. Das Zeichen < habe
in V7 die tbliche Bedeutung; beziiglich dieser Relation ist ¥ ein
Verband. Da fur belicbige x, y € V stets entweder zugleich
r~y=xundx ~y=yoderx vy =yund x ~y =z gilt,
ist jede reelle (endliche) Funktion f |V eine Bewertung von V'
und somit W(R, V) = RV, Jedes in ¥V g-stetige Element von
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O (R, V) ist auch dm diblichen Sinne stetig und umgekehrt.®® Die
Menge ®(R, V) kann fir den speziellen Fall, daB 7 ein be-
schrianktes, abgeschlossenes Intervall in R ist, als die Menge
der tber V definierten reellen Funktionen von beschrinkter
Variation (im Gblichen Sinne) gedeutet werden.

3.1.2. Wir wollen nun alle in V" ¢-rein-unstetigen Elemente von
O (R, V') bestimmen; hierbei kénnen wir uns auf f E DO (R, )
mit f > o, also auf (im ublichen Sinne) nickhi-fallende f De-
schrinken.

Beispiele fir zweiwertige und wicht-fallende f € O, welche
nicht in V' o-stetig, also nach 2.4.5. in V' g-rein-unstetig sind,
werden fir jedes festze ¢ < V7 geliefert durch die Funktionen ¢,
und &;:

o, x <<t xEV o, x<¢, x&T
dy(x) = ) J,(x): .
1, x>¢ &V 1, x>1¢ x&V

Bei &, darf # kein linker, bei &, kein rechter Endpunkt von J sein.
Mit Hilfe dieser speziellen in I o-rein-unstetigen Elemente von
O (R, V) werden wir alle anderen in I s-rein-unstetigen Elementc
darstellen.

3.1.3. Bekanntlich ist die Menge U = U(f) aller Unstetig-
keitsstellen cines f & ®(R, V) mit f > o héchstens abzihlbar
unendlich. Jedem # & U sind zwei reelle, nicht-negative Zahlen
zugeordnet, ndmlich der sogenannte untere Sprung g, und der
obere Sprung &, von fin ¢:

6 =) —limf(x) und & = lim f(x) —£(2).

x->1t—-0 x—>t+0
Jedes f & ® mit f > o ist darstellbar in der Form
f@) =@ +s*x), x€7,

wobei /¥ in I/ g-stetig sowie nicht fallend und s* die durch f be-

2 Vgl. hierzu und fiir das Folgende z. B. Haupt-Aumann-Pauc (5],
S. 104 sowie S. 93 und S. 95-97.
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stimmte sog. Sprungfunktion ist. Diese kann folgendermaBen
dargestellt werden:
*ax) = Yo + 2o — 2o — 28 , 2V,
cct<x, tell et teU  xli<c, telU  x=<t<c,teU

Hierbei soll ¢ ein beliebiger, aber fester Punkt von IV sein; ist eine
der Mengen ¢ << ¢ < x, t € U usw. unter den Summenzeichen
leer, so soll die betreffende Summe gleich. Null sein. Mit Hilfe
der Funktionen &, und &, nimmt s* die folgende Gestalt an:

s¥=Yod+26d+ 2o d—1)+ 25 Wd—1).
c<bicU  e<iieU  t=c1eU t<e,teU
Tst hierbei eine der Mengen ¢ <C ¢, £ © U usw. unter den Summen-
zeichen leer, so soll die betreffende Summe wieder gleich Null ge-
setzt werden.

Nun ist jede der bei der Darstellung von s* Verwendung finden-
den Funktionen &, &, &, — 1 und d,— 1 ein in V ¢-rein-unstetiges,
positives Element von @ (R, V), ferner gilt 5, =0 und &, = o0
fir jedes # @ U. Nach 2.2.7. ist also s* in ' o-rein-unstetig; es
gilt s* > o in ® (R, V) und damit auch s* > oin ®(R, V). Aus
den erwihnten Eigenschaften der Darstellung f = f* 4 s* von
/und aus 2.3.4. folgt nunmehr:

3.1.4. Ergebnis. Der in V g-rein-unstetige 1eil einer
nicht-fallenden Funktion f& O(R, V) ist die sugehirige
Sprungfunkiion.

Damit haben wir eine Ubersicht iiber alle in V g-rein-unstetigen
Elemente von ® (&, I) gewonnen.

3.2. Additive und total-additive Abbildungen ecines
Boole-Verbandes in einen vollstindigen Vektorverband

Es sei V' ein werallgemeinerter Boole-Verband, d. h. ein
distributiver, relativ-komplementirer Verband mit Nullelement
(Nullsoma); die Existenz ecines Einheitselementes (Einssomas)
wird nicht gefordert.2* V" sei ein Boole-Unterverband von V'.
W sei wieder ein vollstéindiger Vektorverband iiber einem
linear geordneten Korper K.

* Beziiglich dieser Begriffe siche G. Birkhoff [2).
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3.2.1.% Der Raum ¥, (W, V'), wobei ¢ das gemeinsame Null-
element von V und V' ist, ist identisck mit der Menge aller
additiven Abbildungen f von ¥ in W. Dabei heit f & WV
additiv, wenn f(x ~y) = f(x) + f(»y) fir x,y € V mit
xr~y =g¢o gilt

3.2.2. Eine Bewertung f & W (W, V) ist dann und nur dann
von relativ beschrinkter Variation, wenn zu jedem x & V ein
g & W existiert derart, daB | f(») | <g¢ fir alle y € V" mit
y <z gilt. Der Raum @ (W, V) ist daher Zdentisc mit der
Menge der sogenannten relativ beschriankten f &YW (W, V).
Fiir ein f & ®,(W, I’) errechnet sich f* einfacher als im allge-
meinen Fall:

Sr@) =W)sup Sy <x, yETV); xE€V.

Fiir ein f & O, (W, V) ist f > o gleichwertig mit f(x) > o fir
allex & V.

3.2.3. Das Band aller in V bez. V' o-stetigen Elemente von
O (W, V) ist identisch mit der Menge aller bez. V' total-addi-
tiven f & @ (W, V). Dabei heiBt eine Abbildung f von V
in Wtotal-additiv bez. V' oder s-additiv bez. V', wenn fiir
jede Folge {x;};., von Elementen x; € V' mit x; ~x, = o,
i==4k, i,k = Z, deren Vereinigung x in V' existiert und zu I/

gehort, die Gleichung f(x) = Zf(xl) gilt. Wie ublich bedeutet
dabei Z’f(xl) den in Wgeblldetcn algebraischen Limes der Folge

i=1
Z‘f(xl)‘ . Jedes bez. V' total-additive f & WV ist auch
i=1 nez

additiv und somit ein Element von ¥’ (¥, ).

3.2.4, Die in V bez. V' o-rein-unstetigen Elemente aus
®, (W, V) bezeichnet man in diesem Falle auch als bez. V' rein-
endlich-additive Abbildungen von V in I¥.

Angewandt auf den vorliegenden Fall besagt der Satz 2.3.4.:

% Beweise fiir diese und die folgenden unbewiesenen Behauptungen in den
Nrn. 3.2. und 3.3. u. a. bei H. Bauer [1].
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3.2.5. Satz. Der vollstindige Vektorverband ®,(W, V') aller
relativ beschrinkten, additiven Abbildungen von V in W ist di-
rekte ordnungstreue Summe des Bandes seiner bez. V'
total-additiven und des Bandes seiner bez. V' rein-end-
lich-additiven Elemente.

3.2.6. Ist P ein Boole-Verband, d. h. ein verallgemeinerter
Boole-Verband mit Einheit (Einssoma), so kann (I, I) als die
Menge aller beschrinkten, additiven Abbildungen von V' in IV
gedeutet werden. Unter den Voraussetzungen, dall IV ein Boole-
scher Mengenverband mit Einheit ¢, /' der Mengenverband
aller Teilmengen von ¢ und ¥ der vollstindige Vektorverband &
der reellen Zahlen ist, wurde der Satz 3.2.35. von K. Yosida und
E. Hewitt bewiesen (vgl. [9], S. 52). Die beiden Autoren fiithren
den Beweis mit Hilfe bekannter Sitze der MaBtheorie; die alge-
braischen Begriffe ,,direkte ordnungstreue Summe®, ,,Band‘
usw. werden nicht verwendet.2

3.2.7. Beispiel. Es sei / =]Jo, 1] das abgeschlossene Ein-
heitsintervall auf der Zahlengeraden R und 7' der Mengen-
verband aller Teilmengen von /7; V sei der kleinste Boole-
Mengenverband bestehend aus Teilmengen von 7, welcher
alle halboffenen Intervalle {a, ) mit 0 <a <4 <1 umfafit.
Bekanntlich ist dann I identisch mit dem System aller Mengen 47,
welche genan eine Darstellung

@) M =lay, b)) lay, b)) ..U [@n, &)

mit 7 > 1und o <ay < b < ay<by<...<a,<b,<1 be-
sitzen, einschlieBlich der leeren Menge @.

Wir betrachten den Vektorverein W, (R, V) aller iiber V
reellen, additiven Funktionen und daneben den Vektorverein
Wo(R, I) aller reellen Funktionen {iber 7, welche an der Stelle o
den Wert o annehmen. Jedem f € W (R, /) ordnen wir das Bild-
clement F#(f) = o € ¥, (R, V) zu, welches wie folgt definiert ist:

. a8 Vgl. hierzu auch M. A. Woodbury [9]. Dort wird der rein-endlich-addi-
tive Teil einer reellen, additiven Funktion mit Hilfe des #uBeren MaBes kon-
struiert.
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Wir setzen fiir jedes nicht leere 47 & V' mit der Darstellung (D)

n

o (M) = 3 (f(b) — f(@);

i=1
flir M = o setzen wir ¢ (o) = O.

Esist Feine isomorphe Abbildungdes Vektorvereins Wo(R, /)
auf den Vektorverein W' (R, V); genauer heilit dies: die beiden
Mengen sind sowohl als Vektorridume als auch als Vereine iso-
morph. Der lineare Unterraum ®, (R, 7) von VY5 (R, 7) wird durch
Fin den linearen Teilraum @, (R, V) von ¥ (&, V) Gbergefiihrt,
so dal3 auch diese beiden Vektorverbidnde isomorph sind. Den
Band aller in [ von unten o-stetigen Elemente von Oo(R, 1)
entspricht als isomorphes Bild das Band aller mengentheore-
tisch, d. b bez. I' total-additiven Elemente von O, (R, V).

Wir gewinnen somit eine Ubersicht iiber alle mengentheo-
retisch, d.h.bez. [' rein-endlich-additiver Elemente von @ (R, 1),
wenn wir die #-Bilder aller (im Sinne von Nr. 2.3.6., (I)) in /
von unten g-rein-unstetigen Elemente aus ®o(R, /) bestimmen.
Aus 2.4.5. und 3.1.4. entnimmt man leicht, dal3 sich die in I
von unten g-rein-unstetigen Funktionen aus @ (X, /) darstellen
lassen in der Form

f=2 %d,
teu
wobei die Teilmenge U von / hochstens abzihlbar unendlich ist
und o nicht als Element enthilt und wobei >’ ¢, absolut kon-
vergiert. U

Jede  mengentheoretisch  veim-endlich-additive  Funktion

o0& O (R, V) hat also die Gestalt
o =2 u

teU

wobei \, = F (d)und > |o| <<+ oco. Die Funktionen?, (o <7 < 1)
tev
sind somit die einzigen positiven, mengentheoretisch rein-endlich-

additiven Elemente von @ (&, V'), welche nur die Werte o und 1
annehmen. Sie lassen sich auch so charaébterisieren: Es ist
2(BM) =1 fur jedes M & V, welches ein Intervall [#—38, #) mit
0 < 8 < 7 als Teilmenge enthilt; fur alle anderen M & IV ist
n(M) = o.
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Diese Bestimmung aller mengentheoretisch rein-endlich-addi-
tiven ¢ & @ (R, V) hat E. Hewitt bereits aut anderem Wege
durchgefiihrt (vgl. [6], S. 83-84).

3.3. Lineare Abbildungen eines Vektorverbandes in einen

vollstindigen Vektorverband

Es sei £ cin Vektorverband und W ecin vollstindiger
Vektorverband, beide {iber dem gleichen linear geordneten Kor-
per K.

3.3.1. Eine Abbildung f € W¥ heif3t linear, wenn

(L) flx +v) = f(x) + f(») fur beliebige x, y € £
(Ly) flox) = af(x) fur beliebige » € Z und « € K.

Jede lineare Abbildung f von £ in W, sogar jede Abbildung
/& W mit der Eigenschaft (L) allein, ist ein Element des Rau-
mes Vo (W, £), wenn o den Nullvektor in Z bezeichnet. Fiir be-
licbige x, y € E gilt nimlich x~y 4 ¥~y = x 4 3, woraus
fle~ ) 4 flx ~v) = flx) + f(v), also (B) folgt; ferner ist
/() =o.

3.3.2. Eine lincare Abbildung f & W ist dann und nur dann
ein Element von O, (W, £), also von relativ beschrinkter Varia-
tion, wenn sie relativ beschrinkt ist, d. h. wenn zu jedem
¥ € £ ein g € I existiert derart, daB |/ (»)] <g¢ fur alle
v& E mit gly| < glx| gilt. Die Menge aller relativ be-
schriankten, linearen Abbildungen von £ in W bezeichnen wir
mit AW, E).

3.3.3. Satz. Es ist N(W, E) ein eigentlicher linearer Un-
terraum von Vo (W, E), also insbesondere ein Vektorverband.
Iiir jedes f & A(W, E) und jedes x € E mit x > o gilt

Fr@) =) sup (f(3); yE E, o <y <x).

Dariiber hinaus ist A(W, E) sogar ein vollstindiger Vektor-
verband; fiir jede in ®g nackh oben bzw. nach unten beschrinkte
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Teilmenge H von AN(W, E) gilt

(AM)sup = (@ )sup €A
bzw.  (A)inf H = (@p) inf H & A.

3.3.4, Nunmehr setzen wir flir beliebiges g (vgl. Nr. 2.3.1.)
A (g; W, E) =AW, E) nQg(g; W, £),

wobei die Durchschnittsbildung im mengentheoretischen Sinne
zu verstehen ist. Die Elemente von A*(g; W, £) bezeichnen wir
dann ebenfalls als in /£ g-stetig. Nach Satz 1.2.7.ist A°(g; W, /)
ein Band des vollstindigen Vektorverbandes A (W, £). Ein
F e AW, E) bezeichnen wir als in Z g-rein-unstetig, wenn f
ein Element des zu A®(g; W, £) in A (W, £) komplementiren
Bandes A%(g; W, E) ist?”. In Analogie zu Satz 2.3.4. gilt nun:

3.3.5. Satz. Der wvollstindige Vektorverband AN(W, E) ist
direkteordnungstrene Summe der beiden Binder A*(g; W, E)
und A"(g; W, E).

3.3.6. Bei den linearen Abbildungen von % in W spielt eine
besondere Rolle der folgende Stetigkeitsbegriff:28 Es sei £ ein
eigentlicher linearer Unterraum eines o-vollstindigen Vek-
torverbandes 7Z’ iiber K, d.h. eines Vektorverbandes, in wel-
chem jede nach oben beschrinkte Folge von Elementen eine
obere Grenze besitzt. Eine lineare Abbildung f & A(JW, E) heil3t
dann stetig (ime Sinne der Theorie der linearen Funktionale),
wenn fiir jede nicht-fallende Folge {;};., von Elementen ¢, & %
mit (£") lim alg ¢; = o gilt

() lim alg | £] (@) = o.
Gleichwertig damit ist die Forderung: Fiur jede in E nicht-
fallende und jede nicht-steigende Folge {4;};c, mit ;& £ und
(E") limalg ¢, = a € E gilt
(W) lim alg | f](a) = [ f] (a).

1> 00

%7 Es gilt i. a. nicht A%(q; W, E) = AW, E) ~ Q¥ (g; W, E).

28 Vgl. N. Bourbaki [4], S. 114, sowie E. Thoma, Uber volistindige Fr-
weilerungen linearer, stetiger Abbildungen, diese Sitz.-Ber., math.-naturwiss.
Kl., Jahrgang 1953, S. 77-8o0.
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Nach 2.3.6., (I) ordnet sich also dieser Stetigkeitsbegriff unse-
rem allgemeinen Stetigkeitsbegriff unter. In speziellen Fallen,
wenn z. B. IV der vollstindige Vektorverband & der reellen
Zahlen und der gemeinsame Skalarenkérper X von £ und £’
gleich R ist, kann man in der zuletzt angegebenen Stetigkeits-
definition die Gleichung (i) H?l%ig | £1(a)) =|f]| (@) auch durch

() liirr_l) ilgf(ai) = f(a) ersetzen.
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