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Zur numerischen Auflésung algebraischer
Gleichungen

Von Fritz Wenzl in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Josef Lense am 6, Juli 1951

I.

Ph. Furtwingler verwendete zur numerischen Auflésung
von Gleichungen 4. Grades mit zwei Paaren konjugiert komplexer
Wurzeln ein offenbar wenig bekannt gewordenes Verfahren, das
an folgendem Beispiel erldutert sei:! Gegeben sei die Gleichung

(1.1) F(x) =2 4+ 2,52% + 1022 + 42 4+ 1.

Sie hat, wiec man leicht erkennt, ein Paar ,,grofer’’ konjugiert
komplexer Wurzeln (vom Betrag R > 1), zusammengefafit in
einer quadratischen Gleichung G (x) = o, und e¢in Paar , kleiner*

konjugiert komplexer Wurzeln (vom Betrag }‘, <1), zusammen-
gefaBt in einer quadratischen Gleichung K (x) = o. Die Glei-
chung (1.1) ist im wesentlichen geldst, wenn die Aufspaltung
(1.2) IAENESE ) 2 1@

in die Faktoren G und X hinreichend genau bekannt ist%. Dazu
kann man folgendermaBen vorgehen:

! Der Verfasser verdankt die Kenntnis des Verfahrens einer Vorlesung von
Herrn Prof. Dr. Lense. Erst nachtriglich wurde der Verfasser der vorliegen-
den Arbeit auf eine Abhandlung von B.Friedman aufmerksam (Comm.
on Pure and Applied Math. 1949, S. 195), in der im wesentlichen derselbe
Gegenstand wie hier behandelt ist. Da sich jedoch weder die Fragestellung
noch der eingeschlagene Weg und die erzielten Ergebnisse decken, mag das
Folgende trotzdem von Interesse sein. (Friedman beschrinkt sich von vorn-
herein auf den Fall hinreichend guter erster Niherungen und erzielt dabei
auch schr allgemeine Ergebnisse. Fiir Gleichungen 4. Grades mit 2 Paaren
konjugiert komplexer Wurzeln werden jedoch auch unter der Voraussetzung
hinreichend guter erster Niherungen die Friedmanschen Ergebnisse hier be-
trichtlich verschirft; vgl. dazu auch Anm. S. 88.)

? Der Koeffizient von #* sei in beiden Faktoren gleich 1,

6 Minchen Ak. Sb. 1951
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1. Ndherung K, fiir die ,,kleinen Wurzeln (worunter hier wie
auch weiterhin immer die Wurzeln mit dem kleineren Betrag ver-
standen seien; entsprechend ist dic Bezeichnung ,,grole** Wur-
zeln zu verstehen):

(1.3) K, =224+ 0,4x 4+ 0,1

(entstanden durch Vernachldssigung der Glieder 3. und 4. Gra-
des in (1.1)). Daraus 1. Niherung G, fir die ,,groBen’ Wurzeln
mittels Division unter Vernachlidssigung des Restes:

(1.4) F:Ky~Gy =212+ 2,1x 4 9,06,

Daraus 2. Niherung K, fur die ,kleinen Wurzeln mittels an-
genidherter Division nach steigenden Potenzen von x, so daB
(1.3)

1442+ 2% ~ (9,06 + 2,12+ 2% (0,1104 40,4159 - x7).

(Ubereinstimmung des konstanten Gliedes, des linearen Gliedes
und des Gliedes mit * auf beiden Seiten.)

Nun wieder mittels gewohnlicher Division unter Vernachlis-
sigung des Restes, ausgehend von X, eine zweite Ndherung G,
fir die ,,groBen‘ Wurzeln aus

(1.6) F: Ky ~Gy=2x%*+ 2,084 x 4 9,023

usw. Ein Vergleich mit G; = x* 4- 2,10x + 9,06 zeigt, daf ent-
sprechende Koeffizienten von G; und G, nur mehr um weniger
als 1% voneinander abweichen.

II.

Das in 1. dargestellte Verfahren weist eine gewisse Unsym-
metrie zwischen den Niherungsdivisionen #: K, und den Nahe-
rungsdivisionen #: G, auf. Wahrend namlich z. B. bei der Divi-
sion (1.4) der Quotient Gy wie iiblich so bestimmt wird, daf F
und Xj - G; in den drei héchsten auftretenden Potenzen von x
(d. h. in x%; 2% und #?) iibereinstimmen, wird in (1.5) der Quoticnt
K, so berechnet, daf3 # und G - K, in den Koeffizienten von x°
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2t und 2 tibereinstimmen. IZs liegt nahe, den Schritt (1.5) und
die entsprechenden spiteren Nédherungsdivisionen /#: G, so ab-
zuindern, da3 # und G, - K, ;* in den drei niedrigsten Po-
tenzen von x (also in x%; 2! und #?%) tibereinstimmen. Dieser For-
derung entspricht das folgende symmetrisch gebaute Rechen-
schema (die Indizes sind hier abweichend von I. so gewihlt, daB
K,; G,y1; K, s usw. aufeinander folgen):
Gegeben sei:

(2.1) F=x* 1+ A2 + Bx?2 - Cx +1
und ecine irgendwie gewonnene Niherung
(2.2) K,=B,2*4+C,x 41

fir die  kleinen‘ Wurzeln von / = o. Dann erhalt man eine
Niherung G, ., fur die ,,grolen’ Wurzeln aus

(2.2a)
1 -
e B 75 (B, 22+ C,x+1) (2 + 4, 2+ B,,,)
F K‘l G: 1
mit
p N C. @ 1
203 )R D e e S DN 1 R | e e
N 3 ) v+1 ]’)‘) ) v-+1 v+1 /),‘, j”v

und daraus eine Naherung K, fiir die ,,kleinen* Wurzeln mittels
(2.2b)

Pt 2 1 y - e 4
14-Cx +Bx S 050 = Bv-i 1 +"1v~1-13’ "!_2‘2) (1+Cv fo—i—Bv ‘.—23’2)

Bys1
; F G~/+1 K‘,+2
mit
L A, Ay 1
( 3])) Cv.;»2=C— ;1-14; ]))~»+2 = B'——'Cv-‘:: B _)"{_. - 52
By S Ly41

Die in den Rekursionsformeln (2.3a) bzw. (2.3b) auftretenden
Quotienten und Produkte lassen sich jeweils mit einer Rechen-
schicbereinstellung ermitteln.

* Bis auf einen Proportionalititsfaktor, der fiir die Nullstellen nichts aus-
macht.

6*
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Rechnet man das eben dargestellte Verfahren fiir das Beispiel
(1.1) durch, so ergibt sich, ausgehend von
Ki=1+4x . 4 10a2
zundchst G, = 2% + 2,12 + 9,06 und dann
Ky =1+ 3,768« + 9,016 x2;

2.
(2.4 G, = 2% 4 2,08206x + 9,0189;

Ky =1 + 3,769145 x + 9,018996 22;
L Gg = 2% 4 2,082088x - 9,018904.

Der Vergleich von G, mit G 143t vermuten, dall bereits nach
3 Divisionen, d. h. bei Gy, die Koeffizienten in den ersten 4 Dezi-
malen festliegen. Einen Anhaltspunkt fiir die Giite der Niherung
gibt die Ubereinstimmung bzw. Differenz des Koeffizienten von
2% in K, und des konstanten Gliedes in G, bzw. G,_; (falls die
samtlichen Niherungspolynome entsprechend den Formeln (2.2a)
und (2.2b) normiert sind).

Die in (2.1) enthaltene Voraussetzung, dal3 / das konstante
Glied 1 besitzt, stellt keine wesentliche Einschré’mkung der All-
gemeinheit dar, denn jede Glelchung L aB8 L pE2 L cE +d=o0

mit 4 > o 14t sich durch £ = Vd x auf die Form (2.1) brin-
gen (fur den zunichst betrachteten Fall zweicer Paare konjugiert
komplexer Wurzeln ist immer & > 0). Nattirlich kann das durch
(2.3a) und (2.3b) dargestellte Verfahren sukzessiver Divisionen
sinngemil} auch auf den Fall & 4= 1 unmittelbar (ohne vorherige
Transformation der Unbckannten) angewendet werden. Fiir die
folgenden Konvergenzbetrachtungen geniigt es jedoch wegen
der Moglichkeit der Transformation, wenn wir uns von vorn-
herein auf den rechnerisch besonders bequemen Fall 4 = 1, d. h.
auf den Fall der normierten Gleichung (2.1) beschrianken.

ITI. (Konvergenzbetrachtung)

Das Polynom (2.1) enthalte die quadratischen Faktoren
(3.1) Gx) =2+ p Ry + R? und K(x) = R*x® - »Rx + 1.

Nach (2.1) ergeben sich dann die Koeffizienten von
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F(x) = G(x) K(x)- R™% aus
32) A=pR+»R1;B= RS e S BT =

Fir die Koeffizienten B, und €, der Nidherung (2.2) gelte unter
Verwendung zweier KorrekturgréBBen $, und v, die Darstellung

(3-3) B, =R +8); C, =R+

Dann folgt nach (2.32) unter Beriicksichtigung von (3.2) und
(3.3) zunichst

oy
Yy

_— vy fR=tl . p-1
A, 1 =uR + =R e R oder
(343) Ay = R+ ) mit o, = 2210 oot

Ebenso folgt nach (2.3a) unter Beriicksichtigung von (3.2), (3.3)
und (3.4a) die Gleichung

B =R+t pn+R2— Rkt a,,q)- :ié Yo 1+IB R-?
oder
(3.4b)

g [ B, R
By =R(1 +B,11) mit B,y =oa,y|p— e R‘Z) S 0

Bei zwei Paaren konjugiert komplexer Wurzeln der Gleichung
F(x) = o stellt der Faktor

(3-5) e =R32 |p|<1 vorausgesetzt,

wegen (3.1) das Verhiltnis des Betrags einer ,,kleinen‘ Wurzel
zum Betrag einer ,,groen‘* Wurzel dar. Benutzt man (3.5) zur

Abkiirzung, so erhilt man aus (3.4a) und (3.4b) die Rekursions-
formeln

6 . e Z'p\j-Yv 1 At i .A7~A‘|T'Yv 2.___(5_\1_ .
<3 )Vv-}-l P o B pv-{»l o‘v{—l(“‘ P 1+ By +P 14 Bv

und daher fiir v,., entsprechend der Gleichung fiir o, (Ver-
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tauschung von .o mit y und » mit p; v durch v4-1 ersetzt) die
Rekursionsformel

(3.7) By
e Hfting e E (“ SR l+B )_* D 14{3
2 e Dk e =0 e

1 *}— Bv}l 18 B/-I-l

(Bedeutung der Korrekturgrofie v, ,, entsprechend derjenigen
von v, in (3.3); im Zihler der rechten Seite wurde 8, ., mit Hilfe
von (3.6) eliminiert).

Folgerungen: a) Unter Vernachlassigung hoherer Potenzen
der Korrekturgréen B, und v, folgt aus (3.6) bzw. (3.7) zunichst
(3-8)

Burr=0i1 (w02 +02By; T2 =po(pP—1—ppx)+e’ub,

und ganz entsprechend

(3.9)
Byre=Yyra(x—pw) + 2B, 115 % 3=pYyre(®F—1—puw) +p?xB, 41

Durch Einsctzen von (3.8) in (3.9) kénnte man .nun 3, ., und «, .4
unmittelbar aus §, und «, . ; erhalten in der Gestalt

Byiz = e By + 129,105

%ypn = a1 By T Coa i

(3.9a)

wobei die ¢; ), nur noch von p; » und p abhingen. Daraus folgt
sicher £, — 0 und o, — 0 mit v — 00, wenn sich fiir cin gecig-
netes positives » aus |B,| <<e; |o,.;] <<Ae immer |B,,q]| <g¢:
und |o, ;3| << ¢ - e mit einem festen Faktor ¢ <{1 ergibt. Dies
ist sicher der Fall, wenn zugleich

7— |t
12

fen |+ 2 |ee] < g, also A << und

(6l

| caa | < gk, also x> iAo =

22

fiir ein geeignetes positives & gilt, d. h. fiir denjenigen Bereich
der GréBen p; % und p, fir den die Ungleichung

i .
1—tn [€3 ; =
(3.10) PR Erpr B lege| <1
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gilt (der Grenzfall, daB3 ¢, = 0; [¢gy| < 1; ardfas i sei dabei
sinngemif eingeschlossen). :

In diesem Bereich konvergiert bei hinreichend kleinen Be-
trigen von B, und o, das angegebene Verfahren immer (vgl. hier-
zu auch die Bemerkung vor Satz 1). Wir beschranken uns jedoch
fiir das Weitere auf die folgenden Abschitzungen: Es sei

(3.11) |x[ <z el <z

(was bei reellen »; w und R nach (3.1) nichts anderes bedeutet als
zwei Paare konjugiert komplexer — nicht reeller — Nullstellen
von /7). Ferner sei

(3.12) e Etole B Bl el

Aus (3.8) folgt dann (»; p und p weiterhin reell vorausgesetzt)
i
(3.13) Bl <22@e+40%;  vipel <3pe: (3 o+ 17’92)-

Beide Klammern sind kleiner als 0,99 fiir p <C .-1—1—3 Durch Ver-

gleich mit (3.12) ergeben sich dann, indem man die entspre-
chende Rechnung unter Beriicksichtigung von (3.9) statt (3.8)
nochmal durchfiithrt, die Ungleichungen

|Byez] < 2e:0,99% |a,.5]<<3pe-0,90%.

Bei Verwendung der exakten Rekursionsformeln (3.6) und (3.7)
hitte man statt dessen

(3.132)
[Borel < 2e-0,09% + M2 o, 5] < 3pe0,00° + Mpe?
mit ciner von ¢ unabhingigen Schranke A/ (wenn nur ¢ klein

genug ist, daB man innerhalb des Konvergenzbereichs der Reihen-
entwicklungen bleibt, von denen (3.8) und (3.9) die ersten Nihe-

rungen geben). Aus (3.13a) folgt nun aber fiir jedes p <C 11—3 bei
hinreichend kleinem ¢ sofort
(3-13b) [Byys| £ ¢ 2¢ und o, 5] < g-3pe mit (0 <<)g < 1.

Vergleicht man dies wieder mit (3.12), so erhilt man folgenden
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Satz 1: Das in 1. zusammengestellte Rechenschema konver-
giert bei hinreichend guten Anfangswerten fiir die
Koeffizienten des Faktorpolynoms K (x) immer dann,
wenn das gegebene Polynom 4. Grades F(x) zwei
Paare konjugiert komplexer Wurzeln besitzt, deren
Betrige sich mindestens wie 4,3 : 1 verhalten.?

Der Vergleich von (3.13) mit (3.12) gibt besonders fiir kleinere p
zugleich auch eine Abschitzung fiir die Gilite der Konvergenz.

Unter der zusitzlichen Annahme px >0 (was bei reellen p; =
und R nach (3.1) zwei Paare konjugiert komplexer Wurzeln be-
deutet, deren Realteile dasselbe Vorzeichen haben) geniigen
wesentlich schwichere Voraussetzungen fiir p, wie sich folgender-
malen ergibt: i

Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit |p| << |#|
annehmen. Ferner 140t sich der Fall negativer p. und % nach (3.8)
und (3.9) auf denjenigen positiver . und » zurtickfithren, indem
man die B, durch (— 8,) ersetzt. Dementsprechend sei zunichst
(1. Fall)

(3.14) 1,6 << p<x<'2 und
(3.142) (0 <) p <o,5.
Dann ist

[<xG—0<z:G—0

p—ex
l > 1,6 —2p>0,6 nach (3.14a),
also
(3.14Db) 0,6 p—px<l2-(1—p)
und daher

|<z-2:(1—p)—1=3—4¢
pr—i1—prp=p-(p—px)—1
l> 1,6 - 0,6 — 1 = — 0,04,

1 Dieses Ergebnis ist bereits schirfer als die entsprechende Aussage bei
Friedman, wo (S.205) ¢ < 1:5 und dazu noch gleiches Vorzeichen des
Realteils bei allen Wurzeln verlangt wird (allerdings mit der Zusatzbemer-
kung, daB diese hinreichende Bedingung zweifellos noch durch eine bedeutend
schwichere ersetzt werden konnte).
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also, weil 3—4p>1 (> 0,04) nach (3.14a),
(3-14¢) == =S e g i

Aus (3.8), (3.12) und (3.14b) folgt dann

(3.15 )| B s 3ipleR e il ool = le3inl=tolod) o eh

\\Cll- —(39—29) =3—4p >0

nach (3.14a) und weil daher 30— 2p% im abgeschlossenen

Bereich (3.14a)? seine obere Grenze fir p = 0,5 annimmt.
Aus (3.8), (3.12), (3.14) und (3.14¢) folgt ferner

{ ;-‘.I<392€'(3_4°) Sl ZIptele

—398(39— 1) < 522,

(3.13h)

weil dd (3p—§- 92) =3——1—p>o

nach (3.14a) und weil daher (3p——» p ) imabgeschlossenen

Bereich (3.14a) seine obere Grenze fiir p = 0,5 erreicht.
Nun folgt aber aus (3.14) und (3.14a) auch noch

(3.15¢)
: <2‘_1:6P
A pu
>u—px>1,6(1 —p)>0,8
und

ik || B e e prts p Gl e il i @) e il @
Ci Dl

<%?-1-p-1,6x<3—3,2p,

weil %> —1—p - 1,6 % nach (3.14a) fiir 1,6 << » <{ 2 monoton mit
% wichst und dabei seine obere Grenze fiir x = 2 annimmt.
Also ist

(3.15d) o< x—1—pux<{3—3,2p.
Aus (3.9), (3.15b), (3.15¢) und (3.15a) folgt dann
(3-15€) [Byye| < 558 (2—1,6p) + 9?22 = 2¢ (5—29——92) =z

''d. h. im Bereich o <p < o,5.
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(nach (3.14a), dhnlich wie in der Begriindung zu (3.15a) und
(3.15b)); ferner ebenso unter Berticksichtigung von (3.9), (3.15a),
(3-15b), (3.15d) und (3.14)

(315D [ovsal <30%-(3-3,20) + ¢ = pe [ p-ag?) <

Der Vergleich von (3.15¢) und (3.15f) mit (3.12) gibt wieder die
Konvergenz (hinreichend kleine Betrige von B; und o, voraus-
gesetzt). Nun sei (2. Fall)

(3.16) o< pu<1,6; p<<x<2 und
(3.16a) (0 < p < 044.

Dann ist () p(n—p%) <e(w—pw) <p(l—p) 1,6 <04
weil fiir 0 < p < 0,5, also erst recht fiir (3.16a) immer

5; (6 —p?) =1—2p >0, also p(1 —p)<';.
AuBlerdem ist dann aber
B elox—w <e*x<p* 2<044° 2< 04,
also, () und (B) zusammengefaf3t,
(3.16h) plp—pn|<<oq4.
SchlieBlich folgt aus (3.16) und (3.16a) auch noch
16¢) pP—1—pun<pl—1—pp?=p2(1—p)—1<C1,56—2,5%;
und 1+ppr—pi<1i+op-2—u.
Aus (3.8), (3.12) und (3.16h) folgt nun
(3.172) |B,11l << 3e-04 +p2+-2e < 1,6 nach (3.16a).
Aus (3.8),(3.12), (3.16c) und (3.16) folgt im Fall o < p2— 1 — pux

h’.,igi < 3p%c - (1,56 — 2,56p) + p3 1,6 - 2¢
< 3pe - (1,56p — 1,49p%)
< 3pc (1,56 - 0,44 — 1,49 - 0,44%)* < 305 - 0,4,

1 Nach (3.16a) wegen —ddp— (1,56 p —1,49p% >0 fiir p << 0,44.
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dagegen im Fall o> p?—1-—opux
[ore] < 3% - (1 + 2o —p®) + 0 2pe
< 3p% -[1 —n2 4 2p (1 + %) -0,44]

csrefiad (3 -on]

2
weil Max. [1-—p2 +cp] =1 + »% fur festes ¢; damit hat man

in diesem Fall (mit G = 3 c 0,44 < 1,2) die Ungleichung

(3.17b) !n.:21<3p-0,44s'[1+—lf~]=3p-o,44s-1,36<1,8ps-
Nun folgt aus (3.16) und (3.16a) aber auch noch
(3.17¢) ow—pp<2 und

e

17d) 21— % 2
(317d) = PRI P e g

Aus (3.9), (3.17b), (3.17¢) und (3.17a) folgt dann
(3.17¢) | Byy2] < 1,8pe-2 4 p2-1,6e < 1,9¢ nach (3.16a) :
und unter Berticksichtigung von (3.17d) und (3.16)

(3. 19750 o ol = BipeR R ie e SR R Gl ttin o e maic Ll (3 b lal)

Der Vergleich mit (3.12) ergibt wieder (unter der Voraussetzung
hinrcichend kleiner Betrdge von £; und a,) die Konvergenz.

Auf Grund der Bemerkungen vor (3.14) lassen sich nun aber
dic Ergebnisse der Abschitzungen zu (3.14) und (3.16) zusam-
menfassen in dem folgenden

Satz 2: Das in II. zusammengestellte Rechenschema konver-
giert bei hinreichend guten Anfangswerten fiir die
Koeffizienten des Faktorpolynoms A (x) immer dann,
wenn das gegebene Polynom 4. Grades #(x) zwei
Paare konjugiert komplexer Wurzeln besitzt, deren
Betrdge sich mindestens wie (1 : 0,44 =) 2,3: 1 ver-
halten und deren Realteile dasselbe Vorzeichen haben
(Vgl. auch hierzu Anm. S. 88, d. h. die Friedman-

sche Bedingung ; 5P =50 )
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Aus (3.2) und (3.5) folgt p+»;- — B—ux mit ;-> 1;0 <p<1
(reclles R wie bisher vorausgesetzt). Aus der Voraussetzung
(3.18) B>6,3
folgt daher

fiir px<<4 sofort o4+ —>2,5; p<<o;5 (),

fir px <32 dagegenp 4+ >3,3; p<o4 (&),

1
e
1
P
;>6y5) P<O:2 (Y)

flir px <o sogar o + -
Wir unterscheiden nun wieder die Fille

(3.14) L6 p<<n<2 und
(3.16) o<pu<(1,6; p<x<z2.

Aus (3.14) und (3.18) folgt dann nach (e) sofort p <C 0,5, d. h.
(3.14a), was (,,1. Fall*) zusammen mit (3.14) fiir den Konvergenz-
beweis gentigte. Aus (3.16) und (3.18) folgt nach (8) dagegen
sogar p <C 0,4, also erst recht (3.16a), d. h. p <C 0,44, was wieder
(,,2. Fall'") zusammen mit (3.16) die Konvergenz ergab.

‘Die Fille (3.14) und (3.16) zusammengefalt besagen aber nichts
anderes als die Voraussetzung

o<p<n< 2.

Dies fiihrt also zusammen mit (3.18) in jedem Fall zur Konver-
genz. Nach der Bemerkung vor (3.14), S. 88, geniigt dazu nun aber
auch (3.18) und

o=t [lCabt ol b d|Sd S 8solan o et bde—to i
(3.18) und px <o gibt jedoch nach (y) zunichst p < 0,2 und

daher erstrechtp < ——,d.h. die Voraussetzung von Satz 1, wenn

man an 2 Paaren konjuglcrt komplexer Wurzeln festhilt. Daher
geniigt (3.18) unter dieser Voraussetzung (2 Paare konj. kompl.
Wurzeln) immer und es gilt als zusammenfassende Abschiit-
zung der

1 (1 sowie x reell vorausgesetzt).
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Satz 3: Das in 1L zusammengestellte Rechenschema kon-
vergiert bei hinreichend guten Anfangswerten und
2 Paaren konjugiert komplexer Wurzeln immer, wenn
in (2.1) B> 6,5 ist.

Geht man statt von (2.1) von der allgemeinen Gleichung 4. Gra-
des B4+ ak® + 68 +- £ 4+ 4 =0 aus, so lautet die entspre-
chende (hinreichende) Konvergenzbedingung & : Va’> 6,5 (vgl.
letzten Abschnitt vor II1.).

Ebenso wie Satz 3 bloB eine hinreichende Konvergenz-
bedingung gibt, bedeutet z. B. auch p < 0,44 nur eine hinrei-
chende, aber keine notwendige Bedingung fur die Gultigkeit des
Satzes 2 bei sonst unverinderten Voraussetzungen. Dal jedoch
das in II. besprochene Verfahren nicht immer brauchbar ist, zeigt
das Beispiel

=05l —2F

Aus (3.8) bzw. (3.9) folgt dann nimlich
(@) By =—2p% 1 + *By; Yyr2 = — p%,1 und daher
(b) Byro=—2p0,; (1 +p2) +p*B,; ot 3=—p%,1(3 + 407 +20°B,.

Nun sei

(©) By &1 >0 und
() |8 <2p(t + 69 [oynl.

Dann ist nach (3.5), d. h. wegen (0 <C )p < 1, erst recht
(e) 1B <2o(t + 68 [l

aullerdem aber (wieder wegen (d))

(D)2l B8 ko2 (Gl e i 8 R ler F =S o2 (@ iR et oo
ffll‘ p2§__0,9

(es ist namlich 4p* 4 4% <3 + 4p?, falls 2 + ot << 4395- + 1,
was fiir p® = 0,9 und damit erst recht fiir g% < 0,9 erfiillt ist).

Nach (e) und (f) ist fiir die Vorzeichen von B, , und a,,; wegen
(b) das Vorzeichen von (— «,_ ;) maBigebend. Es gilt also
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(g) Bv+2 ®yi3 >0 sowic
(wegen (b) und (c))
(h) |Byr2l < 2p(t + sz cletmall € Zpiti g s Loy 4als

wenn nur | o, 1| <<| e,
Nun ist aber nach (b), (¢) und (f) sicher
(@) Joyesl >l [(302 + 499 — 20520 + 209 > | oy
fiir 0,27 < p* < 0,8

(es ist nimlich 3% 4+ 4p*—4p%—4p%> 1, falls 3p% 4+ 4p*—1>
> 40%(1 + p?), d. h. (Division durch 1 4 p?), falls 4p%2—1 > 4%
(erfiillt fiir 0,27 < p% < 0,8)).

Unter den fiir (f) und (i) benétigten (miteinander vertréglichen)
Voraussetzungen fiir p? ist also nach (i) der Betrag von «, .,
gréBer als derjenige von «, ;. Entsprechendes folgt durch Ver-
gleich von (g) und (h) mit (c) und (d) mittels vollstindiger In-
duktion dann aber auch fiir alle gréB3eren v, solange man die fiir
Korrekturgréfen geringen Betrags giiltigen Naherungen (?,8)
und (3.9) benutzen kann. Dabei konnten $, und «,,, dem Betrag
nach beliebig klein sein, wenn nur die Ungleichungen (c) und
(d) galten.

b) Setzt man als erste Niherung (indem man x* und 23 in (2.1)
vernachlissigt)

(3.19) K, = Bx*+ Cx + 1,

so folgt aus (3.2) und (3.3) vy = pR2 und §; = sz;Z + R4
Nach (3.3) bedeutet dies

(3-20) oy
A o S 2 e 2 _ 0 —1)-up? 4 g

= henB S oo o piialso o Seean s e s
nach (3.6).

Wegen der Symmetrie der gestellten Aufgabe und der in II. zu-
sammengestellten Rekursionsformeln beztglich der Faktorpoly-
nome G und X kann man sich auch hier wieder auf die Annahme
| | <<| »| beschrinken; im Fall | x| < | p| wiirde man nidmlich
zweckmafigerweise sowieso statt mit einer ersten Naherung fiir
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K mit einer ersten Naherung fiir G beginnen, indem man Cx 4- 1
statt 2% 4 A3 in F(x) weglaBt, da dann (bei unverdndertem §,)
an Stelle der Korrekturgrofle v, = pp die absolut genommen
kleinere KorrekturgréBe oy = xp tritt.

Dariiber hinaus kann man sich auch hier wieder auf pu > o
beschrinken; denn ersetzt man in (3.20) zugleich p. durch (— )
und % durch (— %), so wechseln v; und o, ihr Vorzeichen, wih-
rend 8, unverdndert bleibt; andererseits bleiben aber die Rekur-
sionsformeln (3.6) und (3.7) erhalten, wenn man bei g und x so-
wie bei den KorrekturgréBen v und « das Vorzeichen wechselt,
wihrend man die B unverdndert 140t.

Zunidchst sei nun (mit spéter genauer zu bestimmenden y, und

o)

(321) 1<p<p<z<z und (0<)p < py(< 1),
Nach (3.20) ist dann einerseits

(3.22) 2B >v; >0 und o, > o0.

Andererseits folgt aus der Annahme, fiir ein bestimmtes v sei

(323) ‘?’Bv > Ty > o und %y > 0,

wegen »x < 2 zunichst

(3.232) MV.—‘_.YAY,<2'{“,ZB" o

1+ By lﬁl‘_ﬁv

Nach (3.6), (3.21) und (3.23) folgt daraus aber

(3-23b) B,y >t 1 (Ho—po 2) > S falls nur o = 2 pg > —; :

2

Ferner ergibt sich aus (3.6) und (3.23) die Ungleichung

(Thy i) 5 ()0 I:i"jv’ also

o By %y 41 %yl

i Pt o nach (3.21)
und damit
(3.23¢) uby P

l"*'ﬁv 2
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Aus (3.23a) und (3.21) folgt andererseits

x4 Yy
(3.23d) 5"2—1—pp"—l’:i_'pv_>("'2_l_PH'2'

Nach (3.23) und (3.23b) ist nun &, > o und $,,; > 0.t Aus
(3.7) ergibt sich dann wegen (3.23d) und (3.23¢) schlieflich

1 ¥ 2 Ly+1
Yotz > o [9 apy (P—1—pu-2) +-p* - — —]

=VP“;:L1 .(2__1.__ J.'—3')
1+Bv+]_ {’L p[ 2

und damit nach (3.21) und (3.23) sicher
(3.23€)  ¥,;2 >0, wenn nur ((1.(2) ~— 1 — polto %) lone

Die in (3.23b) und (3.23€) ausgesprochenen Bedingungen fiir y,
und p, sind z. B. erfiillt, wenn

(3.24) o = 1,65 gy = 0,5
oder auch, wenn
(3-25) o = 1,281; gy = ;

In allen Fillen, in denen p, x und p den Ungleichungen (3.21)
mit ygund gy aus (3.24) oder aus (3.25) geniigen, folgt dann durch
Vergleich von (3.23b) und (3.23¢) mit (3.23) mittels vollstandiger
Induktion wegen (3.22) die Giiltigkeit von (3.23) fiir alle v (DaB
beim néchsten Schritt « und v sowie % und p ihre Rollen ver-
tauschen, macht nichts aus, da bisher die in (3.21) steckende Vor-
aussetzung @ < x nicht benutzt wurde, sondern nur dal
o < @ < 2 und gy << » << 2). Im besonderen sind in diesen Fil-
len also die simtlichen KorrekturgréBen o, 8, und y, positiv.

Esgiltalsodann allgemein (3.23)und, indem man vin (3.23b)
und (3.23¢) durch (v—2) ersetzt, ebenfalls ganz allgemein

(fir v > 2)
(326> 2 lev—l > %y—1 > 0; Yy > o.

! Wenn nur pg— 2p, > 4 wic in (3.23b).
2 Nach (3.21) ist p? — 1 —pp -8 > 2 —1—pgo-p - § und &% (w2 —1—pgp
b =2u0—p-§>2—3 >0 alsop—1—p - > —1—po
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Daraus und aus (3.21) folgt zunéchst entsprechend (3.23a) auch

wtoy—1
(3.26a) T S
weiterhin aber
@t oy— : i
(326D st e L B 1—]-[3;—1 und
A e o B ol SOl U o
(3:26c)x 1 px® v <3 P2 T

weil die Ableitung der linken Seite nach » wegen (3.26a) und
(3.21) sicher positiv ist.

In Anlehnung an (3.15a) und (3.15b) sei nun (fiir ein be-
stimmtes v)
@l 0= = @ 1—4‘19_]

Durch sinngemifBe Anwendung? von (3.6) bzw. (3.7) folgen
dann wegen (3.26b) bzw. (3.26¢) die Ungleichungen

0 SR i s S R O [ Lo 2o
(3.272) m<[2 Ve (2 1+Bv—1)+ 1+Bv—1] bzw.

G oD e R R oo (_ ﬂpug_) 4;93_],
3.27b) “ir <TTE l»z e i e +1+B\,_1,

Dabei gelte weiterhin entweder (3.24) oder (3.25). In den beiden
letzten Zeilen wird dann die eckige Klammer (fiir feste Werte

" 1
von p; e; ) am groBten, wenn der Faktor 22 = P
=

ten, d. h. wegen (3.27), wenn z =1 ist; denn die Ableitung von

am groB-

(5 +2p)u— ; 0 Lot (vgl. (3.27a))
und von (1?3 + 49) % — 5 pug o> (vgl. (3.27b))

nach #z ist fir o <% <1 durchweg positiv, wenn (3.24), d. h.
o =1,6; p <<0,35, oder auch wenn (3.25), d.h. pe=1,281; <%'

1 omit %, o mit v vertauscht und v durch (v—1) ersetzt.
7 Miinchen Ak. Sb. 1951
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vorausgesetzt ist. Aus (3.27a) wird damit (indem man f3,_; =o
einsetzt)

(3.27¢) (0<)f3< pe - (2 — pug) + 2p% < 2¢

(wie bei (3.15¢€)) zundchst im Fall (3.24) und erst recht im Fall
(3.25). Aus (3.27b) wird auf entsprechende Weise

(3.27d)

e 1
(0 <> %yt+1 =S

tis 1 i0:E
1+ 8y

4(1-+By)

(wie bei (3.151)) zunichst im Fall (3.24) und erst recht im Fall
(3.25). Nach (3.21) und (3.23) ist weiter

K [_2928(3—2mlo>+4935]<'

%4 vy S RN S ) el
SR e s el e e
und
(3.28b) pP—1—opu- = <x®—1—px- - ol Ll
1 }BV BJ 1+ By

weil wegen (3.23a) und (3.21) die Ableitung der linken Secite
nach p und die Ableitung der Mitte nach » immer positiv ist.
Aus (3.6) bzw. (3.7), (3.27¢) und (3.27d) folgt damit

o) o (27— if?,i—) + E25 by,
S A B T o1tpe ( Soer ) o2 4LI
(3 28 ) \O <> i ~~< l'i'Bv'% 1 [4(1’ 3,) 3 + '”@1

Denkt man sich p und ¢ fest, so ist die rechte Seite von (3.28¢)

. : 3 1
wieder am gréfiten fiur v = -

1+ By

e ‘(‘1;1 -+ 29) v“‘lql 9712} nach v wegen B, >0 (d.h. o <<v < 1)

=1, weil die Ableitung von

und wegen (0 <) p <~ im Fall (3.24) und im Fall (3.25) durch-
weg positiv ist. Aus (3.28¢) wird daher

GO G
=G (121 P— 292)<'185 g fl.lr p< :lz
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Die eckige Klammer in (3 28d) ist bei festem e und P, proportional

zu g(p) = -33 o — -I-I_I—p— + 49% und damit wegen
dgl 40033 S e )  [e3300 ( e L)
ol (1--4.—(3,, 89/4 14p |>o0 fir p <5

im Bereicho <p £ = , am gréften fiirp = i— Die eckige Klammer

selbst ist daher kleiner als

e(33 St 22,)=,i (44‘ Pl 7,2)_<_,
7 4 2 2 2 —

. 412 ./’,5
8:44 T 2

(SN C]

(WO])(‘I wieder — = v gesetzt wurde; Max. (av—462%) = —b) .

‘} +By
Aus (3.28d) folgt damit
(3.281 (o ——— (fﬁr < 1).
ikin) Dtz <5 %B,H) P

Durch Vergleich von (3.28¢) und (3.28f) mit (3.27) folgt dann
unmittelbar die Konvergenz des Verfahrens, wenn man zu den
Voraussetzungen (3.20) und (3.21) noch entweder (3.24) oder

(3.25) hinzunimmt.
Es bleibt noch der Fall

(3.29) o< p<<1,29; p<x< 2,

wobci wieder p < \'orausgcsctzt sei.

In diesem Fall folgt aus (3.20) unmittelbar bzw. durch einfache
Abschitzungen

(3:292) 0<Ty;<0,43; 0Py <15 —0,1 < <<0,3; —0,2 < B << 0,4

(fur @B, unter Beriicksichtigung von (3.6)).

Der Konvergenzbeweis unter den \"oraussetzungen (3.29) laBt
sich wegen der Méglichkeit negativer B, hier nicht ohne weiteres
in Anlehnung an (3.16) fithren. Man kann aber trotzdem zum
Ziel kommen, indem man z. B. noch % = 1,5 unterscheidet. Im
cinzelnen sei jedoch der Konvergenzheweis fiir (3.29) hicr nicht
mehr wiedergegeben, da er etwas mehr Rechnung als die bis-
herigen Abschitzungen erfordert, ohne wesentlich Neues zu
enthalten.
g+
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Das Ergebnis 148t sich unter Berticksichtigung der voraus-
gegangenen Abschidtzungen zusammenfassen in

Satz 4: Benutzt man (3.19) oder Gy =42 4 4x 4 B als erste
Niherung, je nachdem |p|<|x|, so konvergiert das
in I1. angegebene Verfahren bei zwei Paaren konju-
giert komplexer Wurzeln mit einheitlichem Vorzeichen
des Realteils immer, wenn das Verhiltnis p des Betrags
der ,;kleinen* zum Betrag der,,gro3en* Wurzeln unter
der Schranke p = ; bleibt.

AuBerdem lassen sich nun aber auch die Uberlegungen nach
(3.18), die zu Satz 3 fithrten, zuniachst bei einheitlichem Vorzeichen
der Reailteile aller 4 Wurzeln der gegebenen Gleichung auf den
Fall tibertragen, daB man von K| = Ba? + Ca + 1 oder von
Gy, = 2% 4+ Ax + B ausgeht

(Aus B>6,5 und o < p < 1,6; p << =<2 folgt zwar zu-
néchst nur p 4 ; > 3,3 und damit p < ;_, also noch nicht ge-

0es3)
nau das, was in (3.25) von p vorausgesctzt war; man crkennt
jedoch aus den durchgefithrten Abschitzungen sofort, daf§ fir
ux = 3,2 die Ungleichung o < - 19_ vollig ausreicht).
E20'% )

Im folgenden soll jetzt aber gezeigt werden, daf3 die Voraus-
setzung einheitlicher Realteile hier ebenso unnétig ist wie in
Satz 3. Es sei namlich

(3.30) —4<<pr<<ound B=p 4+ ux + ;—>6,5.
Dann ist

2 Al — e_ 220 _l 1. —_— g (T g
(3-303) B T+twppte =4 6,5 und p + 0 B0 5k U (8 6:3)’

also, da nach (3.5) notwendig |p| < 1, jedenfalls ; > 6,34
¢ << 0,16 und damit

\ .1 45 Oy S S 1 oA a 71 =
(3.31) 0 > 6,34 un; o < 6,34 — (< 6,34)' ‘
Nach (3.20) und (3.30a) folgt

(3.32) Jaa] < g 16— 1) - .
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Nun haben nach (3.30) die Glieder (—up) und % p? das entgegen-
gesetzte Vorzeichen von »*upe. Daher ist nach (3.32), (3.31) und
(3.30), je nachdem | »2pp| Z | —pp + #p?|, entweder

j A

(3-32a) ]VZI = ()5 IV-QP'Pl = 6:5 l‘/-[J-pl< 0“T 0,34 —yx

P

2 At
<'(;,5 T < 0,12 oder

' L B
(3-321)> \”‘21 = 6,5 6,34 o 6,342
also jedenfalls
(392c) | e < e
AuBerdem folgen aber aus (3.20), (3.30) und (3.31) dic Un-

gleichungen

(3-33) 1(1l< 63 -<0,32 und |, | <|/.u,p!< oder |B;| <%

10 "4

also in beiden Fillen sicher | , |<Co0,30.
Nun sei allgemein vorausgesetzt, flir ein bestimmtes v sei

villetoal ity S st dioc¥ S =S ctmitior-<i oS
(also | 8,]<C0,39).

(3-34)

Nach (3.31) ist dann

% vy 1 |%| + 0,32 = 2,32 1
e, 6,34 + | x| 1—0,39  634+2|u[ o061’
weil el SHOTE IR 1| << 2 mit |%| zunimmt;
634+ PR LS ok ¥ d
daher ist
Yy 2,32 1 2,32
p—p- > /M = o ) A .
° 1 By (p) 6,34 °|(;| 0,01 R 10,34 0,61 ’
weil A7(p) mit | | zunimmt,
Nach (3.6) wird damit
2,32 1 3¢ 1 e s
‘IB‘,+1|<3(2 -+ T ‘0,6{) + TR = oy B Eelli AR TR
S 34‘/ nimmt monoton zu, also ,'6;33—1/' 1 fiir — 4 << y << 0 monoton

ab, wenn y wiichst,
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Entsprechend bekommt man jetzt aus (3.7)

4,64 6
|Y~)+"‘<(,34 067[(3+ f(;3.‘1-661 )+ 6342 -0,61 J<€ 0195<<013).

Der Vergleich mit (3.34) gibt zusammen mit (3.33) und (3.32¢)
durch vollstindige Induktion wieder den Konvergenzbeweis. Da-
her gilt allgemein der

Satz §: Benutzt man (3.19) oder G; =22 4 Ax + B als erste
Niherung, je nachdem |p| < ||, so konvergiert das
in II. angegebene Verfahren bei zwei Paaren konju-
giert komplexer Wurzeln immer, wenn nur B > 6,3,
d. h. bei nicht , normierten’* Gleichungen, wenn nur

b: Va’> 6,5.

1V. Bemerkungen zur Anwendbarkeit des Verfahrens

Fiir die praktische Verwendung des in II. angegebenen Ver-
fahrens wird man im allgemeinen eine 1. Niherung fir K(x)
durch Vernachldssigung von x* und 2% oder eine 1. Ndherung
fir G(x) durch Vernachlissigung von 2! und x° gewinnen. Fiir
die Brauchbarkeit des Verfahrens ist nicht nur die Konvergenz
selbst, sondern vor allem auch die Giite der Konvergenz maf-
gebend. Hierfiir kann man unter Vernachlissigung hoherer
Potenzen von p die folgenden Niherungen gewinnen: Nach (3.20)
gilt fiir die Korrekturgréflien 8, und vy, zunichst

T~ 62— Om,

und daher nach (3.6), (3.8) und (3.9) allgemein (fiir beschrink-
tes v)

(4.1)

By~ %y, also xfy

B D 2 (0 == ) e e e e
Buge ~pf - (W2 —1) (2 —1)- B, =¢B,:
Nach (3.1) und (3.5) bedeutet dabei

o das Verhiltnis des Betrags der ,,kleinen* Wurzeln zu dem-
jenigen der ,,groBen'’ Wurzeln,

I D.h |yyre — ¢y, | < M p® mit beschrinktem A/ fiir beschranktes v.
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— ; u. das Verhiltnis des Realteils zum Betrag bei den ,,gro3en‘

Wurzeln und

— i » das Verhiltnis des Realteils zum Betrag bei den ,,kleinen*
Wurzeln

(2 Paare konjugiert komplexer Wurzeln vorausgesetzt).

Einen Uberblick iiber das Konvergenzverhalten bekommt man
unmittelbar aus 7(x), wenn man (3.2) bertcksichtigt. Aus (3.2)
und (3.5) folgt ndmlich (unter Vernachlissigung hoherer Poten-
zen von p)

@2) o~— —api u~Vp(d—pC); x~Vo(C—p A).

B(i—"p)
Fiir das Beispiel (1.1) bedeutet dies

1 1 2,5—0,4 : 4—0,3
Ot 0 '(')*: (LNi3"'-’ - =0,7; V'N”":;" ~ 1,2

1S (1 = '100)

und daher nach (4.1) fir den nach 2 Divisionen erzielten Kon-
vergenzfaktor ¢ jeweils niherungsweise den Faktor
—0,51 0,
75% —581—_4i ~ — 0,003,
wodurch die Gilite der Konvergenz schon recht genau erfafBt ist,
wie ein Vergleich mit (2.4) zeigt.
Die Niherungsregel (4.2) 148t sich natiirlich auch {ibertragen

auf Gleichungen, die nicht so ,,normiert* sind, daB der Faktor
von x* und derjenige von x° gleich 1 ist. Ist

(4.3) B4 aB3 4 bER 4 cE - d

gegeben, so ergibt sich mittels £ =« i/a; und Division durch &
sofort ;

’ b a
4—3 a B = - ’ /1 = 1
g Vd Vd

Nach Satz 5 geniigt B > 6,5 fiir die Konvergenz des Verfahrens.

; C=——.
ds
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Das ge‘schildertc Naherungsverfahren hat den Nachteil, da§§
es sich nicht fiir alle Fille von Gleichungen 4. Grades mit zwei
Paaren konjugiert komplexer Wurzeln eignet; es hat auflerdem
den Nachteil, dall es nach (4.1) blo8 ,,von der 1. Ordnung“
konvergiert, d. h. dal der Fehler beim nichsten Schritt jeweils
naherungsweise proportional dem Fehler der vorausgegangenen
Niherung und nicht etwa (wie z. B. beim Newtonschen Ver-
fahren) proportional dem Quadrat des Fehlers der vorausge-
gangenen Niherung ist. Das Verfahren hat aber den Vorteil
einer schr einfachen Rechenvorschrift und den Vorteil, dafl man
mit Hilfe von (4.3a), (4.2) und (4.1), wenn eine Gleichung
4. Grades vorliegt, die Brauchbarkeit des Verfahrens und die
Giite der Konvergenz in vielen Fillen durch eine einfache Uber-
schlagsrechnung sofort feststellen kann. Es wird vor allem dann
dem Verfahren von Graeffe (das wic das Newtonsche im wesent-
lichen ,,quadratisches’ Konvergenzverhalten zeigt) vorzuzichen
sein, wenn die gewiinschte Genauigkeit bereits durch 3 oder 4
Divisionen erreichbar ist (da sich der Vorteil des quadratischen
Verhaltens bei den ersten Schritten noch nicht so auswirkt).
Besonders im Fall px > o0 (was z. B. bei Schwingungen um
stabile Gleichgewichtslagen gilt, wenn es sich um die charakte-
ristische Gleichung einer linearen Differentialgleichung handelt)
wird das Verfahren hiufig auch dann gut konvergieren, wenn
die Betrdge beider Wurzelpaare wenig voneinander abweichen.

Aus den Uberlegungen in Abschnitt II1. folgt iibrigens zu-
nichst fur Gleichungen 4. Grades mit zwei Paaren konjugiert
komplexer Wurzeln auch die Begrindung fiir die folgende
Rechenregel:

Ist von der linken Seite der Gleichung # = a2t +
+ A% 4+ -+ = o nidherungsweise ein quadratischer
Faktor X fir die Wurzeln mit dem kleineren Be-
trag bekannt, so ist das geeignete Verfahren zur Be-
rechnung eines Niherungspolynoms fiir den ande-
ren quadratischen Faktor (fiir die Wurzeln mit dem
groBeren Betrag) die gewohnliche Division 7: K; ist
dagegen niherungsweise ein quadratischer Faktor &
fur die Wurzeln mit dem gréBeren Betrag bekannt,
so verwendet man im Interesse groflerer Genauig-
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keit des anderen Faktors (fiir die Wurzeln mit dem
kleineren Betrag) zweckmiBigerweise nicht die
gewdhnliche, sondern die ,,umgekehrte’ Division
(d. h. die Division nach steigenden Potenzen von x
im Sinne der Gleichung (2.2 b)).

Noch ein Wort zu dem unter I. dargelegten Verfahren: die
einzelnen Schritte erfordern dort etwas weniger Rechenarbeit als
bei dem unter I1. behandelten Verfahren; eine einfache Konver-
genzbetrachtung fiir das Verfahren I. (fiir p < 1 und hinreichend
gute erste Nidherungen) ergibt jedoch, dal3 diese einfachere
Rechenarbeit bei den einzelnen Schritten durch den Nachteil
erkauft werden muB, dal man etwa mit doppelt so vielen Schrit-
ten rechnen mufB, um zu ebenso guten Naherungen wie beim
Verfahren II. zu kommen.

V. Gleichungen beliebigen Grades

Das in den vorausgegangenen Abschnitten behandelte Ver-
fahren 140t sich unter geeigneten Voraussetzungen auf Gleichun-
gen hdheren Grades verallgemeinern; um dies zu zeigen, sei die
gegebene Gleichung =G« K =o (falls es nicht von vorne-
herein so ist) mit Hilfe einer geeigneten Transformation £=x-x
so normiert, daf3 der gréBte unter thren Wurzeln auftretende Be-
trag gleich 1 ist. Die Gleichung 148t sich dann, falls sie 7z Wur-
zeln vom Betrag 1 (zusammengefal3t in &) und 2 Wurzeln von
kleinerem Betrag (zusammengefa8t in X) hat, darstellen in der
Gestalt

(31) o=F=K-G=
=[xk+€ 'rh—l—f-s xk——2+_“_1_ ].[xm_*_c xm—l —1-5 xm——2+ "+€m——1x+1]

Sttt ety sh] [ 4+ (e + 30 = ep el i Rt

U

K’ G"
wobei die Gréfen ¢, irgendwelche Niherungen fiir die Koeffi-
zienten ¢, des Polynoms K bedeuten, wihrend die GréBen 3, die
Korrekturglieder fiir die Koeffizienten des Polynoms G bedeuten
wenn man G durch G = F:K' (unter Vernachlissigung des bei
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der Division auftretenden Restes) ersetzt. Durch Koeffizienten-
vergleich folgt dann

6+ & =<51+31)+€,1;
eteaate = (e + &) + erer + 8) + &5
Gtetante = (G+3) +e (et 39+ & (et 8+ Eis usw.,

also unter Vernachlissigung von Gliedern der Gestalt e, 3

[
B =& —ey;
82 = (3 —ep) o+ (52_€>)
= (g, — &))" & + (55— £3) - 1 + (e3— ¢3) und allgemein
(52)
3, = (51—5’1) Syt T (e2—¢2) eIl g Z(E;.*E;.) “Cu—i
i, —
Andrerseits ergibt sich (,,umgekehrte Division durch _]GL; ) aus

(5.3)

F=[14cy, 124cy o+ cya™ 4

!
") [ep+ep 1 7+ &g 2%+ 41

‘m—1 +8m—1 , cm—2+8m—2 2
l+— RE, ¥ S A e T S

_}_
()
=k

- [er +(epa+ eh_1)x~+ (Ers o) &%+ -] + Rest

durch Koeffizientenvergleich fiir die KorrekturgréBen <) zu-
nichst die Gleichung

1 +8m—1
Cm1 €y S = i "= g+ (gt gh1), also

S em—1 4 8m—1 Sm em—1— 81
(J'4) E;:——l =z&p- [fm_l T __77_!.__1 _I‘_ 87:! ] == C«k n; + 8 L .
Ferner folgt aus (5.3) (durch Vergleich der Koeffizienten von #7)

(e S R o B i

em—2+8n—2 cm—1+1 8m——l

B e Sp il D (er—1+ex1) + (g2 + i)
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e +8m—n _ ‘m—x ¥ — $n1—).)

also {wegen €, — — s = T
m m
s _,  m—28m—Sn—s Mo 3 —¥ma o«  ém—1tdm
et 148y ok 148, S TR

und damit wegen (5.4) unter Vernachldssigung héherer Potenzen
der &, schlieBlich :

KA 2
Ep—2 = & - (‘-m-2 Sm_ 8m——2_€m—1 Sm S Cm—1 8m—l) ar

(5.4a)

Bl €r—1 (Cm-—l Sm_ Sm—l)
oder kurz
(5.4b) el =R @ e wob eiR (S R

mit einer fir alle Gleichungen gegebenen Grades gemeinsamen
Schranke A/, da die |¢,| nach Voraussetzung (G soll lauter
Wurzeln von Betrag 1 haben) héchstens gleich den Binomial-
koeffizienten (}) sein kénnen. Ganz entsprechend folgt dann
allgemein

(5.5) g = e D0 T mite G =2

Daraus und aus (5.2) folgt die Konvergenz des Verfahrens, falls
nur die e, und die (g, —¢;) hinreichend klein sind. Dies gilt sicher,
wenn die Wurzeln von X alle hinreichend kleinen Betrag haben
und wenn man fiir die erste Naherung X’ dasjenige Polynom 4.
Grades verwendet, das entsteht, wenn man in £ alle héheren
Potenzen von x als x* wegliBt; vgl. dazu die Bemerkungen nach
(5.7). Ubrigens kann man jede Gleithung (s +4-4). Grades, die
nicht lauter Wurzeln desselben Betrags hat, z. B. durch vorherige
Anwendung des Graeffeschen Verfahrens! so transformieren,
dal ihre Wurzeln die eben ausgesprochene Konvergenzbedingung
erftillen.

Aus dem Gedankengang des Konvergenzbeweises ergibt sich
natlirlich ohne weiteres, daBl die Bedingung, G solle lauter
Wurzeln gleichen Betrags haben, keineswegs notwendig ist, so-
lange sich die Betrige der Wurzeln von G nicht allzustark von-
cinander unterscheiden,

! Und Normierung, so daf} die ,,groBten’* Wurzeln den Betrag 1 haben.
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Als Beispiel diene hierzu die folgende Gleichung 8. Grades
(nicht im Sinn von (5.1) ,,normiert*, was aber nichts Wesent-
liches ausmacht):

a8 +12a7+ 11048+ 6028 + 40024 + 7023 + 7522 + 8x +1=0.

Aus Gy =21+ 122% + 11022 + 60x 4+ 400 folgt

Ky =1+ 785% +73,552% 4 56,82% + 371
und dann G, = x* + 11,854% 4 108,042 4 41,11 + 372,05;

Ky =1 +7,890% + 73,842% 4 59,52% 4 371,72%;

Gy =x* + 11,8404 + 107,912 4 40,4x + 371,85;

K5=1+ 17,8915 + 73,8535 4% + 59,60 4° + 371,84 2%,
Zu einer Abschitzung des Konvergenzbereichs und der Giite der
Konvergenz kann man folgendermalBen kommen: Der grofte
unter den Wurzeln von X auftretende Betrag sei p; der Betrag
der Wurzeln von G sei wie in (5.1) durchwegs 1. Wir halten
und £ fest und beschrinken uns auf den Fall hinreichend kleinerg,
so daf} es geniigt, jeweils nur die niedrigsten Potenzen von p, die
vorkommen, zu betrachten.! Dann ist |g | <Ap und
(5.6) le,| S .p*<kp fir v>1, ferner e )
AtBerdem sei
(5.7) (e, —e) = o, - """,
wobei | «,| < M, mit einer nur vom Grad -4 abhéngigen
Schranke A7,. Dies ist sicher der Fall, wenn man die erste Nihe-

rung K’ fir KX durch Weglassen der hoheren Potenzen von x
aus F gewinnt. Nach (5.1) ist ndmlich

+ i
/8 = g oo s lilels B By G S O =l S0
h—1
o AR G - - e D)

L G e s o o)

S xo'ek

1 Wir setzen dabei voraus, dafB die angeschriebenen Koeffizienten = o sind,
sonst bekime man noch bessere Konvergenzverhiltnisse, weil z. B. die s
in (5.9) und (5.10) eine hohere Potenz von p als Faktor hitten.
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und daher im vorliegenden Fall (mit der Abkiirzung 14-¢,¢,,_, +

R ) S o = 1L S )

K= ’L‘k _l_xl:—l il & Op—1 e E xk—2 . _52_ g3 [m—l el R A

1--¢ 1 —} €
=zt a* e A% ey + -+ nach (5.1).
Daraus folgt
el s ——-Eifj—ev{—l“m—l* W &y €Tyl 1 T v e
S s ARGy 1+¢ B 14¢

Nun ist bis auf héhere Potenzen von g immer
le| =ley ey + 6o+ - 1| S kp-m nach (5.6)
und damit wieder nach (5.6) bis auf héhere Potenzen von p
(s-73)
loy—al S@ e pm + (i et - m=m-[()- £+ (L))"

beschrinkt, wenn »2 -+ £ gegeben.
Nach (5.2) und (5.7) folgt dann

(5.8) 3,~~e, 0% speziell 8, ~ ¢, ;0% 8, 1~ om0t
Unter Benutzung von (5.4) folgt daraus

* N 2
(5.9) &r—1 ~ & (1 8m S alm = letopeat Rt S ielon iRt

Entsprechend folgt aus (5.4a) und (5.8)

ehoz ™~ Ep1 (Cmey — Cm—s) % P
und entsprechend aus (5.3) allgemein
(5.10) Shmt ™~ Shontl * (o1 — Cn2) * 1 %,
also speziell, weil nach (5.7) o;p2 = & — &1,
i e e =G ) (&1 —=);
v S ~e- (531—1—%1—2) - (e, —e1)-
Man erhilt daher als zweite Naherung fiir X =o auf Grund der
in (5.3) angegebenen Bedeutung der ¢¥ die Gleichung
(5.10a)
0=(1 +ef)at+ (g +eDat o = (1 - ) [#F oy 2¥ 7 o]
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* * *
: " &8 1" £& —§&
mit e— = A |Sole e =
1 1—'—3f H 1 14 sz@
Nach (5.10) folgt daraus
| d o S ) [
(5.11) 3 15 || G == S0y |G S0 0 B [P o

Bei hinreichend kleinem g ist also nach (5.6) eine Schranke fir
den Konvergenzfaktor ¢, mit dem sich der urspriingliche Fehler
nach 2 Divisionen multipliziert hat, zunichst fiir die Fehler bei ¢;
niherungsweise gegeben durch

(5.12) go = ¢*- [#2+ O] [ + (B)].

Bei hinreichend kleinem p sind aber nach (5.9) und (5.10) die
Fehler |e,—¢,| alle entscheidend durch o;p? = (g; —- ;) be-
stimmt; nach (5.10a) ist ndmlich

*
’,,_ g, 1 & e g SR E,ET'—E‘:‘-
S also ejs, st
nach (5.10) folgt daraus
B 2 2 '
(5'118') €& | ™ EE&1 &1t | Cm- 1 2| 8178

< M-p**t.leg—e; | nach (5.6).

Dies entspricht der Annahme (5.7) fiir die (e, — <) und erlaubt
damit die entsprechenden Schliisse fiir weitere Niherungen, im
besonderen z. B.

2 ~ "
e TR »;V€1—~€‘,+1 q ‘:111-1'_{"1n—2 ey —eEgy .

Daher gibt ¢, ganz allgemein die gesuchte Schranke fiir den
» Konvergenzfaktor* bei Wiederholung des Verfahrens.
Das Ergebnis 148t sich zusammenfassen im folgenden

Satz6: Bei gegebenem Grad £-m der Gleichung #= 0
konvergiert das Verfahren sukzessiver Divisionen im
Sinn von (5.1) und (5.3) (wobei G lauter Wurzeln
gleichen Betrags hat) immer, wenn nur das Verhilt-
nis p des groBten Wurzelbetrags von X zum Betrag
der Wurzeln von G klein genug ist. Unter Vernach-
lissigung hoherer Potenzen von p ist bei wieder-
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holter Anwendung des Verfahrens eine obere Schranke
go fiir den , Konvergenzfaktor ¢ gegeben durch
(5.12), d. h. durch

g0 = o*- [+ @] - [m*+ (D]

Dies bedeutet (vgl. die entsprechenden Uberlegungen S. 87):
Es ist ¢ < ¢ - (1 +¢), wobei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl
bedeutet, wenn nur p unterhalb einer gecigneten (positiven)
Schranke p(g) bleibt.

Im Fall reeller Polynome G vom 2. Grad mit zwei konjugiert
komplexen Wurzeln ist nach (5.1) ¢,,_» =1; (4 ) ¢2,_; >0, also

2

P == = o Sieii (602 llsi enl (G cleare

B

(5.13)

66 2 ~ 8,1 2ff1r,é= 7;5-'-,é=6 :
170 - 3+ (&2 (g))‘Pz,d.h.z.B.g()—_— R S0 4( )

153p% =~ (12,4p)*flir£=6(m + £=8).
Im Fall 72 =1 ist in (5.8) sinngemif 3, __; =0 zu setzen, wihrend
¢, 1 =1. Statt (5.12) folgt dann aus (5.11) in diesem Fall

(5-14)

: y 22p% < (3p)? fiir £:=4 (m + £=5),
b~ (4 () - ¢% d.h. 2. B. g = :

3502 < (6p)? fitlr £=5(m + £=6).

1

Von besonderem Interesse ist noch der Fall, da 7 aus p quadra-
tischen Faktoren mit je einem Paar konjugiert komplexer Wur-

..... Pp—1-
Ist dann G der quadratische Faktor mit den Wurzeln groBten
Betrags (1), so folgt aus (5.11) unter der Voraussetzung

| Pysil Py = p K 1 fiir alle v,

: . |2 2

| daB nicht nur e} _; —¢, |53, sondern auch |ef—¢,| S3p2
und damit

(5-15) ’ % S (362

fiir hinreichend kleine pin Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
bei den Gleichungen 4. Grades.




