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Differenzenquotienten in lokalkonvexen
Vektorrdumen

Von Hans-Joachim Kowalsky in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 3. Februar 1950

Einleitung

Die erste Ableitung ist bekanntlich der Grenzwert des ersten
Differenzenquotienten. Durch Iteration erhdlt man einerseits
die hoheren Ableitungen, andererseits die hoheren Differenzen-
quotienten. Damit entsteht die Frage, ob auch die #-te Ableitung
gleich dem Grenzwert des z-ten Differenzenquotienten ist; all-
gemeiner die Frage nach notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, daf3 der z-te Differenzenquotient gegen die
n-te Ableitung konvergiert.

Diese Frage, die offenbar die Vertauschbarkeit gewisser
Operationen betrifft, hat E. Hopf (Diss. Berlin 1926) erschépfend
fiir den Fall reeller Funktionen in einer reellen Veridnderlichen
behandelt!. Als wesentliches Hilfsmittel wird dabei der Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung benutzt.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einer Verall-
gemeinerung der Hopfschen Untersuchungen. Zu einer solchen
Verallgemeinerung wird man z.B. durch die Differential-
geometrie der Kurven gefithrt. Verwendet man zur analytischen
Darstellung die Vektorschreibweise, so erhilt man einen Vektor,
der von einem reellen Parameter abhingt. Bei der Behandlung
der hoheren Schmieggebilde kann man dann bekanntlich von
einem approximierenden Gebilde ausgehen, das von endlich
vielen, getrennt liegenden Kurvenpunkten aufgespannt wird.
In der analytischen Formulierung fithrt das zu héheren Diffe-
renzenquotienten des vom Kurvenparameter abhingenden Orts-
vektors. Die Frage, ob das approximierende Gebilde beim Zu-

! Vgl. Haupt-Aumann, Diff.- und Integralrechnung II, 2. Aufl.,, Berlin
1950, Nr.2,2,3 und 2,2, 4.
Miinchen Ak. Sb. 1950
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sammenriicken der Punkte gegen ein Schmieggebilde konver-
giert, ist dann gleichbedeutend damit, ob die héheren Differenzen-
quotienten gegen die entsprechenden Ableitungen des Orts-
vektors streben. g

Liegt ein linearer Vektorraum endlicher Dimension vor, so
1Bt sich die Antwort auf die Ergebnisse von E. Hopf zuriick-
fithren, indem man die Koordinaten des Ortsvektors heranzieht,
die reelle Funktionen in einer reellen Veridnderlichen sind. Aber
abgesehen davon, daB diese Behandlungsweise vom invarianten-
theoretischen Standpunkt aus nicht sehr befriedigt, ist man
durch die moderne Entwicklung der Mathematik und ihrer
Anwendungen gezwungen, auch Riume unendlicher Dimension
zuzulassen. Dann aber versagen die bisherigen Methoden.

Im folgenden soll gezeigt werden, daB3 sich auch bei so weit-
gehender Verallgemeinerung die Hopfschen Ergebnisse iiber-
tragen. Dabei werden wir sogleich einen beliebigen topologischen
Vektorraum iiber einem beliebigen Skalarenkérper der Charak-
teristik Null zugrunde legen und einen Vektor betrachten, der
von einem im Skalarenkérper variierenden Parameter abhingt.

Eine Einschrinkung werden wir allerdings den betrachteten
Riumen auferlegen: Wir werden lokalkonvexe Vektorrdume
untersuchen, d.h. Riume mit konvexen Umgebungen. Die
Konvexitit wird sich nimlich als ein entscheidendes Hilfsmittel
fiir das Rechnen mit Umgebungen erweisen. Wir werden zeigen,
daB die Forderung der Konvexitit in gewissem Sinne mit der
Giiltigkeit des distributiven Gesetzes gleichbedeutend ist. In
dieser Einschrinkung liegt eine Spezialisierung, die sich jedoch
in neuerer Zeit als durchaus naturgemif und fruchtbar erwiesen
hat. AuBerdem umfafit sie die meisten, praktisch bedeutsamen
Fille; so ist z. B. jeder metrische Raum auch lokalkonvex.
Wesentlichen Gebrauch von dieser Eigenschaft werden wir bei
der Einfithrung von Integrationsprozessen machen.

Die Aufstellung von notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, daB der n-te Differenzenquotient gegen die
n-te Ableitung konvergiert, gelingt dann in folgender Weise:
Der zu untersuchende Vektor wird zunichst mit hinreichender
Genauigkeit durch ein Taylorpolynom angendhert und der
Differenzenquotient des Approximationspolynoms gebildet. Es
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kommt dann nur noch darauf an, daB3 der Differenzenquotient
des auftretenden Restgliedes in der Grenze gegen den Null-
vektor konvergiert. Die Beweislast wird damit auf eine geeignete
Abschitzung des Restgliedes verlagert. Diese Abschitzung
selbst kniipft an die {ibliche Integraldarstellung des Restgliedes
an, eine Darstellung, die wesentlich von der Konvexitit des
Raumes und gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen Gebrauch
macht. Der Integralausdruck laBt sich ohne Schwierigkeiten
ohne Verwendung eines Mittelwertsatzes abschitzen.

§ 1. Lokalkonvexe Vektorrdume '

Der Raum, auf den sich die nachfolgenden Untersuchungen
beziehen, soll einerseits méglichst allgemein gefal3t werden: Wir
erweitern den Begriff des linearen, topologischen Vektorraumes?,
indem wir auf ein Trennungs- und Abz3hlbarkeitsaxiom ver-
zichten. Andererseits wird es aber darauf ankommen, daf3 man
mit den Umgebungen des Raumes bequem rechnen kann:
Wir werden hierdurch ganz naturgemil auf die lokalkonvexen
Vektorrdume gefiihrt werden. Die weiteren Ergebnisse werden
sich dann stets auf solche lokalkonvexen Vektorraume beziehen.

Zuniéchst erkldren wir, was unter einem lZnearen, topologischen
Vektorraum verstanden werden soll:

Def.: Eine Menge R heifit ein linearer, topologischer Vektor-
raum, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind :

a) R ist ein linearer Vektorraum diber einem Korper K der
Charakteristik Null.

b) R und K sind je ein topologischer Rawm.

) Die Rechenoperationen sind hinsichtlich dieser Topo-
logien gleichzeitig in allen Argumenten stetig.

Die Topologien in R und X kénnen durch je ein Umgebungs-
system gegeben gedacht werden, das den drei ersten Haus-
dorffschen Axiomen gentigt. Dabei sei die Topologie von X noch
so beschaffen, dafB3 sie in dem Primkérper K, als Relativraum
mit der durch den absoluten Betrag gegebenen Topologie iiber-

' Vgl. van Dantzig, Zur topol. Algebra I, Math. Ann. 107.
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einstimmt. (Wegen y (K) == O ist K, isomorph zum Korper
der rationalen Zahlen und soll der Einfachheit halber mit diesem
identifiziert werden.)

Wegen der geforderten Stetigkeit der Addition in K genlgt
es, ein vollstindiges Umgebungssystem der Null anzugeben.
Unter U soll im folgenden stets eine Umgebung der Null in R
verstanden werden. Ist schlieflich 4/ eine Menge aus R, so
wollen wir unter (M) einen beliebigen, aber festen Vektor
aus M verstehen.

Bezeichnung. Die Vektoren aus R bezeichnen wir mit
kleinen lateinischen Buchstaben, die Elemente aus X mit kleinen
griechischen Buchstaben. Mengen von solchen Elementen aus R
oder X werden mit den entsprechenden groBen Buchstaben
bezeichnet.

Fiir Teilmengen M, &V, ... aus R kann man nun in {blicher
Weise eine Addition und eine Multiplikation mit Elementen
von K definieren, indem man diese Operationen auf die einzelnen
Elemente ausiibt:

M+N = {m+”}mcM,5;1eN; 7“ZW::{)‘”z}mt‘»:M'

Diese fiir Teilmengen erkldrte Addition und Multiplikation sind
offenbar kommutativ und assoziativ. Jedoch ist die Addition
im allgemeinen nicht umkehrbar; sie gestattet nur einen Uber-
gang zu umfassenderen Mengen.

Eine fiir das Rechnen mit Teilmengen wesentliche Abweichung
ergibt sich schlieBlich bei den distributiven Gesetzen. In der
Form

AM 4+ N)=2M +AN

ist das distributive Gesetz zwar noch erfiillt, wie man an Hand
der Definition sofort nachrechnet. Fir das zweite distributive
Gesetz gilt jedoch nur die abgeschwichte Form

AWM AMHu M.

DaB hier das Gleichheitszeichen nicht allgemein gesetzt werden
darf, erkennt man an dem Beispiel

M+ (—N) M = o.
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Fiir das Rechnen mit Umgebungen — die in erster Linie als
Teilmengen interessiecren — wirkt dieser Umstand auBerordent-
lich erschwerend. Wir wollen daher zunichst notwendige und
hinreichende Bedingungen aufsuchen, unter denen in dem
zweiten distributiven Gesetz stets das Gleichheitszeichen auftritt.

Ein solches Kriterium wird durch den Begriff der Konvexitit
geliefert. Bekanntlich nennt man eine Teilmenge des An-
schauungsraumes konvex, wenn sie mit zwei Punkten des
Raumes auch deren Verbindungsstrecke enthilt. Wir fassen
diesen Begriff noch etwas allgemeiner und definieren die Kon-
vexitit hinsichtlich einer Menge I' © X:

Def.: Eine Menge M & R heifit T-konvex, wenn sie wmit je
zwei Vektoren x und v auch alle Vektoren

Ax - wy

At

mit h, pel’

enthdlt.
Den Zusammenhang mit der vorher aufgeworfenen Frage

liefert jetzt der folgende

Satz: Dann und nur dann ist die Menge M R D-konvex,
wenn das zweite distributive Gesetz in der Form

Oty M =AM+ M
Siir alle », el erfillt ist.

Beweis:

1. M sei I'-konvex. Jeder Vektor aus AM + u (», nel)
besitzt die Darstellung

Axy + ux, mit xy, 2,6 M.
Wegen der Konvexitit von M/ ist dann

A fux,
A+ pad ik
ein Vektor aus A/, und

Axy 4 pxs = (A 4 p) s
2 Miinchen Ak, Sb. 1950
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ist ein Vektor aus (A +p) M. Also folgt
AM A pd S (N p) M.

Da die umgekehrte Inklusionsbeziehung stets erfiillt ist, gilt
das Gleichheitszeichen.
2. Es gelte

AM M = 4-p) M fur A, pel.

Zu beliebigen Vektoren xy, x,6 M gibt es also stets einen Vektor
%36, so dal3
AxpFpay = (A tp)xg
ist. Hieraus folgt
lx{—i—:'@— = x,6 M.
Das ist die I'-Konvexitdt von M.

Einschrinkend wollen wir nun eine Menge A/ schlechthin
konvex nennen, wenn sie X -konvex ist. Dabei bedeutet X die
Menge der positiven Elemente aus dem Primkérper K.

Auf Grund der bisher abgeleiteten Ergebnisse erscheint es
jetzt durchaus sinnvoll, wenn wir die betrachteten Réiume
durch gewisse Konvexititsforderungen spezialisieren. Wir defi-
nieren:

Def.: Ein lincarcr, topologischer Vektorraum heifft ein lokal-
konvexer Vektorraum, wenn er ein Umgebungssystem be-
sitzt, das aus lauter konvexen Umgebungen bestehtt.

Die folgenden Untersuchungen werden wir nun auf solche
lokalkonvexen R#ume beschrinken. Hierin liegt eine Ein-
engung, die aber die praktisch bedeutsamen Falle im allgemeinen
erfaBt. Insbesondere ist jeder metrische Raum auch lokal-
konvex.

§ 2. Differenzenquotienten und Differentialquotienten

Wir stellen noch einmal kurz die wesentlichen Definitionen
und Eigenschaften der Differenzenquotienten und Differential-
quotienten in einem linearen, topologischen Vektorraum zu-

1Vgl. G. W. Mackey, On konvex topological linear spaces, Proc. Nat.
Acad. Sci. U.S.A. vol29 (1943).
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sammen. Die Forderung der lokalen Konvexitit ist hierbei
nicht erforderlich.

x(7) bedeute einen Vektor, der von einem Parameter 1€ XK ab-
hingt. Er sei etwa fiir alle v aus einem Gebiet I'C K definiert.
Fiir einen solchen Vektor erklirt man tiber I" den #-ten Differen-
zenquotienten [7y, ..., 7,] #(7) durch die folgende rekursive
Definition:

Def.: [tg 1] 2 (%) = iz () * S 2D

To—T1
(gt Ty il x(7) = [7p Tn~H] [0 -+ s Tnets 7] 2 (5)

Dabei sind die ~, feste, paarweise verschicdene Elemente
aus 1.
Fiir den #-ten Differenzenquotienten gilt die bekannte La-
grangesche Darstellung

. . <Tv
(L) [ oo Tl 2R = 3T = B) ey
v=0 IT (70— 70)

u=0
uEp

Hieraus entnimmt man: Die Bildung des n-ten Differenzen-
quotienten ist eine lineare Operation, die in 1, ..., 7
metrisch ist.

Bedeutet a einen festen Vektor, so gilt

n SYym-

a m=n
(1) [t o0y 7] (@) = fur
o i < 7.

Mit Hilfe der Definition der Differenzenquotienten beweist
man ferner leicht die folgende Z7ransformationsformel.

(2)
[F0s -+ s ) 2 () =[6g, .., 6] 2 (2) + (79— 00) [Gos Toy -+ +» Tn] Z(T) +... +
H(my, 2ol o s1og, 2] ()

Unmittelbar rechnet man auch die nachstehende Verschiebungs-
Jormel aus:

! Vgl. Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung II, 2. Aufl,,
Berlin 1950, Nr. 1, 10, 1 f,

2%
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[res ]t S oy oy ysiia] xir)
(« fest aus A).

(3)

SchlieBlich beweisen wir noch eine
Reduktionsgleichung = Ist x(v,) = o0, so gilt

x (1)
4) (50 -0 %al #() =[5 o0y Fami] T2
Beweis: Aus (L) folgt:
n—1
[Eos - o Bt (@) =— 2/ _n_z(r_,_,)___ ALK N ?5173_7 =
v=0 #I;[O (71:"‘"*_1:) #<n L b
sy

Wegen x(z,) = o fillt das letzte Glied fort, und man erhalt

n—i
x("-’v)
[Tor -« > Tal 2 ()= Z — =[fo o Tl
v=0 (v, —7p) Il (z)—7)
p=0
kv

x(-r)

wie behauptet.
Die Definition des Differentialquotienten geben wir in der
folgenden Form an:

Def.: Der Vektor x(z) heifst an der Stelle o differenzierbar, wenn
er eine Darstellung
x(o+7) =x() + 2" ()7 + vdy (x; &, 7)
mit Lirgl dy(x;a,7) =0

gestattet. Der Vektor x'(«) heifpt dann die erste Ableitung
des Vektors x(z) an der Stelle o.

Ganz entsprechend definieren wir die héheren Ableitungen:

Der Vektor x(7) heifit an der Stelle T =« z-fach differenzierbar,
wenn alle Ableitungen bis zur (#—1)-ten eine Darstellung der
Form

2P (@ +1) = 2 (@) + V)1 + (5 @, )
mit L_lf(l)‘l dl(x( );_a, T)=0 (v=o0,...,2—1)

gestatten.
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SchlieBlich wollen wir sagen, daB der Vektor x(r) in einem
Gebiet I'C K n-fach differenzierbar sei, wenn er an jeder Stelle
w6 n-fach differenzierbar ist. Er heilt endlich in I' z-fach
cleichmiBig differenzierbar, wenn alle Fehlervektoren 4 (= o, 7)
fiir v=o, ..., n—1 gleichmiBig fiir jedes a€I' mit 7 gegen
Null gehen.

§ 3. Das K-Integral.

Wahrend bei der Behandlung der Differenzen- und Differen-
tialquotienten die lokale Konvexitdt des Raumes nicht benutzt
wurde, wird sie jetzt bei der Integration eine wesentliche Rolle
spielen. Wir setzen also jetzt wieder R als einen lokalkonvexen
Vektorraum voraus?.

Der Vektor x(7) sei in einem Gebiet I' © X definiert, und «, 8
seien zwei feste Punkte aus I'. Wir wollen das Integral des
Vektors x(7) langs der ,,Ky-Strecke zwischen o und 8 in iiblicher
Weise als Grenzwert der folgenden Riemannschen Summe

erklaren:
n—1

§ = Z/O x (T-:) <7v+1_7v> (TO =T, =@)
Die =, sollen dabei alle auf der durch o« und B gegebenen ,, K-
Strecke'* liegen; d. h. sie sollen sich in folgender Weise dar-
stellen

=0+ XB—w0) o=t <N <---<A,=1;),6K].

Die <% sind beliebig gew#hlte Zwischenpunkte auf der durch 7,
und 7,,, gegebenen K,-Strecke.

Existiert der Grenzwert dieser Summe unabhingig von der
Wahl der <3, wenn man die Spanne der Unterteilung gegen
Null gehen 148t, so bezeichnen wir den Grenzwert mit

B
&[ x(7) d=

und nennen x(z) Kj-integrierbar,

! Vgl. R.S. Phillips, Integration in a convex linear topological space,
Trans. Amer. Math. Soc. vol. 47 (1940).
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Fiir das so definierte X-Integral gelten die iiblichen Rechen-
regeln. Besonders zu erwihnen ist jedoch noch die folgende
Beziehung, die man unmittelbar aus der geforderten Konvexitit
der Umgebungen in R ableitet:

Ist x(z) fiir alle = des Integrationsintervalles in einer festen
Umgebung 'V enthalten, ist also x(z) = (V), so gilt

B8
(Vyd== (T | de = (@E—a) 7).

R Sy 1y

8
I x(x)dr =

Wir zeigen nun: Ist der Integrand gleichmifBig stetig, so ist
der Grenzwert der Riemannschen Summe s bei fester Zer-
legungsfolge unabhingig von der Wahl der =}. Sind namlich <%
und £, verschieden gewihlte Zwischenstellen, so ist

n—1
5= 3 (2 — 2] Gy — )

Wegen der gleichm. Stetigkeit ist x(z}) — x(%,) ein Vektor aus
einer Umgebung U, die nur von der Spanne der Einteilung,
nicht aber von v abhingt. Damit erhilt man

n—1 n—1

8= (D) G —5) = DD X (raa— ) = B—) )

Geht nun die Spanne der Einteilung gegen Null, so geht auch {U)
gegen Null, und die Grenzwerte stimmen, wie behauptet,
iberein.

Jetzt kénnen wir leicht den folgenden Hauptsatz beweisen:

Satz: Ist x(z) im Integrationsintervall gleichm. differenzierbar,
und ist die Ableitung dort noch gleichm. stetig, so ist
x' () Ky-integrierbar, und e¢s gilt

B
J‘x’(r) d= =x2(B) — x(a).

Beweis: Da x'(7) gleichm. stetig ist, kann man die =} von vorne
herein speziell mit dem Intervallanfang zusammenfallen lassen:

n—1

s=2 %) Gorr— )

»=0
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Aus der Definition von x'(7) folgt
x<’t',,+1) =x('r,) P! (Tv) (Tv+1 i Tv) g (""v+1 = Tv) dl(x; Tuy Tot1™ T,).

Setzt man in s ein, so erhidlt man

n—1 n—1
§ = Z [x<7y+1>'—x<’:y)] - Z dl<x’ Ty 7»«:—1_7») (Tu+1 i TP)
»=0 v=0
n—1

= x(ﬁ) —x<d'> — L:.:; dl(x; To Vo1 Tv) ("’.v+1 5 T,,).

Die Vektoren &, liegen wegen der gleichm. Differenzierbarkeit
alle in einer Umgebung U, die nur von der Spanne abhingt.
Also

v-—1

s=x(B)—x(0)— 4?0 O Gy —7) =2(B)—x () —E—2) ).

Geht jetzt die Spanne der Einteilung gegen Null, so geht wie-

derum auch {U) gegen Null, und es folgt die Behauptung des
Satzes.

§ 4. Taylorentwicklung

Als wesentliches Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Diffe-
renzenquotienten wird sich ein Satz tiber die Taylorentwicklung
eines Vektors erweisen. Wir wollen daher zunichst in diesem
Paragraphen die Mdoglichkeit einer Taylorentwicklung unter-
suchen. Wir stellen an die Spitze die folgende

Def.: x(z) heifpt im Punkte ~=o n-fach taylorentwickelbar,
wenn folgende Darstellung moglich ist.

~n n
2w =2 F (@) 7 0@ e+, (a9
mit L_i)ron dy () =0k
Die Entwicklung heifft gleichm. in T, wenn sie fiir

alle a6 miglich ist und wenn die Fehlervektoren d,
gleichm. fiir alle « & mit « gegen Null gehen.

Uber die Mboglichkeit einer solchen Taylorentwicklung gibt
nun der folgende Satz Auskunft:
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Satz: Ist x(x) in U n-fack gleichm. differenzierbar, und ist
2™ (2) in T noch gleichm. stetig, so ist x(z) in T n-fach
gleichm. taylorentwickelbar.

Der Beweis dieses Satzes lduft auf die iibliche Integraldar-
stellung des Restgliedes hinaus. Wir setzen

3@+ =2(@) +2 @5 oo F2D@) (T o)
Setzen wir jetzt «+4-7=g0, schreiben also
#(0) = (@) &' (@) (—) -+ + 20T £6a, ),

so liefert Differentiation nach « bei festem ¢ nach leichter
Zwischenrechnung
(o'—czc)"—1

(n—1)!

o n
"5;.7[(“» 0) = — ™ (o) ——

Da f(o, 6) = o ist, folgt wegen der gleichm. Stetigkeit dieser
Ableitung sofort

S, 0) = gy | #70) (o) e

[

(n) 5
= 7o [ e—ertdo+ 1) [ 00— @] (-

Ebenfalls wegen der gleichm. Stetigkeit von 2™ (7) liegt der
Vektor 2™ (o) — 2™ () in einer gewissen Umgebung U, die
nur von der Differenz 6—a« abhingt. Die Ausfithrung der
Integration liefert daher

S 0) = " 12 (@) + O

{U) geht mit ¢ — gle1chrn. fir alle «eI’ gegen Null. Fiihren
wir noch die urspriinglichen Bezeichnungen wieder ein und
bezeichnen (U) mit ,(x; , 7), so ergibt sich die Behauptung
des Satzes:

S od7) = ‘((”)(M)+a’(x % %))
mit Lim &, (x;0,7) =o0 gleichm. in I".
T 0

=
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Nebenbei hat sich fiir den Fehlervektor &, folgende Integral-

darstellung ergeben:
a+t

<) " d, (%) =2 [ [ () —2™ ()] (+ 7 — o) dp.

An dieses Ergebnis kniipfen wir gleich noch eine Folgerung,
die wir im nichsten Paragraphen brauchen. Wir zeigen namlich:

Hilfssatz: Der Vektor ~"7'd,(x; o, 1) ist gleichm. fiir alle o
nack « (n-1)-mal gleichm. differenzierbar, seine
(n-1)-te Ableitung ist nock gleichm. stetig und geht
mit © gegen Null.

Beweis: Zunichst ist ndmlich "4, (x; , 7) fur alle « an der
Stelle © = o n-fach gleichm. taylorentwickelbar, wie man an
Hand des abgeleiteten Satzes leicht einsieht. Seine v-te Ab-
leitung nach = ist dann (z—v)-fach taylorentwickelbar; und da
alle Ableitungen an der Stelle * =0 verschwinden, gilt

al’ n ,Tn—l‘
pyery (" d, (x; 0, 7)) = )l d, , (=)
mit Lim &, , (v) = o0 gleichm. fiir alle a.
>0

Nun folgt die Behauptung des Satzes sofort mit Hilfe der
Leibnizschen Regel:

i n—1 on—1 1 B
51 (T dﬂ- (x; %, T» = "ak,rn'—l' (1-- & dn<x; o, T))
n—1
B 3 (n—1 g H+1
7 ,4%6 ( x ) =1 =t ()t Doy ur1 (%)

ac B (n—l) L)k

" uTl-da,!t+i(T>'

#=0

Dieser Vektor geht gleichm. fiir alle « mit © gegen Null.

§ 5. Der freie Limes des n-ten Differenzenquotienten

Mit dem im vorangehenden Paragraphen gewonnenen Hilfs-
mittel der Taylorentwicklung kénnen wir jetzt an die Unter-
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suchung iiber den freien Limes des #-ten Differenzenquotienten
gehen. Darunter wollen wir den

IT.:_r)r; ot Talen (@

verstehen, bei dem die Art, wie die 7, gegen « gehen, vollig
beliebig ist. Wir schreiben fiir einen solchen Grenziibergang
»Jf-Lim ...“. Die Existenz dieses Limes besagt also, dal3 bei
beliebigem Grenziibergang stets derselbe Grenzwert heraus-
kommen soll. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
hierfiir wird durch folgenden Satz gegeben:

Satz: Dann und nur dann existiert in cinem lokalkonuvexen
Vektorraum der freie Limes des n-ten Differenzenguotien-
ten eines Vektors x(z) gleichm. in einem Gebiet T, wenn x (<)
in U n-mal gleichm. differenzierbar ist und wenn die
n-te Ableitung dort nock gleichm. stetig ist. Es gilt dann

] 1
f‘%l_{l;l [T(), e ‘E'n] x(—:) = —E x(n)(a).
Bewels:

1. Nach den Voraussetzungen des Satzes ist x(z) in I' gleichm.
n-fach taylorentwickelbar. Setzen wir noch t=o 44, v, =a +1,,
so erhalten wir wegen der in § 2 angegebenen Verschiebungs-
formel (3) und der Eigenschaft (1)

[TO: E5Y Tn] x<1> = [7]0’ Tl A’]n] x(“ =k 7])
— o [ ] 1 n) nn 1}7" P )
= [7}0! T Gn] (x(oc)_f_;L ((‘L)f]—r"'-f-x ((‘/.) nt + ! dn@“’ %, 1)

1 1

= -7l!— E (U') + ;,— [-’]0) 24t 7]n] <7)ndn<x; &, ’1))

Zum Beweis geniigt es daher, wenn wir zeigen, daf3 der

f-Lim g, -y ma] (4" (%5 1))
gleichm. fiir alle acl' existiert und gleich Null ist. Hierzu be-

nutzen wir die Integraldarstellung (s) fiir den Vektor &,. Da-
nach ergibt sich



Differenzenquotienten in lokalkonvexen Vektorriumen 27

[0y -+ M) (nndn@:; %, ’D) =

a+7

=2 [0 - ] | [FP(0) — 2™ ()] (% +7—p)" " dp

-+,

= 1[0 0] [ 2 () — 2™ @] (@ 1 — o) dp +
a+7
4+ #[ng .- 0" J [x(r?) (p) — 2 ()] (o« + 17— P)n—l do.

In dem ersten Summanden kommt » nur im Integranden vor.
Man kann daher den Differenzenquotienten unter dem Integral-
zeichen bilden und erhilt nach Eigenschaft (1) den Wert Null.
Dieses Glied liefert also keinen Beitrag. Das zweite Glied
formen wir in folgender Weise um:

atn, +n—mn,
Al | [ [E00) =20 A 1)] (A1, 10— o+
a+7]n
a+n
+ [ 1 @) — 2 @] @ ba—) T del.
tz+17n

In dem zweiten Integral kann man die Integration ausfilthren
und den Differenzenquotienten berechnen: Man erhilt +™ (-,
— 2™ (@), also dy(x; , 7,,). Das erste Integral ist gleich (n—n,,)" «
d,(x; 0 + 1, n—m1,). Wegen der Reduktionsformel (4) erhilt
man mit o -Fn, = o*, n—r, = 1%, 7,—7n,= 1.
© Do) (0 (&5 0,m) =

= (165 s ] (0T (s 0, )+ dp (3 @, ).

Der Beweis unserer Behauptung ergibt sich nun sofort durch
vollstindige Induktion:

Fiir 2 =1 erhilt man namlich
[0 1] (dy (%5 0, m)) = &y (x5 0¥, ) + o ("5 0, )
= dy(x; oy, o) + 4y (&7 0, 0.

Beide Vektoren gehen gleichm. mit v, und 7, gegen Null; der
erste Vektor, weil die Aussage gleichm. fiir alle «, also auch fiir
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o -+, gilt, der zweite Vektor wegen der gleichm. Stetigkeit
von x’(%).

Ist die Behauptung nun bereits fiir #—1 bewiesen, so gilt sie
auch fiir 2. Wegen des am Schlu3 des vorangehenden Paragra-
phen bewiesenen Hilfssatzes entspricht ndmlich der Vektor
0¥, (x; o*, 1¥) der Induktionsvoraussetzung. Der freie Limes
des (# — 1)-ten Differenzenquotienten geht daher gleichm. gegen
die (#— 1)-te Ableitung dieses Vektors, also gegen Null. Damit
ist dieser erste Teil des Beweises erbracht.

Wir kniipfen an diese Betrachtung gleich noch eine Folgerung.
Aus dem Beweis ergibt sich némlich, da

() [Mye oo Md (B dp(xs 0, m)) = () + & Oy — M) +
+ vt <71n—2 = "In—1> +oee-+ 40(720 *‘711>

ist, wo die Vektoren &% gleichm. mit ihren Argumenten gegen
Null gehen. Fiir » = 1 ist dies ndmlich offenbar zutreffend. Ist
es fiir #— 1 schon bewiesen, so erhilt man aus (6) mit 4y (+'™; «,7,)

= d" ()

[0s + + 0 ] (W25 @, m)) =
=d"() + T () + APy — ) e+ V(g — )
=d" () + & (N1 — M) ++ -+ + @0 (Mo —1).

2. Es gelte nun umgekehrt, daB der freie Limes des #-ten Dif-
ferenzenquotienten gleichm. in I' existiert. Es muf3 dann gezeigt
werden, daB x(r) #-mal gleichm. differenzierbar und ™ (z) noch
gleichm. stetig ist.

Zunéchst folgt aus der Transformationsformel (2) (§ 2)

[Tor -+ s Tnea] #(7) = [0 -+ oy Gpa] 2(7) + (F9—0¢)
[GO’ Tor e Tn——l] x(’) Eadliay (Tn—l ——Gn—l) [GO’ ev3Op1y 'rn—l] x(‘r).

LaBt man die 7, beliebig gegen « gehen, hilt die ¢, jedoch fest,
so stehen rechts lauter freie Limiten von z-ten Differenzenquo-
tienten bis auf den ersten, konstanten Summanden. Der Limes
der linken Seite existiert also. Und zwar auch unabhingig von
der Art des Grenziiberganges. Denn li3t man jetzt auch die ¢, in
beliebiger Weise gegen o gehen, so gehen die restlichen Sum-
manden alle gleichm. gegen Null, und die Grenzwerte stimmen
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itberein. So von 7 riickwirts schlieBend weist man die gleichm.
Existenz der freien Limiten aller v-ten Differenzenquotienten fiir
v < # nach.

Fiir v = 1 folgt hieraus sofort die einmalige gleichm. Diffe-
renzierbarkeit von x (). Durch Induktion zeigt man dann auch
die n-malige gleichmiBige Differenzierbarkeit, indem man in

[Tor oo Tw] () — [y« s 03] 2(7) _
B AT %o — Go
= [0, Toy ++ > Tp) ¥ (7) -+ +- + — —[o‘o, coey Gy T,] 2(7)

To— 0p

zunichst die 7, gegen o und die ¢, gegen o, gehen 143t, um dann
auch schlieflich ¢, gegen o gehen zu lassen. Man erhilt

() () — (") (o)

v" IE:,—»a i = (v +1) f-I-FVI—EE [Foirad mvabo] (0
Also

S-Lim [ty ..., Tl x(s) = (v+1)l L+ (o).

T, >

Die gleichm. Stetigkeit der »n-ten Ableitung schlieBlich folgt un-
mittelbar aus der gleichmiBigen Existenz des freien Limes des
n-ten Differenzenquotienten wegen

I;nn (lem B e k) —-lem sty =] 2« (2
>

Damit ist der Beweis des Satzes iiber die freien Limiten der
n-ten Differenzenquotienten vollstindig erbracht.

§ 6. Gebundene Limiten

Ganz entsprechend wie bei den Funktionen einer reellen Ver-
dnderlichen kann man die Voraussetzungen iiber den Vektor x (<)
abschwichen, wenn man dafiir die Art des Grenziiberganges ein-
schrinkt. Man kann ndmlich auf die Stetigkeit der 7-ten Ab-
leitung verzichten, wenn man an Stelle des freien Limes jetzt sich
auf gebundene Limiten beschrinkt. Unter einem gebundenen
Limes versteht man dabei in dem Falle, daB X der Kérper der
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reellen Zahlen ist, einen Grenziibergang, bei dem die 7, so gegen
o gehen, daf} « stets in dem von den 7, aufgespannten Intervall
enthalten ist. Da wir hier jedoch einen beliebigen Korper der
Charakteristik Null zulassen, miissen wir den Begriff des gebun-
denen Limes in folgender Weise verallgemeinern:
Def.: Der Lim [zg, . . o, T,] (%)
T
heifit ein gebundener Limes, wenn dic ©, beim Grenziiber-
gang noch folgende Nebenbedingungen erfiillen :

1. Die 7, liegen stets auf einer K y-Geraden durch o; also
T, =o +A,0 mit A,6K,.
2. Die h, stnd nicht gleichzeitig alle positiv bew. negativ.
o ist dabei ein Element aus X, das sich beim Grenziibergang noch
beliebig dndern kann. Der gebundene Limes soll mit ,,g-Lim..."
bezeichnet werden.

Wir beweisen nun die oben angegebene Behauptung in folgen-
dem

Satz: Dann und nur dann existiert der gebundene Limes des n-
ten Differenzenquotienten eines Vektors x(x) gleichm. in
einemn Gebiet I, wenn x(z) in I n-mal gleichm. differenzier-
bar ist. Es ist dann

g-Lim [, o 5] 9(7) = — # (@),
Beweis:
1. x(z) sei #z-mal gleichm. in I’ differenzierbar. Wir fithren den
Beweis durch vollstindige Induktion iiber 7.

Induktionsbeginn: 7 = 1.
Aus der einmaligen gleichm. Differenzierbarkeit folgt

g-Lim [z, 71] #() = 2 (=) + £-Lim [n0, ma] (1 (x5 o, )
o visy ity by o { el et il
Gl [7‘0_,1 a1 (x50, m0) +5- 25 di(x o ’11)]'

Wegen der Bedingung 2) fiir gebundene Limiten ist stets
%
R
gegen Null gehen, ist damit der Fall # = 1 erledigt.

< 1. Dadie &, (x; o, 7,) nach Voraussetzung gleichm.
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Die Behauptung sei nun bereits fiir 2 bewiesen..

Induktionsschlu: 7 + 1.

Wir fithren den InduktionsschluB zunéchst fiir einen speziell
gebildeten, namlich dquidistanten gebundenen Limes.

Auf den Vektor x' (z) kann die Induktionsannahme angewandt
werden:

i 2 +1
g-I‘E;gr; [Tos - - -» Tal 2" (%) = 5 2D (o).
Andererseits ist
£~ L‘Ln;l [Tos + + o Tn] xl<7>= (8>

-g- 'Ir;gl;tl [0 0200 (X—(M —dy(x; 7, c)) -

([T0+Gr--') Tn+ U]X(T)_[To,---: Tn]x(f) s [_ g2 ]dl(x‘ T G))
e Y0y cc tn r Y .

Wihlt man nun die 7, speziell dquidistant

Tg=0—Ac (0 <A ;26 Ky); 7, =T+ Vve (v=0...,72 4+ 1),

so ergibt sich wegen 7, ; — 7y = (# 4 1)o
gLim [, ..., 7] /() = (1 + 1) g-Lim [7g,. .., Tay1] 2 () —

—g—%i_gl [#0i - 2%, s (&5 %5 6

Der Vektor d;(x; 7, 6) ist nach 7 #-mal gleichm. differenzier-
bar, und seine #-te Ableitung geht mit ¢ noch gleichm. gegen
Null. Nach Induktionsannahme verschwindet daher das letzte
Glied, und der InduktionsschluB3 ist fiir diesen Spezialfall erledigt.

Zur Vervollstindigung des Beweises geniigt es offenbar, zu
zeigen, dal} der Grenziibergang im wesentlichen nur von dem
Verhaltenvon 7, und =, abhingt, also nicht von der speziellen,
dquidistanten Wahl der {ibrigen 7. Dies ergibt sich aber fast un-
mittelbar aus der Folgerung (7).

Da x(<) nidmlich (z + 1)-mal gleichm. differenzierbar ist, ist
2™ (7) noch gleichm. stetig. Von den 7-ten Differenzenquotienten
existiert also sogar der freie Limes. Wegen der Symmetrie der
Differenzenquotienten in ihren Argumenten kann man dann die
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Numerierung so wihlen, da man mit der Bezeichnungsweise
von (7) erhalt

le [_ ] 1( ) g-Lim [Tos- o Tn]x("")_[*h-- Tn+1]x 7)
T, y 3 n+1 i -.—>cz To Tn-rl
N, do(‘fu'—‘ ~1)—‘ ( fnt1 _,J)__
N Ty To " Tn+1

Dieser Grenzwert hingt aber tatsdchlich im wesentlichen nur
von 7 und 7, ; ab. Das noch auftretende =, kann man sukzes-
sive mit allen 7, identifizieren und dabei die iibrigen beliebig
variieren.

2. Die Umkehrung des Satzes beweist man ganz genau so wie
den entsprechenden Teil im vorangehenden Paragraphen. Man
hat dabei nur darauf zu achten, daf3 alle auftretenden Grenziiber-
ginge gebunden durchgefiihrt werden.

Da aus der z-maligen gleichm. Differenzierbarkeit die gleichm,
Stetigkeit der (# — 1)-ten Ableitung folgt, erhalten wir zum
SchluB noch den

Satz: Wenn der gebundene Limes des n-ten Differenzenguotienton
eines Vektors gleichm. in einem Gebiet T existiert, dann
existiert auch der freie Limes des (n — 1)~ten Differenzen-
guotienten dovt gleichmdfig.,

Miinster, den 10. Januar 1950.



