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Zahlenfolgen mit endlich vielen Primteilern.
Von Wilhelm Specht in Erlangen.

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 14. Mai 1948.

Es bezeichne im folgenden
Bi1 =by << by byl .. << b <.
stets die Folge aller der GroBe nach geordneten natiirlichen
Zahlen von der Gestalt p}1p%:. .. p% mit festen Primzahlen
b1 Por - - P €iner endlichen Anzahl 7 >2, weiter sei B(x) die
Anzahl der Glieder der Folge 9B, die die Zahl x nicht iibertreffen:
B(x)=o0, wennx < 1; B(x)=n,wenn b, <x<b,.,. (1)

AufBlerdem werde zur Abkiirzung gesetzt:

i1 1
P=(pyps.. 2,05 Q= (m!logplogpy... logp)m. (2)

Unter diesen Bezeichnungen sind, soweit mir die mathematische
Literatur zuginglich ist, iber die Folge % die nachstehenden
Grenzwerte bekannt:!

1
log bn ~Qnm, (3)
B log x \m
@~ =), @)
bn+1 i bn! <5)
nl_lglo (én+1 - bn) = 0. (6)

Dazu kommt noch die Ungleichung?

Y1 €Xp (Q n '1") <L b, < 'yp exp (Q ”1;) (7

mit positiven Konstanten vy, v,, durch die die Grélenordnung
der Glieder &, der Folge % festgelegt wird.

' Vgl. G. Pélya, ZurArithmetik der Polynome. Math. Zeitschr. 1, 143-148
(1918).

2 Vgl. W, Specht, Primteiler von Zahlenfolgen. I, II. Deutsche Math.
3, 089-697 (1939); 6, 89-96. (1941).
Miinchen Ak. Sb. 1948 11



150 Wilhelm Specht

| Die nachfolgenden Untersuchungen stellen sich zur Aufgabe,
diese Ergebnisse wesentlich zu vertiefen. Wie gezeigt werden
wird, gelten die Gleichungen:

log &, = Qnm — log P +o0(1), ®)
B(x) = (ZE2)" + o (tog ), (©)
by ~ 5 exp (nm), (10)

log (byyy—b,) ~ log &, ~ Qnm . (11)

Die Beweise stiitzen sich, was die ersten drei dieser Formeln
angeht, auf eine Abschitzung der Gitterpunkte in einem -
dimensionalen Simplex, die aus einem Gleichverteilungssatz
entwickelt wird, wihrend flr die letzte Formel in Verfeinerung
der von G. Pdlya herangezogenen Methode der Satz von
C. Siegel3 uber diophantische Approximationen algebraischer
Zahlen zur Grundlage dient.

Eine asymptotische Bestimmung der Differenz 4, ., — &,
aufeinander folgender Glieder der Folge ¥ ist mir bisher nicht
gelungen. Welche Gestalt sie besitzen miiSte, wenn sie iberhaupt

moglich ist, zeigt der Mittelwert

m—1

n - 1
im 2 3 a0y oo o) = 0% o)
v=1

n>oo 7

aus dem insbesondere

m—1
m

1
i Gt 7 exp [~ 097) 5%

n—>00

(13)

m—1 A

< B G — b))% 7 eXP (— gn)

T n

gefolgert werden kann.

3 Vgl. C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschr.
10, 173-213 (1921).
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I

Sind o, oy, ..., ®, positive reelle Zahlen, so bezeichne
A, (€, «) fiir jedes positive £ das abgeschlossene Simplex

AL E, @) 2 aux, <& x, =0 (w=1,2,...,m)
u

des m-dimensionalen euklidischen Raumes aller Punkte (x) =
(%1, g - - ., %) mit rcellen Koordinaten x,. Punkte mit ganz-
zahligen Koordinaten, die Gitterpunkte des Raumes, bezeichne
ich stets mit (22) = (s, 264, . . ., ty,).

Die Anzahl A, (§ o) der Gitterpunkte (%) des Simplex
A, ) im Innern und auf dem Rande geniigt der asympto-
tischen Gleichung?

Y I Y ua— (14)

mlog .. %y

Es wird die Hauptaufgabe dieser Untersuchungen sein, diese
Abschitzung bei einer schwachen zusitzlichen Forderung iiber

die Zahlen oy, g, . . ., , in ausreichendem Maf3e zu verbessern.
Unter p(x) verstehe ich den Rest der reellen Zahl x (mod 1):
p(x) = x —[x]. (15)

Ist nun f(§,x) = f(, x4, x4, . . ., x,,) eine fiir alle Werte £> o
und alle Gitterpunkte () des Raumes erklirte reelle Funktion,
so bezeichne NV (&, £, 1) die Anzahl der Gitterpunkte () € A (&, @),
die der Bedingung

(f ) = oGty ttns - ) <n  (16.1)

geniligen. Besteht fiir jedes 7 aus dem Intervall o < £ 1 die
Gleichung

. NESfim) .
Jim s = (16.2)

so heiBt f (£, x) hinsichtlich A , (€, ) gleichverteilt (mod 1).?

* Vgloaca, O, Anm. 2,

$ Begriffsbildung und Beweisgiinge sind den iiblichen fiir 7 = 1 nach-
gebildet. Vgl. J. F. Koksma, Diophantische Approximationen. Ergebn. der
Math. 4, 500-506.
11>
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Es ist offenbar N (,f,0) = o0 und N(E, f,1) =4, ¢, o),
wie auch f(&, x) gewihlt sein mag, so daB3 % auch auf das offene
Intervall o <7 <C 1 beschrinkt werden kann,

Ist @(#) eine im Intervall o < ¢ <1 erklirte reelle Funktion,
so setze ich zur Abkiirzung

Jim 2 CUE) =RV o) 0EAE®, (17)

falls dieser Grenzwert existiert. Der Operator R ist linear, da
fir zwei Funktionen ¢, (#), ¢,(¢) gilt

Eﬁ(f! <P1+(92):§R<f’q91>+9t<f’ (92)7 (18>

falls diese Grenzwerte existieren. In der iiblichen Weise a8t
sich fiir eine in # gleichmiBig konvergente Reihe

¢ (%) =’§ en(2) (19.1)
die Gleichung
St(f, <P) :’é Eﬁ(f’ <Ph) <19'2)

beweisen, falls alle hierin auftretenden Grenzwerte existieren.

Satz 1. Esset f(§, x) hinsichtlich N, (8, o) gleichverteilt (mod 1)
und () im Intervall o < t < 1 beschrinkt und Riemann-inte-
grievbar. Dann existiert der Grenzwert R(f, ¢) und besitzt den
von f (&, x) unabhingigen Wert

1
R, 0) = [ (D dr. (20)
0
Fiir eine beliebige natiirliche Zahl £ und =« = 1, 2,..., & seci
m, = fin ¢ (); M, =T, falls*7L <r< X
Dann ist
1 k 1 1 13
T2 msfewarsy 3,
=1 0 =1
und
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Andererseits ist fiir jede feste natiirliche Zahl £ die Anzahl der
Gitterpunkte (2) & A, (€, o), die der Bedingung

—1 o
K/‘3 éP(f(zx%))<-;- (v =1,2,..., 4)
gentigen, fiir die also
e S 0 (FG ) S M,
gilt, gleich N (5, £, ) — & (2,£, “5%), 50 daB wir erhalten
h

2;77Z,4[N(E,f, —}:,)— (@f /—1)] < Do le(fE )

=1 (u)

< 3l s ) 53]

=1

Fir alle &> &, = £,(4, &) gilt aber, da nach Voraussetzung
S, u) hinsichtlich A (€, «) gleichverteilt (mod 1) ist,

(3 =5 4G < (85 5) =N (6.1 %5

<{r+e) 4nEm
und daher

;Z-Zm —c > Iml_'A ] Zcp (e (S E )
_%2’ M,,"“SZ /AR

Da diese Ungleichungen bei festem £ fiir alle € >> o bestchen,
finden wir

k k
-22771 _<_11m - )2@(P(f(§”)))§ A_Z 5

In der Grenze £ - co folgt nun

R(f9) = [ oD at

und damit die Behauptung des Satzes.
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Satz 2. Eine Funktion [, x) = f(€, 21, %, . . ., 2,) 15t dann
und nur dann hinsichtlick A, (€, o) gleichverteilt (mod 1), wenn
Sfiir jede natiirliche Zakhl £

R (f, ") = o (21.1)
st
Die Bedingung (21.1) ist offensichtlich gleichwertig mit der
Bedingung
. 1 .
B g o s rit/Gu)
. (21.2)

= }LI‘& mz; sin (27tz',éf(€.,u)) =0

fiir jedes natlrliche 4.

Die Notwendigkeit dieser Bedingungen (21.2) fiir die Gleich-
verteilung von f(&, #) hinsichtlich A, (&, «) entnimmt man un-
mittelbar dem Satz 1. Es bleibt daher noch die Umkehrung fiir
eine beliebiges % aus dem Intervall o <Z v < 1 zu beweisen.

Zu diesem Zwecke erkliren wir die Verteilungsfunktion

Vi =1firoZt<ln V(Em=ofirg <1y

(22,
V(- g) = V() fur ganzes g,
durch die die Anzahl NV (&, £, 1) in der Gestalt
NE fin) = (uZ) V(fE u),m) ) € A, Go)  (23)

dargestellt werden kann. Zu V(¢ 1) werden weiter fiir jedes 3§
aus dem Intervall o << 3 < /2 zwei fiir alle # stetige Naherungs-
funktionen erkldrt durch

Viltn, 3= + firo<s<s
= 1 firde<<n—3
= l;—t fiir n—38 ¢t <y

= o firy<<
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Vo(t, 1, 8) = 1 fir o <7<y

s 7‘——!%—{ fir n L+ 3
o} firn4+8t<C1—3

= MM ey 3 <r<
Vl(t + £, 8) = Vl(t’ ) 8)! V2<t + &, 8) = V2(t’ B 8)

fiir ganzes g.

I

Offensichtlich bestehen fiir jedes # die Ungleichungen
Vit 0, 8) S V() < Vi, 9). (24)
Als iiberall stetige Funktionen lassen sich V;(¢, ¥, 8), V2, 7, 3)

in die fur alle # gleichmiBig konvergenten Fourierreihen

Vilt,q,8) = 7—38 + 3 aj, cos 2mkt + &) sinz2nkt,

k=1

e (25)
Valt,1,8) ==0+38+ 2 a cosamkt+ &) sin2nkt
k=1
mit den Koeffizienten
' 2 8
a, = §naje C0s A7 sin k2 sin wkd
= b sin mk 222 sin nks
b, = s sin kY sin S—sinw
(26)
= _8_—:‘251%"’ cos mhn sin mh 112 Y sin 7Ad
by = 8:22}? sin w7 sin w4 —'H;—E sin ©A3d

entwickeln. Auf Grund der fiir alle # gleichméBigen Konvergenz
der Reihen (25) 148t sich nun der Operator R(f, ¢) auf die ein-
zelnen Summanden anwenden, so daB} wir wegen (21.2) erhalten:

RAETVD=0—3; R V)=n+3
und wegen (24)

1—3 < Jim ZOLN — R(AV) S a3
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Da dies fiir alle 3§ > o zutrifft, entsteht schlieBlich
NE S
lim =
E>o0 Am (E, 0‘)
wie zu zeigen war,

Fir unsere Zwecke von Wichtigkeit sind lineare Funktionen

J(E, x); uber ihre Gleichverteilung gibt der folgende Satz Aus-
kunft:

Satz 3. Die lineare Funktion

JEx) =M + By + Borea + ...+ Bty
ist hinsichtlich A, (8, o) gleichverteilt (mod 1), wenn wenigstens
cine der Zahlen B, irrational ist.

Ohne Einschrinkung kann zum Beweise aus Symmetrie-
griinden angenommen werden, daf3 die Zahl $, irrational sei.
Dann ist fiir jede natiirliche Zahl £ offenbar |sin =483, | > o.

Setzen wir nun zur Abkiirzung

SE ) = AE + Py + Boreg + - - + Bpw, = g€ w) + B uy,

—-oclul—ocnuz cer—Om=—1 un_,_l' o
m ’
so ist
hl . .
5 = 2 2Rk o \ 2nihg( W) 2aih Bty

(w) (u)

xXy—1
_ 2 27ikg(s,v) ( 2{1 eznikﬂmum) ,
(v) Uy =0

wobei die duflere Summe iiber die Gitterpunkte (v) des (s — 1)-
dimensionalen Simplex

A& ) Soax, <t x, =20 (v=1,2,...,m—1)

zu nehmen ist.

Somit ist
| 2mih By, ' i , |
sy = | 3 ermikoen, €7t 3| et |
| ) 2nihbm__ | o) sin kB, |

Ay Ea)
= Tein kg, |
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Nun gilt aber nach (14)

e

lim A1 &)
g0 A (E )

g Tsin w48, [ AL Ea) O

A

O

A

womit Satz 3 auf Grund des Gleichverteilungskriteriums Satz 2
vollstindig bewiesen ist.

Hieraus folgt nun rasch der

Satz 4. Ist unter den positiven Zahlen oy, &, . . ., o, wenig-
stens eine trrational, so ist

E—> 00 m

. 1 2 L
2 71—(@;;)‘?)‘; plE— ooy —dpry—r— o) = - (27)
U

Denn unter dieser Voraussetzung ist die lineare Funktion
fE x) = E—oyx; —uyxy— - - —ua, x,, hinsichtlich A, &, «)
gleichverteilt (mod 1). Dann aber liefert der Satz 1 mit der Funk-
tion ¢ (#) = ¢ sogleich die Gleichung (27).

II
Die Entwicklungen des ersten Abschnittes waren notwendig,
um den folgenden Gitterpunktssatz beweisen zu kénnen:

Satz 5. Es selen og, 0y, G, . . ., 0y, flir m 2 1 positive reelle
&
Zahlen, deren Quotienten = fiir =1, 2, ..., m nicht sémilich
oo
rational sind. Dann gilt fiir die Anzahl A, ,E, @) a’er Gitter-
punkte des Simplex
A1 a): dax, <E x, 20 (v=o0,1,2,...m)
die Gleichung
(28)

gmt1 (ao+a1+vz T )5 o@Em).

e En

g0) =
A1 G %, Y g ag g .- Oy

Wie man sich leicht tiberlegt, ist

. [ i-Zau,

N\ v i

A G o) = 2 2 1 = ‘2/ 14 | — )
W \wusi-To,u, 0 0
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wobei die Summe iiber alle Gitterpunkte () des Simplex

AL E, o) Z' wx, <E x,=20 (w=1,2,...,m
zu erstrecken ist. Setzen wir

8 %

_‘10_ =7, 70(7 = 6[“ (29)

so ist wenigstens eine der Zahlen $, irrational und iiberdies
Am+1<£r o) = (2)1 (1 + [71 _Blul_—B?uf_ e _BmumD ’ (30)

worin die Summe nach wie vor {iber die Gitterpunkte (z) des
Simplex A, (§, o) = A, (9, B) geht.
Nach Satz 4 ist nun

7}2{}0 m")‘ % p(n— Byoty — Bartg — - — m?‘m) = %
oder wegen (14)
g p(n—Byoty — Borrg— - - —Buat) = — A, (0, 8) + o0 (4™).
Daraus erhalten wir weiter
A1 Go) =4,,(0,8) + %' (11— Brog — Porg— -+ = P2t}
oder
A1 € ) (31)
=T A (1 8) + X (1 BBy g B ) 0 (7).

Mithin haben wir nun die Summe
S (0) = % (—Pyroy—PBors—- - —PBp 1) () EAL(,B) (32)
zu bestimmen; wir erhalten fiir sie die Abschdtzung

(33)

Sn) = G o T s OO

aus der fiir alle natiirlichen Zahlen £ geltenden Gleichung

Ry = Y (n—puft=I00 + 4+ 0@ Ga)

0=fu=sy
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Um (34) zu beweisen, setzen wir zunichst £ = 1 und finden
o[-0+ )
=5 (e+8[3]) lea—el3])

z—ﬁ) = ( YHB[U]H&)

Il.)

’

= 7|
worin aber
B<an—2p[F] +B<38

ist, so daB wir erhalten

2

Ri(n) = YI

S
8 T3 + 0(1).

Nehmen wir daher an, es sei (34) bereits fir alle 2’ < £ be-
wiesen, so folgt aus der Identitit

(n—Bu + BFH— (1 — B+ = (1) B (g —Bu)*
+ ) B —Baht 4 - B

durch Summierung iiber 0 <2 < [%]

(n+ Byt — (.,‘_(3[1])"“ =
= (k+ DB R(0) + ") + OGFY

oder
.,)h+1_{_(é_]|_1> B.’]k_:__o(.qk-d) —

= (k+1)BR,(7) + %(,é T 1)t O (F Y,

also die Gleichung (34).

Wegen R;(n) = Sy(n) ist gleichzeitig auch (33) fiir m =1
bewiesen, so daB wir auch diese Gleichung fiir alle 7' <m
als richtig anschen diirfen. Setzen wir

Sm—l © = g C—B1vy —Bete— -+ — By Uy t)s
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wobei die Summe {iber alle Gitterpunkte (2) des Simplex

Am—1(C: ) Z&%éC; x,go (x= 1,2,...,m—1)

zu erstrecken ist, so erhalten wir sofort
Sm<’f)> = Z Sm—l(n—ﬂmum> s

[ (n— Bm tem)m -+ (Bt Bot A Bm—1) (—Bmtm)m—1

! 31 Bz - Bm— -1 2 ‘(”‘-—'1‘)_'61 Bz Pm—1

Bmum=1
+0 ((‘n—Bmum)'"‘g)]
oder
S o N e
Son () T BB B

e 2 (= 1)1 BBy Bt

Bmum =

i NV (B T'Ba“‘ “+ Bm—1) (7 —Bm thm)m—1 4 O(Y)m—l)

und weiter mit Hilfe von (34)
qm-l-l nm
Su®) = Gy B B 2 mlBy . B

JareceaiBisuii
‘ 2-772'31{3z - Bm Y )

also die Gleichung (33).

Setzen wir nun noch nach (14)

Am("ly B) = - 7”'6 B B TO(’)m)
so nimmt (31) die Gestalt an

i (148 + B+ o+ Bm) ™ m
A G0 = s T ot By B O,

und wenn wir durch (29) zu den urspriinglichen Bezeichnungen
zurilickkehren

¥ . gm+1 (O(0+ oyt agt e am)E m
A1 o) = (172 1) Yorgotyotg. o o ot L 2.ml ogag g .. otm +o(Em
in Ubereinstimmung mit (28), wofiir auch noch

(a + (g + oty +otp 400 Olm))

(7)1—;—1)'0(001172 om

Am—i—l(g’ “) =-

gesetzt werden kann.

— +oE (35)
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I11

Die Anwendung des Satzes 5 auf die in der Einleitung an-
gegebenen Fragestellungen liefert nun rasch die nachstehenden
Ergebnisse:

Satz 6. Fiir die Folge B aller natiivlichen Zahlen von der Ge-
stalt pYpyt . .. pum omit m = 2 ist

log 6, = Qn%"A——log P40(1), . (8)
B(x) = (“EF5)" +o(log 5™, (®)
bnN%exp (@ n’nlr—) (10)

Denn offenbar ist die Anzahl B(x) der Zahlen pliph. .. pum < x
gleich der Anzahl der Gitterpunkte () des Simplex

A, (og x,log p): X' x,logp, Slogx; x, 20 (u=1,2,...,m).
P

Da aber gewil3 die Zahl log pg=? fiir irgend zwei Primzahlen
2, ¢ irrational ist, darf der Satz § angewandt werden, wodurch
sogleich

B@) = (“5E)" + o (Gog 2y

wegen
log P = = (logpy +logpa + - -+ +1og p);

Q™ = m! log p, log po...log ppn
erhalten wird.

Setzt man hierin x == 4, und entsprechend B (x) = #, so ent-
steht
log Pb, \m ~
n = (,ﬁig_- ) 4+ 0 (<log bn)m 1))

wofiir wegen (3) auch

m—1
(log Pé6)" — Q"n = o(n’" )



162 Wilhelm Specht

gesetzt werden kann, so daB bei beliebig kleinem & > o fiir alle
1 > ny(e) die Ungleichung

" m—1

|(log P& — Qmn| <en™

besteht. Nun ist wegen (3) fiir alle 2 > 74(c) auch
1

log Pé, > cQn™

mit einer geeigneten Konstanten ¢ > o; daraus ergibt sich

log P,)™— Qmz | m—1 m—1
!_(oo ) Ql’l | > (1+c+€2+..'+£m—l>Qm—lnm =Cn™

| log Pba—Qnm |

mit einer positiven Konstanten €. Daraus folgt weiter
! = e
|' log Pb,— Qn" | S

und schlieBlich

1
nler;o (log P + log bn—-Qaz’") = o,
was mit '

. Pb,
lm ————— 1

PR exp (Q 7171")
vollig gleichwertig ist.
Satz 7. Fir die Differenzen b, — b, aufeinanderfolgender
Glieder dev Folge ™5 ist .

n m—1 1
. 1 m m
o 2 G b e (_ v ) =5 (2

Durch Abelsche Summierung erhalten wir mit

m—1 1
flx)=2x" exp (~— Qx'")
die Gleichung

S =— 2 f&) (b,1,—5,)

ve=1

= :—Z 217 (fv— 1) —f¥) 6, + %f(’ﬁén%»l'
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Hierin ist
Ffo—1)—f()
= jf’(@ dx =J (————m—_l— _1;) exp (— Qx%‘_) dx

v—1

1

Der Integrand ist fir x > (ma ) positiv und fiir x > (—Q—)m

monoton fallend. Mithin ist fiir. alle v>> (_Q-)"‘

(% S =1 )upﬁao—ﬂﬁ)sz~o~f@
(%— o v_i'") exp (— Qv%).

Ist weiter 72y > (—g-)m derart gcwéhlt, daB fir alle v 27, die Un-

1\¥

gleichungen

1

%b,,exp( Qu1)~——‘<s;

1 [
m 1
b,.q €xXp (—va)_ﬁ; < e
bestehen, was wegen b,,, ~ 6, und wegen (10) stets moglich
ist, so wird
Np—1

S(m) = n_wﬂw—w—fmw+— 2%ﬂw—0~ﬂMA

1
b I < 2 G+ 2 (3 = 0 (),
andererseits
Q [1 n—ny 1 B
S > 40+ L (g—o) "I 4 o),
woraus schlieBlich

lim S(n) = e

n—+oo P

folgt.
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v

Fur die weiteren Untersuchungen nehme ich zum Ausgangs-
punkt die folgende schwichere Fassung des Siegelschen SatzesS:
Ist & eine algebraische Zahl vom Grade £ > 3, so hat fiir jedes
A > o die diophantische Ungleichung

x
|5—9< INEQ
nur endlich viele Lésungen in ganzrationalen Zahlen x, y.
Hieraus erhilt man auf sehr einfachem Wege den
Satz 8. Ist 2> 4 und f(2) = agz" + a1 2"t + .- + a, ein
irveduzibles Polynom des Grades k mit ganzrationalen Koeffi-
gienten, so hat fiir jedes C > o die diophantische Ungleichung

|ag + a1y + -t a | S Cly[F2VE (36)

nur endlich viele Losungen in ganzrationalen Zaklen x, y.

Besitzt ndmlich f(2) die (voneinander verschiedenen) Wurzeln
&y, By, . . ., ¥y, so ist fir jede Losung x, ¥ der Ungleichung (36)

lag| |2 —91 9| [x—%y]...|[x—8 2| S Cly|*2VE  (37)

sodaB3, da ohne Einschrinkung |[x— 95| < |x— 3,y | fir

% =2,3,..., £ angenommen werden darf, insbesondere
k C 1_—2.—— 1-—'*—2
e A O AL L

mit einem festen B; > o folgt. Mit einer weiteren Konstanten
By > oist

{9 —9, | >By, >0 fiir x=2,3,...4
Wir erhalten damit
|lx—9, 7 |=@1— 3y + (x—9) |

2 (38):
> By |y | —=Byly|' v

8 Vgl.a.a. 0. Anm. 3.
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Zu jedem festen Wert y gibt es gewil3 nur endlich viele ganz-
rationale Werte x, derart daBl x, y die Gleichungen (36) erfiillen.
BesiBe also (36) unendlich viele Lésungen x, y, so miiBte es

1
auch unendlich viele Lésungen mit |y | > (2 B, B; 1) £ geben.
Fiir diese Losungen wire nach (38)

2
Ix—&xy|>(Bz—Bliyl Vf?)ly|>~‘8§-|yl

und daher wegen (37)

Cly]k—2}/};.— 2k—1Cl)/lk—2VI:
Y A IRl F4 RS b J R
=hrl= el T F—0T S i B i
— By
Ve
mit einem festen B, > 0, also schlieBlich
|z _ _ P
R p12VE

Diese Ungleichung besitzt aber nur endlich viele ganzzahlige
Lésungen.

Insbesondere flie3t hieraus

Satz 9. Sind A, B positive ganzrationale Zahlen, so besitzt

fz'ir Jede Primzakhl p 2 5 und jedes C > o die diophantische Un-
gleichung

o< Ax?— By? < C‘yp—ﬂ/b‘ (39)

nuy endlick viele Losungen in natiivlichen Zaklen x, y.

Ist nimlich das Polynom f(s) = As?— B irreduzibel, so
folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 8. Ist dagegen f(2)

reduzibel, also g— die p-te Potenz einer rationalen Zahl:
A = ca®?, B = ¢é? mitnatiirlichen Zahlen ¢, 4, ¢,
so ist fir jede Losung x, ¥ der Ungleichung (39)

0 <cf(ax)? — @) < Cyr VR,
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jedenfalls also ax = 4y + 1, so daB3

CyP=2 VP 2 e[y + 1P — (B3)) > cpp? Tty
wird, was nur moéglich ist fiir

(G

2 Vp—1 3
Y < cpb? 1 )

Mithin liegen die Zahlen x, y einer Losung von (39) unter festen
Schranken.

Nun ergibt sich rasch das Ziel dieses Abschnittes:

Satz 10. Fiir die Differenzen b, | | — b, aufeinander folgender
Glieder der Folge B ist

1

10g (b1 — by) ~log by~ Qn™ . (11)

Offenbar folgt (11) ohne Schwierigkeit aus der folgenden Be-
merkung: Zu jedem ¢ > o0 148t sich eine positive Zahl 7, = #,(e)
angeben, derart daB fiir alle # >> 74 in der Folge % die Unglei-
chung

én+1 - bn > brll—e
besteht.
Denn hieraus erhilt man sogleich fiir alle e > o

p o= dim 28 S g P8l S i 28 76
n->o00 Iog n — n-oo Iogbn n->00 logén
= 1—¢

Ohne Einschrinkung darf hierbei o < e <{1 angenommen
werden. Man wihle zu ¢ eine feste Primzahl p, die pe? > 4 er-
fiillt. Ware nun in der Folge 9B unendlich oft

bn+1 — b, S by -

n="m"n

so wire auch unendlich oft

1— 2
o< 6n+1 I bn g bn Vo 0 (40)
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Es kann weiter mit natiirlichen Zahlen x, y
by = A2?; b, = By?

gesetzt werden mit natiirlichen Zahlen 4 = pip3 ... pim,
B = phph . .. pPm aus der Folge B, in denen die Exponenten
«, bzw. B, simtlich die Zahl p — 1 nicht tbertreffen, so daB3 alle
moglicherweise auftretenden Zahlen A, B unter der festen
Schranke C = (p195...2,,)7 " liegen. Insbesondere ist also

1

S e — —
b Vo = Bl Vo yp——2Vp < C},p—zl/p’
wodurch (40) die Gestalt

0 < Ax?— By? < Cyp=VP (41)

n

annimmt.

Hitte demnach (40) unendlich viele Lésungen in der Folge B,
so hitte auch (41) unendlich viele Lésungen in natiirlichen
Zahlen #, y, wobei allerdings noch die Zahlenpaare 4, B fiir
verschicdene Losungen x, y verschieden sein konnen. Da aber
A, B die feste Schranke C nicht uberschreiten, also nur endlich
viele Zahlenpaare 4, B auftreten kénnen, wiirde es mindestens
cin Paar A*, B* geben, fir das die Ungleichung

0 < A¥xP — BéyP < Cy”‘”/;

unendlich viele Losungen in natiirlichen Zahlen x, y besitzt. Dies
ist aber nach Satz g unmoglich.

Der Satz 10 gestattet eine Anwendung auf eine Frage, die ich
schon frither einmal behandelt habe:” Es sei p(@) die groBte in
der natiirlichen Zahl ¢ aufgehende Primzahl. Gesucht werden
moglichst weitgefaBte Bedingungen fir das Wachstum einer
Folge

A: <L << . <a,<...

natiirlicher Zahlen, unter denen die Folge U die Eigenschaft

lim p(a,) = o0

n-=>-co

besitzt.

? Vgl. a.a. O. Anm. 2.
12*
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Wesentlich weitertragend als frither angegebene Bedingungen
sind die nachstehenden:

Satz 11. Erfiillen die Glieder a, einer Zahlenfolge W mit
einem festen, hinreichend kleinen 8 > o immer einmal wieder die
Ungleichung

an+1 é a’n + 4’11‘—6 (42)

oder mit einem festen, hinreichend groflen G > 0 tmmer einmal
wieder die Ungleichung

Ang1—— 4 é nG’ <43)
50 ist

mp(“rg = 0.

n-—=>00

Zum Beweise sei U eine Folge von Zahlen, die keine anderen
Primfaktoren als pq, ps, ..., p, besitzen. Dann ist U Teil der
Folge B, weshalb fiir jedes # eine Gleichung

a, = b, mit Up 27, Upyy =0y +1>0,

besteht. Nach Satz 10 ist bei beliebig kleinem & > o fiir alle
Un Z 7 > ”0(5)

Apypg— ap =10 - bv,, = bv,,+1 — Z}v,, = éll),,—-s =ay7%  (44)

Mithin ist fiir eine solche Folge

lim ‘I_Og (an+1 _an)
oo loga, =

im Gegensatz zu der aus (42) sich ergebenden Ungleichung

log (an+1 - an)
log a,

<1—3.

lim
n—>oQ

Weiter folgt aus (44) und (8)

1

log (anyy —ay) = (1 —e)logh, = (1 —)Cn ™
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mit cinem geeigneten festen € > o und damit

1
log (a1 =) o, (1—e) Com

log = log z !

worin beim Grenziibergang # — oo die rechte Seite iiber alle
Grenzen wichst, im Widerspruch zur Voraussetzung (43), die

Eg (@41 %) <G

lim BT
== og n

1N >0

nach sich zieht.



