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Uber die Natur der numerischen Koeffizienten in den
expliziten Darstellungen der Potenzsummen durch die
elementarsymmetrischen Verbindungen, und vice versa.

Herrn A.v. Brill zum 90. Geburistage (20. September 1932)

gewidmet.

Von W. Franz Meyer in Koénigsberg, Ostpr.

Vorgelegt von W. v. Dyck in der Sitzung vom 4. Juni 1932.

Nr. 1. Aus n unabhingigen Variabeln %;,...%, bilde man
als die einfachsten symmetrischen Funktionen einmal die ele-

mentarsymmetrischen Verbindungen ¢; = 22, €5 = Zhihp, . . . €
= Xy ... Ay, andererseits die #¥" Potenzsummen s = 207 (» =1,
2,...7). Dann bestehen die in den s und ¢ je linearen Newton-

schen Rekursionsformeln:

(1) sr=esr1—egsr—2Fegsr—g— + ...+ (— 17 re,.

Denkt man sich diese Formeln fiir » = 1, 2, . . . # aufgestellt
und nach den s resp. e aufgelést, so erscheinen, wie es die Lehr-
biicher erwihnen, die s explizite als #-reihige Determinanten
durch die ¢ dargestellt, und vice versa die ¢ durch die s.

Nach Entwicklung der Determinanten werden die s resp. ¢ zu
Formen der Potenzprodukte der e resp. s, deren Struktur un-
schwer erkennbar ist. Die Aufgabe kommt daher darauf hinaus,
beidemal das Bildungsgesetz der absoluten numerischen Koefh-
zienten zu ermitteln.

Diese beiden Gesetze werden am tibersichtlichsten, wenn man
jenc Koeffizienten, wie es bei den Polynomialkoeffizienten ge-
schieht, in Form von Briichen schreibt, deren Zihler und Nenner
sich aus Fakultiten und Potenzen als Faktoren zusammensetzen.

Nr. 2. Aus den Rekursionsformeln (1) geht, wie vollstindige
Induktion ohne weiteres erkennen 14Bt, eine explizite Darstel-
lung von s, in den e, ¢,,...en als Form der Potenzprodukte

7 ; ; .~ . —~
ey'relr e (4, > o) mit der Struktur hervor:
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Yy i () L :
S Iy + gt 17T ... 7 7 n
2 Spo== & (1 CC. coegttegtrl eyt
( > n —J< ) 21,79, ln 1 2 n
Hier ist die rechte Seite eine isobare Form der ¢, d. h. es be-
steht fiir die Exponenten und Indizes die Gewichtsbedingung:
(3) 17 + 245+ 375 + ... 2dn =1,
wihrend die ¢ die gesuchten numerischen Koeffizienten sind.
Man greife irgendein Glied rechts von (2) heraus. Da man
e-Potenzen mitverschwindendem Exponenten unterdriicken kann,
so schreibe man das Potenzprodukt in der Gestalt ¢ 75 e,fp e 7; ...
(7 > 0), wo die Indizes in irgendeiner Folge genommen seien.
Die Summe der Exponenten 7, werde mit ¢ bezeichnet, und
. . . . 7! ¢!
der zu den 7, gehoérige Polynomialkoeffizient — =
b IR R §
Tg-2p:l¢- g
. . . . | 2
mit {7q, 74, 2, .. .

Untersucht man dann den zugehérigen c-Koeffizienten der
Reihe nach fiir Potenzprodukte der Typen ¢ o, ¢ fa ¢\ib,¢ fae,fbe ic
usf., und innerhalb eines jeden Typus der Reihe nach fir die
Einzelfille 7o =1, 2, 3,..., so gelangt man durch unvollstin-
dige Induktion zu der Formel:

() 7
T
(D A Nl TR TR LI

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiithrt. Das
Gesetz (I} sei richtig bis zu irgendeinem Werte von 7, so soll ge-
zeigt werden, dal3 es auch fir den nichstfolgenden Wert gilt.

Zunichst tbertragt sich die Rekursionsformel (1) fir » = #
auf die Koeffizienten ¢ in der Gestalt:

(n) (n—a) (n—1U)
(4 ¢ = ¢ +..

Za,lbylc,. .. fa—1,7p, 7c. .. Za, ib—1, i¢, ...

wo rechts der obere Index jeweils das zugehorige Gewicht an-
gibt; in der Tat ist z. B.
a ({g—1) + bip + ¢ty + ... = n—a.
Auf die rechts stehenden ¢-Koeffizienten darf das Gesetz (I)
als giiltig angewendet werden. Dadurch geht (4) {iber in:

(1) n—a . . n—->
(zy ¢. . . =l7,—1,7y,7c,...] Al f—T1, 7l
=y a, ib de ... \‘a ytbyle, Jt—I a2 PR Il‘—I

+...
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Setzt man hier fir die Polynomialkoeffizienten ihre Werte
ein und erweitert die Glieder rechts der Rethe nach mit 7,

2y,
7. ... soerhilt man:
) (t—1)! n—a s (r—1)!
¢ = —— : B - -
( fa,2b,7c, ... (Zo—1)laplat .. Tr1 7'a o 7! (1)1 0.
n—=b i (t—2
ST = ) [1 (n—a) -7, (i—b) +-...].

—1 17 IPEIRY:

Hier formt sich der Ausdruck innerhalb der eckigen Klammer
um wie folgt:

»

ig (i—a)+ iy (n—b) + ... =nlia+iy+..)—(ads+boiy+...)
=nt—n =n{i—1).

Damit geht (5”) tiber in:

() (t—1)! 7! n_.o. . o n
¢ = — = =T ey

(ﬂ’/‘ =
S T AU N P S B IR TN S s

das ist aber das Gesetz (I) fiir das Gewicht 7, das grofier ist als
alle Teilgewichte 7—a, n—>5,... Fur die niedrigsten Fille
52 == 1, 2, 3 bestitigt sich das Gesetz ohne weiteres: s, = ¢,
8 — 3e1e5 - 3es.

Setzt man (1) in (2) ein und 1aBt der Gleichférmigkeit halber
wieder die e-Potenzen mit dem Exponenten Null zu, so hat man
als dcﬁnitivcs Ergebnis (sog. Wringsche Formel):

Die 7' Potenzsumme s, stellt sich als isobare Form der ey,
€9, ... ¢, vom Gewichte # d&r in der Gestalt:

Sy == y5—2¢9, §5 = ¢1

. ly 1y g+ ... . 72 ; : .
I3 14 2 4 6 . ' 0 N 7 7 P
(I) sy =%(—1,%" 101y 7o, 73, . . 7n) ;e e

Vo =217y

Ist im besondern 7 eine Primzahl p, so tritt # in allen Koeffi-
zienten ¢ als Faktor hervor — mit Ausnahme des ersten, von
e", wo ¢ den Wert 1 hat —, da p im Nenner nicht auftritt. So
haben die ¢ fiir p = 3 den Wert 3, fiir p = 5 den Wert 3, fiir
p =7 beie?e,2und e; e,y den Wert 7.2, bei ¢;?¢,05 den Wert 7.3,
im Ubrigen aber den Wert 7 selbst, usf.

Eine cinzelne Folgerung aus dieser Teilbarkeit der ¢ durch p
istdie, daB auch s,—¢," = s, —s;" durch p teilbar ist; dics kommt
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aber auf den bekannten Satz zuriick, dal3 die zu p gehérigen
Polynomialkoeffizienten, ausgenommen die der p'" Potenzen,
durch p teilbar sind.

Nr.3. An das Gesetz (I) kniipft sich noch eine Reihe von Be-
merkungen.

Zunichst ist ersichtlich, dal keiner der ¢-Koeffizienten ver-
schwindet. Somit tritt in (1) jedes Potenzprodukt der ¢ vom Ge-
wichte »# auch wirklich auf.

Gibt man ferner in (I”) irgendeiner der Urvariabeln, etwa 2,
den Wert Null, so daf3 nur #—1 unabhingige Variable 25, 2,, . . .
A verbleiben, so verschwindet ¢,, wihrend s, und die e, e,, . . .
¢, In die entsprechenden Bildungen far 24, 2,, .. .2, iber-
gehen. Gibt man weiter in der vorangchenden Entwicklung (I7)
fiir s,_, wiederum einem der %, etwa %, ;, den Wert Null, so
verschwindet ¢, ;, wihrend s,_; und die ¢y, ¢,, ... ¢,_, ihre
Bedeutung fur n—=2 Variable xq, %, ..%, , behalten. Fihrt
man so fort, so ergibt sich die bekannte Regel: ,,Setzt man in
den Entwicklungen (I’) der Reihe nach fir s, s, ... s,
(r =2 2), die e,, ¢,_4, . . . ¢, gleich Null, so ergeben sich die ent-

sprechenden Darstellungen fur s, in den ey, €5, . . ¢, fiir 7—1

- 1%

Urvariable 2y, %o, ... 2, 4.

Endlich beachte man noch, dall man die in (I} auftretenden
negativen Vorzeichen formal entfernen kann, indem man statt
der ¢ die ,,alternierenden elementarsymmetrischen Verbindungen
e, woe, = (—1)"te, (# =1, 2,...n) ist, einfithrt. Dann werden
von selbst samtliche Vorzeichen positiv.

Nr. 4. Verwickelter gestaltet sich die umgekehrte Aufgabe,
die e explizite durch die s auszudriicken.

Da sich zeigt, dal erst die Entwicklung von #n!e¢, zu ganz-
zahligen Koeffizienten der Potenzprodukte der s fithrt, bringe
man in (1) das Glied mit ne, auf die eine Seite und multipliziere
dann beide Seiten mit (zz—1)! Damit nimmt die Rekursions-
formel (1), fiir » = 7, die Gestalt an:

(1) ilen =5y ((n—1)l eny) — (r—1) 55 [(~—2) 13}

+ (i—1) (n—2) sy {(n—3)  en—y) — —+ ...
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Hieraus ergibt sich, dhnlich wie in Nr. 2, durch vollstindige
Induktion 7!e, als eine isobare Form der s, mit dem Gewichte 7,
von der Struktur:

byt by )

6) n!en=I(—1) d/él — sifrs,fe L spha (B 2 0),

wo die Exponenten £ der Gewichtsbedingung gentigen:

(7 1Ay -2k ... - uk, =1,

und die J-Koeffizienten ganze, positive Zahlen sind, deren
Bildungsgesetz zu ermitteln ist.

Indem wir wiederum, wie in Nr. 2, Potenzen mit dem Ex-
ponenten Null vorerst beiseite lassen, uns also auf Potenzprodukte
sfas,#s ke (k. ~> 0) beschrinken, untersuchen wir die -
Koeffizienten der Reihe nach fir die Potenzprodukte der Typen
s fa, s fas ko s kas kg Ao usf. und innerhalb eines jeden Typus
wicderum fur die Einzelfille 2, = 1, 2, 3, ... Damit entstcht
durch unvollstindige Induktion die Formel:

, (@) 72! I
IT d =

' N S AT ARV PN

Der Beweis wird, wie in Nr. 2, durch vollstindige Induktion
gefihrt; das Gesetz (II) sei richtig fiir die Gewichte 1, 2, ...
1n—1I, so soll gezeigt werden, dal} es auch fiir das nichsthohere
Gewicht 7 gilt.

Zunichst Ubertragt sich die Rekursionsformel (17) auf die &-
Koeffizienten wie folgt:

() (n—a)

’ S R ,
® 4 =2 (n—1) (n—2) ... (n—a-+1)d
Ka, Kb, ke, a Pa—1, 00, 4c.. ..

Auf die rechts stehenden &-Koeffizienten darf, da alle Ge-
wichte << 2 sind, das Gesetz (II) angewendet werden. Damit

erhdlt man zunichst fiir irgendeinen der &-Koeffizienten rechts
von (8):
(n—a) (n—a)! I
(9) Vo4 = b . 5
ka1, kb foc, ... (b1 by o). . aka—1bkbche ..
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Multipliziert man hier gemal (8) jeweils mit dem Faktor

(r—1) (—2) ... (n—a-1) und erweitert den Bruch noch mit
ak, und addiert, so geht (8) uber in:

(n) o (71_1)1 . . .
() @ b = b btk z/taé/»bcl T (akatbkytcko .

- 72! 1
TR LRy VAN L aka bR ke,

Das ist aber das Gesetz (IT) fiir das Gewicht 7. In den niedrig-

sten Fallen 2z=1,2,3:1¢;=15, 2! ey =15,2—5,, 3'e3== 53— 3575,

255 bestitigt sich das Gesetz (II) direkt.

Der Faktor/é l,é Ié ,— moge, in Analogie zum Polynomial-
a-h

/eb,

koeffizienten, als ,,Ponderalkoeffizient [4
werden.
Fihrt man hinterher, der Gleichférmigkeit halber, wieder

sémtliche Exponenten 4, (% 0) cin, so schreibt sich (II) in der
Gestalt:

., . ..]** bezeichnet

ar

(1)
(ITa) d, = [y, &y, ... fn] - =

F O I 1Ay 2ky . ki
und die Entwicklung wird definitiv zu:
foy Byt I

/ ’ = X7/ o , g g >
(I1") 22le,=X(-1) [#1,2q,... 0] * TR M,n-slhsg/'z...sn/n,

. . o
mit der Bedingung (7).

Nr. 5. An das Gesctz (IT) kniipfen sich cinige formentheore-
tische Bemerkungen.

Zunichst ist ersichtlich, dal3 alle &-Koeffizienten natiirliche
Zahlen ("> o0) sind, daB also in der Entwicklung (I1’) simtliche
Potenzprodukte s;%1 5,2 . .. 5, 4n die die Gewichtsbedingung (7)
befolgen, auch wirklich auftreten.

Sodann 148t sich auf beiden Seiten von (11”) formal der Faktor
2! unterdriicken, so dafl die modifizierte Entwicklung entsteht:
A’z—k.] + I

A Rk A2k gtk

Diese scheinbar einfachere Schreibweise wird aber damit
erkauft, dal} jetzt die numerischen Koeffizienten rechterhand
keine ganzen Zahlen mehr sind, sondern echte Stammbriiche.

/III})/ f’n—S /__r/ '51/"152#2...‘?“1’71.
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Will man weiter, dhnlich wie in Nr. 2, in (I11I”) die auftretenden
negativen Vorzeichen formal entfernen, so fithre man statt der s
die ,,alternierenden Potenzsummen ¢‘“ ein, wo o, = (—1)" s,
(r = 1,2...n)ist; alsdann treten nur positive Vorzeichen auf:

1 I 5 5,
(II C) 72! €n — = [/él, éz, . /én] M m; . 6'1/"162’{?2. . .Gn/'vn_

Gibt man ferner, wie in Nr. 2, irgendeinem der 2, etwa %, den
Wert Null, so verschwindet links von (I1’) e¢,, wihrend rechts
die 54, 5o, - . . 5, ihre Bedeutung fir die verbleibenden Variabeln
A1y Rgy -+ . Ay behalten. Setzt man dann in der vorangehenden
Entwicklung wiederum eines der 2, etwa %, gleich Null, so
verschwindet links e, ;, wihrend rechts die sy, s,, . . . 5, die Po-.
tenzsummen der verbleibenden %q, Ay, ... %,_, werden. Féhrt
man so fort bis zur Entwicklung fiir e, ; (#<#), so ergibt sich
ein System von #—#4 Relationen zwischen den s, s,, ..., fur
£ Variable 2y, 2y, . . . 20

=

Y I R I e
(”) 0= ('—I) [éls'éZ""éT]'I_k:ﬁ“;;[;r'51‘132 2. . .55

(r=k+1,k+2,...2).

Diese 72—# Relationen sind ersichtlich voneinander unabhin-
gig, da, von unten herauf betrachtet, bei jedem Wachsen des
Gewichtsindex um eine Einheit ein neues s hinzutritt.

Diese 72—# Relationen lassen sich noch auf eine andere Art
gewinnen.

Man gehe aus von den £ Definitionsgleichungen der s, 5, ... 5,
in £ Variabeln %y, 24, . . . 2yt
(12) §p =20, So = SN L sy = 2NV (@ =1,2,...4),

und denke sich aus ihnen die 2 eliminiert.

Dadurch gelangt man zu einem System von #—# unabhin-
gigen Resultantengleichungen in den 54, 55,...5,. Dann ist klar,
dal dieses System mit dem in (11) erhaltenen gleichwertig ist.
Damit ergibt sich der Satz:

»Erteilt man in den Entwicklungen (II’) fiur die Gewichte
k1, k42, ... n irgend 7~—#4 der Urvariabeln x und damit auch
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den e, .y, ¢4, - . ¢, die Werte Null, so ergibt sich zwischen den
Potenzsummen sy, §,, ...s, der verbleibenden £ Variabeln 24, 2,,
. .7, ein System von »#—# unabhingigen Relationen (11). Dieses
i=h
System ist gleichwertig mit dem aus den Gleichungen s, = 23/
i=1
(» =1, 2, ...n) durch Elimination der A hervorgehenden.*
Nr. 6. Nunmehr mogen aus dem Gesetze (1I) noch cinige

zahlentheoretische Folgerungen gezogen werden.
Dal3 der Zdhler 2! des Ponderalkoeffizienten [£q, £,, . . .2,]

721
i N (n=r~y + 2&, - ... +uk,) durch den Nenner teil-

bar ist, geht direkt daraus hervor, dafl # = 24, < 7, und der
|
Zihler #! des Polynomialkoeffizienten [£y, £, ... £,} = =, ',{211‘_.. e

durch den Nenner teilbar ist.

Aus (II) ersicht man aber weiter, da gemilB (17) die & natlir-
liche Zahlen sind, daf3 der Ponderalkoeffizient durch den Rest-
faktor IT+#r des Nenners teilbar sein muB.

r

Es gilt also der Satz:
,, Der Ponderalkoeffizient [4y, £, ... 4,] ist durch das Potenz-

r=mn

produkt TT##r teilbar. Dieser Satz 148t sich auch so formulic-
r=1

ren, daB er vom Begriffe des Potenzproduktes s,%1s5,%2, . 5, /n
frei wird. Er lautet dann:

»,Liegen zwei Reihen von gleichvielen, einander zugeordneten
positiven Zahlen 4; und a; vor, wo die ¢ alle voneinander ver-
\u(l 5)

g, !

7

schieden seien, so ist die ganze Zahl- ~durch das Produkt

Ha,.&r teilbar.*

r °

Endlich ist, dhnlich wie in Nr. 2, fur die Entwickelung (I1*)
der Sonderfall zu beachten, wo 7 eine Primzahl p ist. Dann ist,
mit Ausnahme des ersten &-Koeffizienten, von s,”, wo 4 = 1,
und des letzten, von s, wo & = (p — 1)!, jeder d-Koeffizient
durch p teilbar, da p im Zihler, nicht aber im Nenner als Fak-
tor vorkommt,
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Es gilt also der Satz:

»Im Falle eines Primzahlgewichtes 2z = p ist, mit Ausnahme
des ersten Koeffizienten, von s5,”, und des letzten, von s, jeder
d-Koeffizient in (II”) durch p teilbar.”

Hieraus 1ift sich als cinzelne Folgerung entnehmen, dall die
Zahl ple,— s," — (p—1)!s,, und damit auch die Zahl s5;?
4 (p—1)!'s, durch p teilbar wird. Dies kommt aber auf den Wil-
sonschen Satz: (p — 1)! = — 1 mod p hinaus.

Nr. 7. Die bisherigen Betrachtungen mégen eine weitere An-
wendung finden auf die hiufig vorkommende symmetrische
Funktion ¢, = X2,%1 2,722,/ der Dimension 7 (£7; = 7). Es sollen
sowohl die Rekursionsformeln aufgestellt werden, die irgendein
g mit den ¢ resp. s verkniipfen, wie die expliziten Darstellun-
gen des ¢ durch die e resp. s.

Nach sukzessiver Untersuchung der Einzelfille » = 1,2,3...
findet man durch unvollstindige Induktion die Formel, fur »

Variable 724, 7, ... 7,

(13¢) gr=e1qr1—exgr2+e3q.3— + ... +(— 17 e,q,(qo = 1).

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion erbracht:
(13¢) gelte far » =1, 2,...un—1, so ist die Richtigkeit fir
7 = 7 zu zeigen.

Zu dem Behuf greife man irgendein Potenzprodukth, ez, ‘...
(/,=>0), mit X/, = 7, aus ¢, heraus und frage wie oft es in der
rechten Seite von (13¢) fur » = u:

(I-U €1 i—1—Cofn—2 + e3@n—3——+ ...+ <— I)"_l €no

vorkommt. Dic Anzahl der 2, %, 2,...sci 2. Entsprechend der
Struktur der ¢ und von (14) spalte man aus 2 7a) 73 ... der
Reihe nach zunichst einzelne 7-Faktoren 2; ab, sodann Produkte
hi%g zu je zweien usf. bis zum Produkte 2y A5 . .. %,. Man be-
stimme die Anzahl dieser Abspaltungsméglichkeiten, nehme sie
mit alternierenden Vorzeichen und addiere.

Ein Produkt vom Typus 2y72,... A, (1 << a2 < 2) 1dBt sich (;}i)-

mal abspalten. Somit erhiilt die gewtinschte alternierende Summe
den Wert:
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22 22 2 u—1 (e
(1)) () = ()
der bekanntlich gleich Eins ist (wie aus der Entwicklung von
(1 — 1)* = o hervorgeht).

Somit tritt ein jedes Potenzprodukt A71A,72 . .. &,/ (7, > 0) der
Dimension 7 in g, genau so oft, namlich einmal, auf, wiein (14);
dies liefert aber gerade die Rekursionsformel (13¢) fiir » = #.

Aus (13e) 1aBt sich die explizite Entwicklung der ¢ durch
die ¢ ableiten. Verfihrt man wie in Nr. 2, so gelangt man durch
unvollstindige Induktion zu der Formel:

(Ille) gn=X(—1)lat s iy, 4y, ... 00} e1l1e4%s, . . .enin (4] 22 0)
mit der Gewichtsbedingung (3):
179 - 225 + . .. - ndy =n.

Der Beweis folgt sofort, gemiB (13¢), aus der bekannten For-
mel fir Polynomialkoeffizienten:

(135) {e—1,7p,«.) Fli, ds—1, 25, .. )+ .o {71, 70y o o e, 20—

— 1l
= 71,29, .. .20,

unter Berlcksichtigung des Anfangswertes ¢, = 1.

Die Ahnlichkeit der Entwicklungen (I11e) und (1”) fallt ins Auge,
In (I’) war der absolute numerische Koeffizient von e;/1¢,72...¢,'n

. 7 . L . . .
der mit ; (wo ¢ = %/) multiplizierte Polynomialkoeffizient |7,

7y, ...7,}, wihrend bei (II1¢) der Faktor %Z fehlt. Der innere Grund

dieser Erscheinung ist der, dal} die Rekursionsformeln zwischen
den s und ¢ einerseits, den ¢ und ¢ andererseits in der Struktur
iibereinstimmen, mit Ausnahme des letzten Gliedes, wo bei s,
das Produkt e, auftritt, bei ¢, aber nur e, selbst.

Dies kommt darauf hinaus, daB3 — fiir » Variable » — der
Anfangswert s, = » ist, dagegen der Anfangswert ¢, = I.

Im dbrigen kniipfen sich an die Gesetze (13¢) und (I1le)
analoge Bemerkungen an, wie in Nr.2 und Nr. 3 an (i) und
(I"), nur mit dem ecinen Unterschiede, daf} jetzt, in (IIle), im
Falle einer Primzahl # = p keiner der Polynomialkoeffizienten
{71, 79, . .7} durch p teilbar ist. Ist hingegen » keine Primzahl,
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so kann eine solche Teilbarkeit durch 7 vereinzelt wohl vor-
kommen. So hat man z. B. fiir » = 6: |2, 2} = 6.

Nr. 8. Wir gehen iiber zum Zusammenhange zwischen den
g und s.

Durch unvollstindige Induktion gelangt man zu der Rekur-

stonsformel fiir » Variable %4, 2y,.. .2,

(I3S> 7'7r=5177"—1+327r—2+---+5rgo (QO: I)-

Der Beweis wird wiederum durch vollstindige Induktion ge-
fihrt: (13s) gelte fiir »,= 1,2,...72—1, es wird gezeigt, daB3 es
auch fiir » = # richtig ist. Sei afanfbnke. .. (b >0, Tk =n)
irgendein Potenzprodukt der % in ¢, ; man frage, wie oft es in der
rechten Seite von (13s) fur » = n:

(16) $1gn—1—5sqn—2 ...+ 5:G5 (go=1)
auftritt.

GemilB der Struktur der ¢ und von (16) in den 2 spalte man
aus dem Potenzprodukte, soweit jeweils méglich, der Reihe nach
die ersten, zweiten usf. Potenzen von 2'; ab und summiere so-
dann die Anzahlen dieser Abspaltungsmoglichkeiten.

Dieser Prozel 146t sich aber auch in anderer Anordnung vor-
nchmen. Man spalte vorerst aus der ersten Potenz 2,/ die Fak-
toren %, 2.2, ... 2 e ab, sodann aus der zweiten Potenz 2,/ die

Faktoren 2 ,7\ 2 .7,/ usf. bis zur letzten Potenz.
[} b

Die Anzahlen dieser Absonderungen sind ersichtlich £, 4,
%, ..., mithin ist deren Summe gleich 7. Hieraus geht hervor,
dal3 jedes dieser Potenzprodukte 7-mal so oft vorkommt wie in
¢n d. 1. aber die Rekursionsformel (13s) fiir » = 2.

Aus (13s) geht die explizite Entwicklung hervor:

I

(IIIS) 7Z!7n:E[’%1!'é2""k”] ]'(1"’{ ;z/n

csiP185Re L sk (R 2> 0),
mit der Gewichtsbedingung (7) 1£ + 2y, + ...+ 1k, = n.
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Vergleichung von (13s)
mit (17), und von (Ills) mit (1I’b).

Denn nach Einfithrung der ¢, = (—1)" ‘s, ( =1, 2,...2) in
(1") weisen beide Rekursionsformeln (17) und (13s) dieselbe Struk-
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tur auf und gehen ineinander iiber durch Vertauschung der ¢,
mit den ¢,; liberdies besitzen ¢, und ¢, denselben Anfangswert
& = o = L.

Im dbrigen lassen sich analoge Folgerungen ziehen wie in
Nr. 5 und Nr. 6.

Mai 1932.



