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Uber die konforme Abbildung durch die Besselfunktionen.
Von Josef Lense in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn G. Faber in der Sitzung vom 7. Mai 1932.

In den vielen Abhandlungen und Biichern tiber die Bessel-
funktionen wird nirgends auf die konforme Abbildung ein-
gegangen, welche durch diese Funktion vermittelt wird. Die
genannte Liicke soweit zu schlieflen, als es nach dem gegenwir-
tigen Stande unserer Kenntnis tiber die Besselfunktionen moglich
ist, soll das Ziel dieser Arbeit sein. Wir befolgen dabei eine Me-
thode, die sich schon bei der Gammafunktion als fruchtbar
erwiesen hat.! Zuerst stellen wir alle fir das genannte Ziel wich-
tigen Eigenschaften der Besselfunktionen zusammen.?

§ 1. Konvergenzwerte.

Die allgemeine Besselfunktion ist durch die Formel gegeben

(W. S. 40)
. ) v+ 2m

=5 (_1>7}z(
(1) J.() = ¥ -

= ' T (v+m+1)
m=0

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmiBig fir simtliche
Werte von z und v, z = o gegebenenfalls ausgenommen, stelit
also eine analytische Funktion von 2z und v dar (W. S. 44). Spal-
ten wir den Faktor z" ab, so bleibt eine ganze transzendente,
gerade Funktion von z iibrig, die wir mit

(2) F,(2) =2""].(5)

bezeichnen wollen. Aus der Verteilung der Nullstellen und ihrer

WeierstraBschen Produktentwicklung (W. S. 497—498) ergibt
sich:

(SRR

1 J. Lense, Uber die konforme Abbildung durch die Gammafunktion,
Mdanch. Ber. 1928, S. 267283,

I. Ginzel, Die konforme Abbildung durch die Gammafunktion, Acta
math. 56 (1931), S.273—353.

* Man vergleiche hierzu G. N. Watson, A Treatise of the Theory of
Besscl T'unctions, Cambridge, University Press 1922, Dieses Buch wird im
folgenden mit W. bezeichnet.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. 1932. IL
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£, (2) hat das Geschlecht 1, den Grad o, den Grenzexponenten
(er ist Divergenzexponent) 1, die Ordnung 1 und ist vom Nor-
maltypus.!

Wir setzen im folgenden immer:

( > et :X—I—?'j":vg:gi’l“’
N w=/, ()=u+iv=w v

Fir {¢ | <= und geniigend groBe |z | gilt die asymptotische
Darstellung (W. 5. 201):

o re=l Leetn o roll)]

daher fiir reelle v (auf die wir uns im folgenden beschrinken
wollen)

w = [1+7(z, !

| 2v+1 I o
v:a}'gtg cyi-:-‘e y tg ‘Li-’ = T X %2 P 7,

dabei werden |v | und |z | beliebig klein fiir alle geniigend
grofien |z |.

Aus den Formeln (5) kénnen wir folgende Schliisse zichen:

(6) lim /,(z)=o00, lim /£ (2)==00,
[y == Yy >
daher
) lim ¢=o0,x auf den Kurven w == const.,
7 i
ferner
lim Y=+ oo
<8) lx => = ' o

(oberes Zeichen fiir den 2. und 4., unteres fur den 1. und 3. Qua-
dranten),

daher

(9) lim o= jjn auf den Kurven ¢ = const.
o 2

1 Beziiglich dieser Bezeichnungen siche L. Bieberbach, Necuere Unter-
suchungen iber Funktionen von komplexen Verinderlichen, Enzykl. der
math. Wiss. 11 C 4.
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Bleibt y beschrankt, so ist

3

l o fiirv > —
(10) lim /, (z)=o0, lim /F,(z)={
=R s LOo fir v < —

Bleibt dagegen |» nicht beschrinkt, so kommt man immer
in Gebiete mit oo als Konvergenzwert, daher kénnen bei An-
niherung von 2 an co nur o und ¢o als Konvergenzwerte in

N N

.. I . 2
Fragekommen. (Auch fiirv=— »weildann 77y (2) =V~_ cos s
) b 2 i
ist). Die ganze Funktion 7, (¢) hat also nur o und oo zu
I .
Konvergenzwerten, firv < — , nur oo, ihre Umkehrungsfunk-

tion daher nur diese Werte zu transzendenten Verzweigungs-
punkten.

§ 2. Nullstellen.

Samtliche Nullstellen von /, (2), /. () und /. (2) sind ein-
fach, & = o gegebenenfalls ausgenommen. Denn die Funktion
/v (2) gentgt der Differentialgleichung

221 (2)+ 2 ) (2) + (22—v?) [, (2) = 0.
Daraus erschlieBt man in bekannter Weise (W. S. 479) das ge-
nannte Ergebnis. Sie lehrt auch, dal} eine mehrfache Nullstelle
von /,) (z) auller z = o héchstens fiir z == —-v eintreten kann.
Fir 7, (2) ergibt sich die Gleichung

s B (v D) F (@) + 2 F,(2)=0
und daraus ebenso wie frither die Behauptung: 7, (2) und 7,/ (2)

haben auBer = = o nur einfache Nullstellen.
Wegen

(11 Jo(—=2) =(—1)" ] (3

liegen sie spiegelbildlich zum Nullpunkt, ebensc dic der Ablei-
tungen. Wihrend fir v < — 1 /, (¢) auch komplexe Nullstellen
hat (negative ganzzahlige Werte von v ausgenommen), ist dies
fir v — 1 nicht mehr der Fall (W.S. 482—483). Fiir negative
ganzzahlige Werte von v wird das Verhalten durch die Bezichung

(12) S (@) =(—1)"/u (2)
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geregelt. Diese wollen wir also im folgenden auBer acht lassen.
Da die Reihe in (1) lauter reelle Koeffizienten hat, ergibt sich
beim Ubergang zum konjugiert komplexen Wert, der durch
einen Querstrich angedeutet wird,

(13) Jo(2) =], (3).
Simtliche Nullstelien liegen also spiegelbildlich zur X- und
Y-Achse, ebenso infolge (11) und (13) die Kurven |70 = const.

und ihre orthogonalen Trajektorien. Immer gibt es unendlich
viele reelle Nullstellen von /., (z) und 7. () (W. 5. 478). Sie
hiufen sich nur im Unendlichen. Da zwischen zwei aufeinander-
folgenden solchen Nullstellen immer mindestens eine Nulistelle
der Ableitung liegen mul}, haben auch die Ableitungen dicser
Funktionen unendlich vicle reelle Nullstellen. Sie hiufen sich
ebenfalls nur im Unendlichen, da auch die Ableitungen, von der
Verzweigung im Nullpunkt abgesehen, nur co zur wesentlich
singularen Stelle haben.

Wir beschrinken uns jetzt auf dic Werte von v > — 1. Schen
wir immer von z = 0 ab, so gilt folgendes (W. 5. 480, 482):
/. () und F, (2) haben ebenso wie ihre ersten Ableitungen lauter
einfache, reelle, spiegelbildlich zum Nullpunkt gelegene Nuli-
stellen. Diejenigen der Ableitung trennen dic zur Funktion ge-
hérigen. Fiir — 1 <v <o kommen bei /. () noch zwei einfache
konjugiert rein imaginire Nullstellen hinzu.

§ 3. Konforme Abbildung durch Besselfunktionen

mit ganzzahligen Zeigern.

Die durch (3) vermittelte konforme Abbildung der z-Ebene auf
die w-Ebene erkennen wir am besten, wenn wir in der z-Ebene
die Kurven [ == const. und { = const. verfolgen. Wir wollen
jene einfach die Hoéhenlinien, diese die Stromlinien der Abbil-
dungsfunktion nennen. Da /, (2) nur fiir ganzzahlige Werte des
Zeigers eine eindeutige Funktion ist, sonst endlich oder unendlich
vieldeutig, je nachdem v rational oder irrational ist, geniigt nur im
ersten Fall die schlichte z-Ebene zur Darstellung. Im zweiten
Fall mul3 die z-Ebene mit einer endlichen oder unendlichen
Anzahl von Bléttern tberdeckt werden.

Wir untersuchen zuerst die Abbildung fiir ganzzahlige Werte
von v und kénnen uns dabei nach (12) auf nichtnegative Werte
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beschrinken. Wie schon erwihnt, sind die Hohenlinien spiegel-
bildlich zu beiden Koordinatenachsen gelegen. Zwei Hohen-
linien, die zu verschiedenen Werten von |z | gehéren, kénnen
sich niemals schneiden. Die Nullstellen werden von den Hoéhen-
linien in geschlossenen Kurven ohne Doppelpunkte umschlungen.
In den Kreuzungspunkten (den Nullstellen der Ableitung), die
den Verzweigungspunkten der zw-Ebene entsprechen, durchsetzt
sich die hindurchgehende Hohenlinie senkrecht in Gestalt einer
Lemniskate (die beiden Zweige sind unter 45° gegen die X-Achse
geneigt), gemil der Tatsache, dafl diese Nullstellen einfach sind.
Eine Ausnahme davon bildet nur der Nullpunkt der z-Ebene fir
v =17 > 1. In diesem Fall ist er Bild des Nullpunktes der -
Ebene und als solcher ebenfalls von den Héhenlinien kreisartig
umschlossen. So ergeben sich die Abbildungen 1—6, entsprechend
den Fillen 2 = o, 1, 2, 3,4, 5. Die ausgezogenen Kurven bedeuten
die Hohenlinien, die darin angebrachten Pfeile den positiven
Umlaufssinn der w-Ebene, die bei den einzelnen Hoéhenlinien
stehenden Buchstaben weisen auf die zugehérigen Werte von | w |
hin. Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Abb. 1. Abb. 2. . Abb. 3.
E{ur\eir ] T[T 7 KKNe - 7w Kurve |70
a 0,25 a | 0,27 a 0,2
b 0,30 b | 0,35 b 0,30
c 0,40 ¢ 0,58 ¢ 0,49
d 1,00 d 2,09 d 2,25
e 3,30
Abb. 4. Abb. s. Abb. 6.
Kurve ‘w) ~ Kurve ;i‘;w] 7 Kurve “ ‘w}_w
a 0,23 a } 0,27 a | 0,24
b | o,29 6 | 0,39 6 | 0,36
c 0,43 ¢ | 511 c | 2,158
d ' 3,34

Nach (7) werden die Héhenlinien von allen Geraden getroffen, die
einen wenn auch noch so kleinen Winkel mit der X-Achse cin-
schlieBen.
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Von den Stromlinien sind nur die Bilder der U-Achse, und zwar
gestrichelt, gezeichnet. Die Pfeile bedeuten hier den positiven
Durchlaufungssinn der U-Achse. Simtliche Stromlinien miissen
die Hohenlinien senkrecht durchsetzen, die Kreuzungspunkte
ausgenommen. Stromlinien, die zu verschiedenen Werten von ¢
gehoren, kénnen einander nur in den Bildpunkten von o und co
schneiden. Die Zeichen + — in den Abbildungen bedeuten: Der
von der betreffenden Stromlinic cingeschlossene Bereich ist Bild
der positiven, beziehungsweise der negativen w-Halbebene. Zwei
solche Bereiche schlieBen sich immer zum Bild der Gesamtebene
zusammen. Um das duBerlich zu kennzeichnen, ist der betreffende
Teil der Stromlinie, der zwel derartige zusammengehoérige
Bereiche voneinander scheidet, strichpunktiert gezeichnet. Die
Nullstellen sind durch kleine Kreise angedeutet. Dem Faktor 2"
gemil ist z==ofiirz 2 ein (z—1)facher Kreuzungspunkt der
Funktion /, (5) und zugleich Bild des Punktes z# = o. Diec durch
ihn hindurchgehenden Bilder der U-Achse schlieBen daher einen

Winkel von ~ mitcinander ein. Aus (g) folgt: Die Stromlinien
7

werden schlieBlich von jeder Geraden getroffen, die einen wenn
auch noch so kleinen Winkel mit der V-Achse einschlief3t.
Gemil (2) und (10) ergeben sich fiir die konforme Abbildung

durch 77, (z) fur alle Werte von v > — i Bilder von der Art der

. . I
Abbildung 1, dagegen fiir — 1 <v <— " solche von der Art
2

der Abbildung 7, mit anders gewendeten Héhenlinien, da in
diesem Fall der absolute Betrag von £, (z) uber alle Schranken
wichst, wenn man auf der X-Achse ins Unendliche geht. Fiir

. I . . . . .
v > -—  hat, wie erwihnt, die Umkehrungsfunktion von 7, (&)
2

die transzendenten Verzweigungspunkte o und oo und aufler-
dem noch unendlich viele reelle algebraische Verzweigungs-
punkte erster Ordnung (entsprechend den Nullstellen der Ab-
leitung), die sich bei w = o hiufen. In der Bezeichnung von
P.Boutroux und F. Iversen! ist o indirekt kritisch, co direkt

! F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méro-
morphes, Diss. Helsingfors 191.4.
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kritisch erster Art. Dagegen hat diese Umkehrungsfunktion fur
I .

—1<v< — , hur @ = co zum transzendenten Verzweigungs-

punkt. Dort hdufen sich auch die unendlich vielen reellen alge-
braischen Verzweigungspunkte erster Ordnung. oo ist hier direkt
kritisch zweiter Art. Da die Ausnahmewerte (jene, welche die
Funktion nach dem Picardschen Satze nicht annimmt) Kon-
vergenzwerte sein missen, kommen fiir 7, (2) nur o und co in
Frage. o fallt aus, weil die Funktion Nullstellen hat, und oo ist
selbstverstindlich, weil sie als ganze transzendente Funktion
keine Pole hat.

§ 4. Konforme Abbildung durch Besselfunktionen
vom Zeiger v > — L.

In dem bis jetzt ausgeschlossenen Fall, daf3 v keine ganze Zahl
ist, hat man, wie schon erwihnt, die z-Ebene mehrfach zu tiber-
decken, entsprechend der durch die Potenz 2" gegebenen Ver-
zweigung im Nullpunkt. Die den einzelnen Blittern der w-Ebene
entsprechenden Bereiche, die sich um den Nullpunkt herum an-
ordnen, konnen jetzt nicht mehr in der schlichten z-Ebene an-
einandergereiht werden, sondern fillen eine endliche oder un-
endliche Anzahl von Blattern der z-Ebene aus, da 2= kein Viel-

faches von —2:: mehr ist. Sonst bleibt das Schaubild der Hohen-

und Stromlinien in den einzelnen Blattern der z-Ebene von der-
selben Art wie im ganzzahligen Fall, wenigstens solange v > o ist.
Die Bilder der U-Achse liegen nicht mehr spiegelbildlich zur
X- und Y-Achse.

In der Abbildung 8 ist der Fall v = Iﬂ8 gezeichnet. Die
5

Kurven 2 und 4 begrenzen das Bild des ersten Blattes der -
Ebene. Sie schliefen mit der X-Achse je einen Winkel von 509,
miteinander also einen solchen von 100° ein. Die Kurven 4 und ¢
begrenzen das Bild des zweiten Blattes, ¢ und & das des dritten,
d und e das des vierten. Da 360° kein Vielfaches von 1009 ist,
filllen hier die Bilder nicht mehr, schlicht einander gelegt, den
ganzen Winkelraum von 360° aus, sondern man hat sich die
z-Ebene selbst in mehreren Blittern zu denken. Wir schneiden
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z. B. lings der Kurve ¢ auf und figen dort das zweite Blatt
daran. Dann ist die Kurve ¢ im zweiten Blatt zu zeichnen. Ahnlich
ist das Verfahren fortzusetzen. Die Kurve ¢ ist Bild der negativen
U-Achse, also einer Geraden, die mit der positiven U-Achse einen
Winkel von 180? einschliet. Die nichste punktierte Linie wird
im Kreuzungspunkt um go? geknickt und liuft dann in den
Punkt 2z == o, wobel sie mit der Kurve ¢ einen Winkel von 30°
einschlieBt. Die entsprechenden Geraden in der w-Ebene schlie-

0
Ben daher einen Winkel von 30 - -I?~ = 108% cin. Im Nullpunkt
5
der z-Ebene werden ja die Winkel der w-Ebene wegen des
18

Faktors z 5 auf den rlsgtcn Teil herabgedriickt. Dasselbe gilt von

den andern punktierten Linien, die zu den Kurven der rechten
Halbebene spiegelbildlich liegen. Sie sind Bilder von gerichteten
Geraden der w-Ebene, die mit der positiven U-Achse Winkel
von 108° einschlieBen. Dagegen ist die punktierte Linie der lin-
ken z-Halbebene, welche durch die dort eingezeichnete Null-
stelle geht, Bild der U-Achse, da sie die punktierte negative
X-Achse unter einem Winkel von 108 schneidet. In der erwéhn-
ten Nullstelle ist ja die Abbildung konform, daher werden die
Winkel durch die Abbildung nicht gedndert. Die Pfeile auf den
punktierten Linien bedeuten jene Richtung, die in der w-Ebene
dem positiven Durchlaufungssinn jener Geraden entspricht, deren
Bilder die punktierten Kurven sind. Die Abbildung ist so an-
gelegt, daB der positiven X-Achse im ersten Blatt der z-Ebene
der Hauptwert der-Funktion zugeordnet ist.

Im Intervall — 1 <v <o wird der Nullpunkt der z-Ebene das
Bild des Punktes co der w-Ebene, auf der imagindren Achse
treten zwel konjugierte einfache Kreuzungspunkte auf, entspre-
chend den betreffenden Nullstellen von /,' (2), im tibrigen bleibt
die Gestalt der Hohen- und Stromlinien unverindert, so dal3
cin Bild von der Art der Abbildung 9 eintritt. Fir diese wurde

der Fall v = —; zugrunde gelegt. Die einzelnen Blitter sind

hier so um den Nullpunkt z = o angeordnet, daB3 wegen des
1

Faktors z 2 einem ganzen Blatt der z-Ebene nur die halbe
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w-Ebene entspricht. Man hat also z. B. die z-Ebene lings der
positiven X-Achse aufzuschneiden. Wir verzichten darauf, den
Aufbau der Riemannschen Fliche tiber der w-Ebene im Fall
eines nichtganzzahligenZeigersniher zubesprechen. SeineGrund-
ziige sind klar, die Durchfithrung ist in den cinzelnen Fillen
manchmal sehrverwickelt, liefert aber grundsétzlich nichts Neues.

Da /. (z) auch eine analytische Funktion von v ist, missen
die einzelnen Abbildungen stetig ineinander itibergehen. Dabei
riicken die Nullstellen und Kreuzungspunkte von /. () mit
wachsendem positiven v immer mehr ins Unendliche hinaus.

£LB.D

Beim Durchgang durch ein rationales v verwandelt sich die
unendlichbléttrige z-Ibene in eine endlichblittrige, ja sogar in
die schlichte z-Ebene, sobald ein ganzzahliger v-Wert erreicht
wird. Die beiden dem Nullpunkt zunichst gelegenen Kreuzungs-
punkte vereinigen sich fiir v = o im Nullpunkt, dieser wird jetzt
Bild des Punktes 1. Sinkt der Zeciger v weiter, so  spalten sich
jetzt aus dem Nullpunkt die beiden konjugiert rein imaginiren
Kreuzungspunkte ab, der Nullpunkt selbst wird Bild des Punktes
oo. Inzwischen rlicken die beiden nichsten reellen Nullstellen
auf der X-Achse immer ndher zum Nullpunkt und vereinigen
sich dort fiir v = — 1, es entstcht das Bild {fir /4 (2) = — J(2).
(Siehe Abbildung 2.)

Weiterhin soll die konforme Abbildung durch die Bessel-
funktion nicht untersucht werden mangels genauerer Sitze iber
die Nullstellen der Ableitung fir v <<— 1. Es sei noch bemerkt,
daB in den Abbildungen die Kurven nicht zahlenmilig genau
gezeichnet sind, sondern nur so, dal}l die fiir den Aufbau der
Riemannschen Fliche uber der w-Ebene mallgebenden topo-
logischen Verhiltnisse klar zutage treten.



