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Verallgemeinerung
eines Hamilton-Cayley-Frobenius’schen Satzes
auf ein beliebiges Paar vertauschbarer Matrizen.

Von Heinrich Tietze, Miinchen.

Vorgelegt am 9. Februar 1943.

§ 1. Determinanten, deren Elemente Matrizen sind.

1. Die auftretenden Matrizen, die wir mit groBen lateinischen
Buchstaben A4, B, ... bezeichnen, mégen quadratisch und alle
von derselben Ordnung (Reihenzahl) # sein. Sind «;, (7, £ = 1,

.., n) die (als beliebige komplexe Zahlen — oder auch speziell
als reelle Zahlen — vorausgesetzten) Elemente der Matrix!

A = (ay;) = (aik)i,h! (1)
dann bedeute?

tIn der ausfiihrlichen Schreibweise (2;4) 4,5 bedeute der auSerhalb der
Klammer angeschriebene erste Buchstabe 7 den Zeilenindex, der zweite Buch-
stabe 2 den Kolonnenindex. Falls die Matrix nicht symmetrisch ist und die
Elemente a;}, spezialisiert und durch die Indizes 7, £ ausgedriickt sind, dann
ist eine derartige Unterscheidung zwischen Zeilen- und Kolonnen-Index nétig.
Es bedeutet dann
A" = (ayp)n,1 = @i,k (2)
die von (1) zu unterscheidende ,,gestiirzte oder ,,transponierte’* Matrix. Bei-
spielsweise ist fiir @;p, = 7 + 24, n = 2

A=(i+28);), = (Z (5)) A= (i 2B = (? g).
Die Kennzeichnung des Zeilen- bzw. Kolonnen-Index gewinnt spiiter erhdhte
Bedeutung, wo wir Matrizen (und Determinanten) betrachten, deren Elemente
selbst Matrizen sind.

2 Bekanntlich schreibt man hiufig einfach | @] fiir die Determinante (3),
wenn eine Verwechslung mit dem absoluten Betrag der Zahl a;}, nicht zu be-
fiirchten ist. Es gibt natiirlich Fille (man denke an den bekannten Hada-
mard’schen Determinantensatz), wo zwischen der Determinante aus den
absoluten Betrigen, also || @;|]4, 1, und dem absoluten Betrag der Deter-
minante, also || @y |4, 5| zu unterscheiden ist. Fiir uns wird es spiterhin, wo
wir Determinanten betrachten, deren Elemente Matrizen sind, ndtig sein,
entsprechende Unterschiede in der Bezeichnung zu machen.
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46 Heinrich Tietze

IAl=Iaih,i,h==l,...,n=|aihli,h (3)

die Determinante der a;,. Sind

Az(aih)i,h’ B:(bih)i,h

zwei Matrizen, A eine Zahl, dann sei, wie {iblich®

A+ B=(a;, + ¢ i, A = (hg h)i,h (4)
ABE(’IZ;(aihbhh)i,h): (s)

wobei im allgemeinen, wenn nicht ,,vertauschbare'* Matrizen
vorliegen, BA == A B ist.
Ist 3;, = 1 oder 0, je nachdem 7 = £ oder 7 == £ ist, dann ist

/= (311{)

die Einheitsmatrix; mit O bezeichnen wir die Null-Matrix, deren
simtliche 7% Elemente null sind. Ist 2 > 1 und werden mit /;,
die zu den Elementen «;, von (1) bzw. (3) gehérigen Minoren
(Adjunkten), mit

L = ()i,
die aus ihnen gebildete Matrix (L' die gesturzte Matrix) be-

zeichnet, dann gelten die aus der Determinantenlehre bekannten
und in die Gleichungen

AL =L'4 =47 (6)
zusammenfaBbaren Gleichungssysteme
n n
2 ap b= 2 api by = 8 | 4. )
h=1 het

Man nennt bekanntlich, mit A eine Variable bezeichnend,

A= = (2, — 8 i ®)
die ,,charakteristische Matrix‘‘ der Matrix A, ferner
o) =|4—nrl| ©)

8 Zur Algebra der Matrizes vgl. etwa M. Bocher, Einfithrung in die hdhere
Algebra, deutsche Ausgabe von H, Beck, 1910, Kap. II, VI, XXI, XXII
(S.22, 79, 304, 319).
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die ,;charakteristische Funktion' und ¢(A) = o die ,,charakteri-
stische Gleichung‘‘ von 4.

2. Unter 2 eine ganze positive Zahl verstehend, die vorerst
nicht notwendig == 7 sein muf3, betrachten wir nun Matrizen (und
nachher Determinanten) m-ter Ordnung, deren Elemente Ma-
trizen n-ter Ordnung (vgl. Nr. 1) sind. Solche ,,Matrizen-
Matrizen’* mégen mit groBen griechischen Buchstaben bezeich-

net werden. Nehmen wir etwa m = 2 und seien 4, B, C, D
Matrizen z-ter Ordnung gemif3 Nr. 1, so sei
A, B
A= ( C) D) (10)

eine solche Matrizen-Matrix. Ihre Determinante (,,Matrizen-
Determinante’’) werde dann durch

|A]~lCD =AD—CB (11)

erklart, wobei wir bei Bildung der Glieder (die im ibrigen nach
den dblichen Determinantenregeln erfolgt) — im Hinblick auf
die Nicht-Kommutativitit der Matrizenprodukte ~ eine Fest-
setzung Uber die Reihenfolge der Faktoren treffen muB3ten und
diese derart getroffen haben, daf3 die Faktoren jeweils in der
Reihenfolge der Kolonnen genommen werden, denen sie an-
gehdren. Es sind also nicht nur die Matrizen (10) und

r_ (4, C
A_(B,D’

sondern auch die Determinanten (11) und

|A"|=A4AD—BC
zu unterscheiden.

Fiir beliebiges » hat man analog die ,,Matrizen-Matrix“

All, sjerieed Alm
FANET IR =(Aik)i,h-—1,...,m (12)

und ihre Determinante

Al =2d Ay Aps- - Ay o (13)
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bzw.
A= (Ahi)i,k-l, ceey
lA I=Z:tA1uA2p . 'Am[L)
wobei jeweils a, B, ..., p alle Permutationen der Zahlen 1, 2,
. ., 7 durchlduft. Mit E werde die Einheits-Matrizen-Matrix
5L O, ...,0
E= (Sikl)i,h-ﬂ, am T 0,1,...,0
: 0,0,..,1

bezeichnet und mit Q die Null-Matrizen-Matrix, deren siamt-
liche Elemente gleich der Matrix O sind. Es ist dann

|E|=17, |Q|=o0.

In Analogie zu (4) und (5) kann man, wenn A durch (12) und
I' durch

P—:(-Bih)i,h—l,...,m

definiert ist, wenn ferner L eine Matrix n-ter Ordnung und )
eine Zahl bedeutet, die Operationen

A+T =y + B wmr,..om LA=(LAy) e, . (14)

und

M=QRA4d)i ey, ...m (13)
sowie
m
Al'= (}% Ay, Bhk)i,h (16)
=1

einfithren. Offenbar ist dabei fiir A == 1 bzw. A =0 und L =17
bzw. L = O

1'A=7A=A, 0 A=0-A=Q.

3. Bei Einfithrung der Minoren (Adjunkten) einer Matrizen-
Matrix (12) beschrinken wir uns zweckmiBiger Weise auf den
Fall, dal von den Matrizen A4, je zwei, die weder derselben
Zeile noch derselben Kolonne angehéren, vertauschbar sind, daf3
also stets

A’”{,Ajl—:‘Alelh fur Z#:j, /é#:l (17)
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gilt. Wenn man dann, 7z >> 1 vorausgesetzt, in A die i-te Zeile
und 4-te Kolonne streicht und die so entstehende (2 — 1)-reihige
Matrizen-Matrix mit A;; bezeichnet, dann werde wie in der ge-
wohnlichen Determinantentheorie

(— ) Ay | = Ly,
als der in der Matrix (12) sowie in der Determinante (13) zu 4;,
gehorige Minor bezeichnet. Da mit Riicksicht auf (17) in jedem
Summanden von (13) die Faktoren in beliebiger Reihenfolge ge-

nommen werden kénnen, so gelten die zu (7) analogen Beziehun-
gen?
hZIA Lkh —’) Ahtl’hk - Stk l A ]

die man unter Beniitzung der Produktbildung (16) analog zu (6)
kurz durch

AN =AA=|AE ={ ool (18)

wiedergeben kann, wenn

A=(Lii h=1,..., m

die aus den Minoren gebildete Matrix, demgemif

- (Lkl)l, h=1l,...,m
1st.

4. Spiterhin niitzlich fiir das Rechnen mit Matrizen ist noch
der folgende

Hilfssatz. Sei g(v, ..., 7,) ein Polynom in %, ..., 7, ohne
konstantes Glied® mit irgend welchen Zahlen als Koeffizienten,
seien ferner f1(&y, .. ., &0 - &L - - -, &) ebensolche Poly-
nome in den 2 Variabeln &;, . . ., € derart, dal} identisch in die-
sen Variabeln

¢ Eine wesentliche Rolle spielt dabei der wegen (17) giiltige Satz, daB3 |T' | =
=—|A]ist, wenn I' aus A durch Vertauschung zweier Zeilen oder zweier
Kolonnen entsteht.

® Diese Voraussetzung iiber die Polynome g und £, kann man weglassen,
wenn man vereinbart, daBl bei Bildung der 7,(X}, ..., X)) sowie auf der
linken Seite von (20) jedes konstante Glied ¢ durch ¢/ ersetzt wird.
2
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g(fl(ah""Em)’"'!fp(g-'l)"ﬂE-m)):O (19)

ist. Sind dann X, . .., X, quadratische Matrizen, alle von der-
selben Ordnung 7, die zu je zweien vertauschbar sind (X; X; =
= X;X;), sodaB auch ¥, =fi(Xy, ..., X)), ..., ¥y, =/(X;
..., X,,) wohl definierte ebensolche Matrizen sind und dasselbe
von g(Y;, ..., ¥,) gilt, dann besteht die letztere Matrix aus lau-
ter Nullen:

g X  fo Xy X)) =0 (20).

§ 2. Die verallgemeinerte Hamilton-Cayley’sche Gleichung.
5. Wie wir beweisen wollen, gilt folgender Satz 1. Es seien

A= (‘Zih>1‘, h=1, ..., 71 und B =<éik)i,h.==1, e

zwei vertauschbare Matrizen n-ter Ordnung (z = 1), es
sei also

AB = B4,
dann besteht fiir die mit den Elementen
ay, B—2b;, A (21)
gebildete Matrizen-Determinante die Gleichung
| @, B—b;, 4 li,h-——l,...,n: 0, (22)

also ausfuhrlich geschrieben

w1 B—b, A, a,,B—b, .4, .., a

(o, o, ..., o) (23)
0,0,...,,0 (n mal n Nullen)

Man kann dieser Beziechung eine etwas andere Gestalt geben,
wenn man die aus den Zahlen

i) = @ p—8;, 0 (24)

gebildete Matrix
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F,p) = (dih#‘—bz‘kwi, Re=1, ..., (25)

und deren Determinante

e p) = | £, w) | =] {Zik“"—éihxli,hal, con (26)

einfithrt und dann die Bezeichnungen f;;,, 7, ¢ auf den Fall iiber-
trigt, dal Matrizen 4, B anstelle der Zahlen A, . treten. Die linke
Seite von (22) 14Bt sich dann

| fin (A B) | et ooy n = | F(4, B)| = 0 (4, B) (27)
schreiben, sodaB (22) die Gestalt
o(4, B) =0 (28)

erhdlt. Nimmt man speziell ;;, = 3;,, B = 7 und setzt p =1,
so wird
Fy 1) = (@8, Wi,

die charakteristische Matrix (8) der Matrix A, ferner ¢ (A, 1) die
in Nr. 1 mit ¢ () bezeichnete charakteristische Funktion (9) und
9 (%, 1) = o die charakteristische Gleichung ¢ (A) = o von 4. Aus
28) aber wird dabei -

g
,(lll'[—A7 (l12[, EECRESY aln[
'5121[, azz.[——'A, « ey d2n[

o(d, )= | =0,
lamd, apal, ... ap, I— A |
d.h. dic Hamilton-Cayley’sche Gleichung®
p(d) = 0. (284)

6. Der Beweis von Satz 1 1483t sich analog fithren wie im zu-
letzt genannten Sonderfall (vgl. 1. ¢.3, Kap. XXII), wobei wir
7 2 2 annehmen wollen, da die Giiltigkeit des Satzes fir #z = 1
trivial ist.

Der gemiB (24), (25), (26) zum Element f;, (A, w) in der Matrix
F(x 1) bzw. in der Determinante ¢ (A, ) gehérige Minor g, (A, 1)
ist in A, w homogen vom Grad 2 — 1, also von der Gestalt

¢ Man findet diese Gleichung (28, a) als ,,Hamilton-Cayley’sche Glei-
chung® (vgl. 1. ¢.3, S. 319) und als Satz von Frobenius bezeichnet.

5%
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S LKk ()
gufywy= X £

daher 148t sich jede der Matrizen

G (7‘:‘ W) = (gin O )i, no GO w = (gri O\ )i, 1

als homogenes Polynom (z — 1)-sten Grades in A, . darstellen mit
Koeffizienten, die aus den Zahlen a;,, 4;, gebildete Matrizen
n-ter Ordnung sind. Speziell set

n—1

GO = hZ; W N A (29)

Ferner ist ¢ (A, u) gemiaB (26) ein in A, & homogenes Polynom
n-ten Grades:

o) = FQp)|= A‘n? dy p W (30)

h=0

Aus der Bedeutung von g;, (A, 1) und G (A, p.) aber folgt gemaf (6)
GO ) Fy ) = FOu 1) GO 1) = 00, w),
somit wegen F(A, u) = pAd —2rB, (29) und (30)

n—1 n
X TN (pd —0B) = XL Gy
= =0

und daraus durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Po-

tenzprodukte p™ A" das Gleichungssystem
HyA =d, ],
H\A—HyB =d,
....................... (32)
H, _A—H, ,B=d, I,
—H,_ B=d,1

Auf Grund des Hilfssatzes von Nr. 4 folgt nun aus (30) fur
o (4, B)=|ay B—by, A3
die Gleichung?

7 Sowohl die rechte Seite in (30), als auch jedes der 7% Elemente a;p, ¢t — Jip»
in der Determinante ¢ (3, 1) ist ein Polynom in 2, p ohne konstantes Glied;
sonach stellt (30), darin alles auf eine Seite gebracht, eine Relation nach Art
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n
¢(d4, B)= 3 d, B" 4",
hm0
wofiir wegen B" A" = IB" " 4" auch

o(d, B) = g (@ D) (B4 (33)

geschrieben werden kann. Setzt man hierin fir die &,/ aus (32)
die Ausdricke H, 4 —H, B ein (dabei A, fir £ =# und
% = — 1 durch O ersetzt), so hebt sich — immer unter Benutzung
von AB = BA — auf der rechten Seite von (33) alles weg und
man erhilt die behauptete Gleichung (28). Satz 1 ist damit be-
wiesen.

§ 3. Die Vertauschbarkeits-Bedingung.

7. Die Voraussetzung 4 B = B A kann in Satz 1 nicht weg-
gelassen werden. Genauer gilt hiertiber

Satz 2. Fir beliebige nicht vertauschbare Matrizen ist die
Gleichung (22) oder die ihr gleichwertige (28) nicht richtig.
Andererseits ist fiir die Giltigkeit von (28) dic Vertauschbarkeit
von A und B nicht notwendig, da es auch nicht-vertauschbare
Matrizen gibt, fur welche (28) gilt.

Zwei Beispiele werden diese Aussagen erweisen. Beidemal
wihlen wir » = 2, spezialisieren B wie folgt und setzen

a,b [
a=(22) m=() (34
Dann ergibt sich

_|[a® +be, b(a + ) 1,2
A? = (c(a+d), bc+a’2)’ B2 = (o, 1), (35)

ABz(a,a—}—&)

o4 d
¢, ¢ +df’ BA:([Z—*—[ +) (38

¢, d

ap — A, b —A

p( ) = w, da—

)

von (19) dar, darin p = 22 + 1, m = 2, £, =), £, = p gesetzt. Anstelle der
in Nr. 4 mit X}, X; bezeichneten Matrizen treten jetzt 4 und B
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aB—A4, 6B—A4
o(d, B) = (=

¢B, dB— A
= (ad —b)B?~ dAB + (c — a)BA -+ A=

Hieraus findet man gemil (33), (36):
% c(d— b))

c?, o

o(d, B) =( (37)

Wie (36) zeigt, gilt 4B = BA dann und nur dann, wenn
¢=0 und ¢ =d ist; dagegen ist, wie (37) zeigt, dann und nur
dann (4, B) = O, wenn ¢ = o ist.

Wir brauchen also in einem ersten Beispiel nur ¢ == 0, etwa

3 ’

A= (1’ O) nebst B = (1’ i) zu nehmen, um ¢ (4, B) == O zu er-

halten.
Wir brauchen andererseits in einem zweiten Beispiel nur

1,0

c=0,a==d etwad = (o 2) nebst B = (1’ !

1) zu nehmen, um

) b

A B 7 BA und gleichwohl ¢(4, B) = O zu erhalten.

Satz 2 ist damit erwiesen.

§ 4. Zusiitze®.

8. Fir die Zurlickfiihrung von Satz 1 (§ 2) auf den allgemein bekannten,
durch B = 7 gegebenen Sonderfall teilt mir Herr O. Perron folgenden ein-
fachen Beweis mit, bei dem zunichst | B | % o vorausgesetzt wird, das End-
resultat nach geliufiger SchluBweise auch ohne diese Voraussetzung gilt:
Wird -1 = (8,);, und AB1 = B4 = C = (c;,);, gesetzt, so ist

Vagp B—03p A -1 85 g = }Z (@ B—0;,A)- by | =
13

ih
=lepB8—38, A =5B"|¢;, 1—38;, C|,

also = O gemiB dem Sonderfall (28a).

9, Fiir diesen Sonderfall wiederum erhielt ich durch Herrn C., Carathéo-

8 Bei der Korrektur (15. April 1945) beigefiigt.
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dory die Kenntnis von folgendem eleganten Beweisverfahren®: Wir fiihren

Matrizen i
N 0

P = (2); . = . , speziell o =

Xn o

ein, hierbei - als Repréasentanten der ~ Einheitsvektoren — die »z Matrizen ¢; =
= (8 p)i» (#=1,..., 1), wobei (wenn Jund O die frithere Bedeutung aus
Nr. 1 haben) allemal

Iy=tr
ist. Dann 148t sich die Matrix A7, = (@; )i, in doppelter Weise schreiben:
n n
My, = (.E ailiaih)hnz:A ep= X ¥pde (38)
i=1 i=1
und
n n
My= Zajpe;= 2 ap1e, (39)
i=1 i=1
woraus sich
n
> (ath—BihA)ei=o (/{3=1,...,?Z) (40)
i=1

und (vgl. Nr. 11)

laip I—38ipA|=0 (41)
ergibt.

10.Hierzu mochten wir noch beifiigen, daf} sich dieser Beweis ohne weiteres

auf den allgemeinen Fall zweier vertauschbarer Matrizen A4, B iibertragen
128t, wenn man unter Beniitzung von 4 B = B A oder

Zayibip =2 byia
schreibt: t i
My, = (E @i b k) he =2 big (anidhe =L bip Ay (42)

1 1

1

My, = (E &hiﬂik)ht =X aip Gpidhe =Ly, B, (43)
1 1 1

9 Dabei war es Herr Kollege Eberhard Hopf — der damals gerade inner-
halb weniger Tage uns beide sprach -, der mir von dem Beweis auf Grund
einer Unterhaltung mit Kollegen Carathéodory erzihlte, wihrend die ob-
waltenden Auswirkungen von Alarmen und Angriffen auf die Verkehrs-,
Gesundheits- und Lebensverhiltnisse die personliche Aussprache oft auf
Wochen unterbanden. Der Beweis, dessen letzter Urheber fiir uns dermalen
schwer zu ermitteln ist, beriihrt sich, wie mir Carathéodory noch nachtriglich
mitteilt, mit einem von Frobenius gegebenen.
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woraus
(e B—bipd)e; =0 (44)
und (22) folgt!®. i

11. Fiir den Ubergang von (40) zu (41), bzw. von (44) zu (22) mag noch
folgende Erginzung dienlich sein: Sind #? quadratische Matrizen z-ter Ord-
nung C;, (1,A=1, ..., #n) gegeben, ferner n» Matrizen X;, desgleichen

# Matrizen ¥; (£ = 1, ..., %), von denen jede n Zeilen und 7z Kolonnen hat,
und bestehen die Gleichungen
LCpXi=Y, (A=1,..,m) (45)
1
dann gilt
L] .
ZhCith=|F|Xi (i=1,...,n), (46)

wenn T, | T}, Ci.k fiir die C;, die analoge Bedeutung haben, wie A, |AJ,
L;p gemiB Nr. 2, 3 fiir die 4; ), und wenn dabei die C; , die zu (17) analoge
Voraussetzung erfiillen. Dabei ist | I' | eine quadratische Matrix #n-ter Ord-
nung, etwa { r I = (Ykh)k,h'

Ist nun speziell 7z = 1, A = ¢; und sind alle ¥}, = 0, so wird aus (46)

D=II‘|€i (i== 1,...,72)
oder
0 =2 vrndhi="n
h

fiir alle 2und 7 =1, ..., #. Esist also
IT|=0 (47)

Man braucht nun nur Cjp, = a@; I—38;, A bzw. = a;y, B—b;, A zu setzen,
so geht (45) in (40) bzw. (44) iiber und aus (47) wird (41) bzw. (22).

Ubrigens 148t sich der SchluB vom Gleichungssystem (48) mit ¥} = o auf
die Gleichung (47) auch auf Fille mit #2>1 ausdehnen, wenn dabei unter o
die aus lauter Nullen bestehende Matrix mit 7 Zeilen und #2 Kolonnen ver-
standen wird und die Matrizen X; = (x,fil)‘) (mita=1,...,2;p=1,...,7)
die Voraussetzung erfiillen, dal wenigstens ein Wert p existiert, fiir den
die Determinante ]x,(li‘)‘ li,n + o ist. Im obigen Fall mit m = 1, Xj = ¢;,

x,sil) = &, ; war diese Voraussetzung natiirlich erfiillt.

10 Im Sonderfall B = 7, 4;, == 8;) geht offenbar (43) in (39) ~ und natiir-
lich (42) in (38) — tber.



