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Ueber die reducirte Linge eines geoditischen Bogens
und die Bildung jener Flichen, deren Normalen eine
gegebene Fliche beriihren.

Von

A. v. Braunmiihl.

Denkt man sich eine Fliche mit einer einfach unendlichen Schaar
von geoditischen Linien iiberdeckt und zu diesen die Orthogonaltrajectorien
construirt, so konnen diese zwei Curvensysteme zur Lagenbestimmung
eines Punktes der Oberfliche beniitzt werden. Als Maass des Bogens einer
Orthogonaltrajectorie zwischen zwei unendlich benachbarten geodétischen
Linien tritt bei der Darstellung des Linienelementes der Fliche in dem
erwihnten Coordinatensystem eine Funktion auf, die zuerst von Gauss’)
eingefithrt und spater von Herrn Christoffel 2) mit dem Namen ,redu-
cirte Linge“ bezeichnet wurde. In den Abhandlungen dieser Academie
hat nun jingst Herr A. Brill eine Abhandlung iiber die Theorie der geo-
ditischen Linie und des geoditischen Dreieckes verdffentlicht und gegen
Ende derselben einen Ausdruck fiir die reducirte Liinge aufgestellt, im
Falle die vorgelegte Flache eine Rotationsfliche ist, welcher nach ver-
schiedenen Richtungen bemerkenswert scheint.?)

1) Disquisitiones generales circa superficies curvas. Band IV von Gauss’ Werken. Nr. 19.
2) Allgemeine Theorie der geodiitischen Dreiecke von E. B. Christoffel, Abhandlungen der
k. Academie der Wissenschaften zu Berlin 1863.
3) Zur Theorie der geoditischen Linie und-des geodiitischen Dreieckes, Abhandlungen der
k. bayerischen Academie der Wissenschaften. IL €1, XIV.:Bd. -IL ‘Abth.

1™
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Anschliessend an dieses Resultat teile ich im Folgenden die Ab-
leitung der reducirten Linge fiir ein System von Flachen
mit, dessen Linienelement sich in der Form:

ds’ = (fle) — F(®)) (de? 4 d3%)
darstellen ldasst. Die Flichen dieses Systems sind die einzigen,!) fiir
welche, Rotationsflichen und Flachen zweiten Grades ausgeschlossen, bis
Jjetzt die vollstindige Integration der geoditischen Linien geleistet ist.
Die beiden letzteren Flichensysteme kénnen jedoch als spezielle Fille
dieses allgemeinen Flichensystems aufgefasst werden, so dass mein Aus-
druck fir die reducirte Lange einerseits den fiir Rotationsflichen als
speziellen Fall enthilt, andererseits aber fiir ein allgemeines Coordinaten-
system von angefiihrtem Character die reducirte Liange auf den Flichen
zweiten Grades gibt. Bekannt war dieselbe bis jetzt nur fiir den Bogen
einer geodatischen Linie, die durch die Kreispunkte eines Ellipsoides geht.2)

Mit den im Folgenden entwickelten Formeln nahm ich nun das in
letzterer Zeit von verschiedenen Seiten besprochene Problem von Monge?)
in Angriff, welches verlangt, zu einer vorgelegten Flache (Aus-
gangsflache) diejenige Fliache (Originalfliache) zu be-
stimmen, fiir welche die gegebene eine Schale der Fliache
der Krimmungscentra bildet.

Sind néamlich die Coordinaten irgend einer Flache
in Funktion der Gréssen ¢ und 3 bekannt, welche das
Element derselben in die Form:

ds®* = (fle) — F(®)) (de® -+ d3%)
iberfiithren, so gelingt es mir, einerseits die Coordinaten der
Originalfliache, andererseits aber auch, und zwar in Folge der

1) Es mag bemerkt werden, dass das Linienelement dieser Fliichen sich auch in die Form
ds? = (¢ x+y) + ¢ (x—y) d x dy bringen lisst. Zu ihnen gehéren die Flichen, welche so in
einander transformirt werden kénnen, dass die geoditischen Linien der einen wieder in geoditische
Linien der andern {ibergehen; vgl. hieriiber: Dini Annali di Matematica t. ITI. Serie 1I. p. 269 —
und fernr diejenigen Fliichen, welche erst neuerdings S. Lie beziiglich ihrver geoditischen Trans-
formirbarkeit in sich selbst betrachtete: Untersuchungen iiber geodiitische Curven, Mathematische
Annalen Bd. XX.

2) Vgl. M. Roberts, Journal des Mathématiques par Liouville t. 15. Serie I.
LAY
3)

v
Application de l'analyse a la géométrie, Ausgabe von Liouville, p. 246—286.
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Kenntnis der reducirten Linge, die Coordinaten der zweiten
Schale der Kriimmungscentrafliache, die Complementirfliche
heissen moge, durch die Grossen o und 2 in allgemeinster
Weise darzustellen.

Hieraus fliesst dann eine Reihe bemerkenswerter Specialfille, worunter
namentlich derjenige Interesse verdient, in welchem sich die beiden Schalen
der Kriimmungscentrafliche als zwei confocale Flachen zweiten Grades
darstellen. Die Ausdriicke fir die Coordinaten der Originalfliche ergeben
sich auf meinem Wege mit grosser Leichtigkeit, wiahrend die vor Kurzem
erschienene Dissertation von F. Rudio,!) in welcher dieser spezielle Fall
zum erstenmal eingehend behandelt wird, einen ziemlichen Aufwand von

Rechnung benotigt.

1
Setzt man das Linienelement einer Fliche in der Form voraus
ds® = (f(e) — F®) (de? -1 457, e b
so kann man die von Liouville 2) zuerst mit den Gleichungen der Dynamik
oeleistete Integration der geodatischen Linien auch unmittelbar durch die
Integration der Gauss'schen Differentialgleichung ) dieser Linien vollziehen,
da letztere, wie Weingarten?) zuerst bemerkte mit der Hamilton-Jacobi’-
schen Differentialgleichung ®) der geoditischen Linien identisch ist.

In unserem Coordinatensystem heisst nimlich Gauss’® Gleichung:

wo ¢ die Linge des Bogens der geoditischen Linie bezeichnet. Bedeutet

a eine willkiirliche Constante, so zerlegt sich diese Gleichung in die

20\ 2 ; 20\ 2 o
(ﬁh) = a — F(@g), (a 3 = f(e) — a,
< D

beiden:

1) Ueber diejenigen Flichen, deren Kriimmungsmittelpunktsflichen confocale Flichen zweiten
Grades sind. Berlin 1880.

2) Note IIL zu Monge’s Application ete.

3) Gauss, Disquisitiones ete. XXIL. Nr. 5.

4) Journal von Crelle-Boichardt. Bd. 62. p. 63.

5) Jacobi Vorlesungen tiber Dynamik p. 213.
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und die Integration liefert:

o = [Vitw —a do + [V — T 48 2)
o
und
. >
2o de dpg
e R —— Ty e5)
24 J Vi) —a Jla— F(3)
ist dann die Integral-Gleichung der geodatischen Linien in der von
i 3 % g ; dps 3
Liouville gegebenen Form. Setzt man hier —tgd = llu’ so folgt aus
C
der Differentialgleichung der geoditischen lLinien
de dg )
e L R LTS —— e
Vile) — a Va F(5)
die wichtige Gleichung:
fle) sin 29 L F(@) cos *8d = a. SE Ry

Aus dieser Gleichung sieht man, dass 9 derjenige Winkel ist, unter
welchem die geoditische Linie die Curven b — const. trifft; a ist langs
dieser geoditischen Linie constant. Dieser Winkel & heisst das Azimuth
der geoditischen Linie.

Integrirt man die Gleichungen 2) und 3) zwischen den Grenzen o,
und *3,, indem man fir ¢ = ¢,, f = [3, 0 = 0 setzt, 80 erhilt man die

fiir das Folgende wichtigen Gleichungen:

[e3 B
0= ' l[((/) a (t (94 ‘ l';l £ l"['r)') (lf")l. e ])
A1 Af
da : dpg :
0= — = | > : e D)
} fla) a J Va F(B3)
9]

Wihlt man auf der Oberfliche eine beliebige Curve, deren Bogen-
element do sei, und bestimmt einen Punkt P der Fliche, indem man
den Bogen ¢ von einem festen Punkte A aus zihlt und durch P eine
geoditische Linie legt, die diesen Bogen in P, orthogonal schneidet, so

kann man AP, = 6 und P,P = ¢ als die Coordinaten des Punktes P
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auffassen. In diesem Coordinatensystem erhialt nach Gauss 1. c. das
Linienelement der Flache stets die Form:

Qo g S
ds® = d¢® -+ g,° do.
Die Linien o = const. sind die geodatischen Linien, die Curven

o — const. die Orthogonaltrajectorien derselben, die parallel zu der be-
liebig gewihlten Anfangstrajectorie verlaufen. Diese kann sich auch auf
einen Punkt reduciren, dann erhilt man ein gewdhnliches geoditisches
Polarcoordinatensystem. g, heisst die reducirte Linge des geo-
diatischen Bogens ¢ und ist im allgemeinen eine Funktion von ¢
und ¢. Unsere nichste Aufgabe ist nun die, von dem Coordinatensystem
der « und 3 auf das der ¢ und o iberzugehen, was uns auf dem ném-
lichen Wege gelingt, den zuerst Herr A. Brill in der Eingangs genannten
Abhandlung betreten.

Fiir eine bestimmte geoditische Linie der Fliche, die durch den
Punkt e,, 3, geht und das Azimuth &, in diesem Punkte besitzt, folgt
aus 5);

f(e,) sin 29, -+ FB,) cos 29, = f(@) sin *9 4 F#) cos *3 = a ....6)
Betrachtet man jetzt den allgemeinsten Fall eines geodétischen Polar-
coordinatensystems, indem man von dem Punkte P, zu P, umm do weiter
geht, so variiren e, Sy, %, und ¢ und folglich auch a. Hiernach erhalt

man durch Differentiation der Gleichungen 1) und 2“):

do = Vi@ —a de + Va—F@ d — (V@) —a- &%
5 l/:l },‘“({T{OS {S)n/) d o,

a)

r

da : dpg i ( a, )
0= — — - — - -
I/f((c) a IV a— E(@B) \Wfle,) — a
Gt ]))
e 0 =i e Iy ) do.

Va — i‘(,}o)

; : / i . P Alaas
Hier bedeuten ¢,, 3, und a  die Abgeleiteten nach o, wihrend
A B

da

. 8)

3

dg
el SRR
. I/ f(e) a > J Va— FE(@)
@, Fo

1st.
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Ferner folgt aus der Gleichung 6) und der Orthogonalitit der Linien:
y sin 4,

Gt o e
Vi, — F(@8,)

. 9)

ﬁ e (’(,S,,,,’,{}O,,, T l/rf(an)r
(R

Viay) — FB,) Ve, — F(B,)

Driickt man mit Hilfe dieser Gleichungen 3, durch ¢, aus, eliminirt es
aus 7 und 16st dann die Gleichungen nach de und d/ auf, so erhialt man:

2 TEEATE // A;,(_ /‘L -

l,’/f(a) 33 }9(‘/))) (1 = ‘ E‘({{), 71’7 : d@ gsin l,Lﬁj:lii(ﬁ{fﬁ g‘l d()"',

/o) — F(B) Vi — F3) 10,
=10

P | l’/ﬂ(l) — 4

- /a — F(B)
/T —F@ dp = V@ L 1 g, do
V f(e (») af Vi) —F@) - ¢ g1

Vi@ — F@)

5

wobel

fi( Bg) Vifle)—a) (4 FED: .y E ey
(o) ,:f.(' o Gl f,,L_'—)w(ftr_; 1 o + V{« —a)(a— F@)-Ja 11)
a — H(3,) /flay) =

die gesuchte reducirte Liange des Bogens ¢ in Funktion
von o und /2 ist.

Aus diesem Ausdruck von g, kann noch «," mit der Gleichung 9) elimi-
nirt werden, wenn die geoditischen Linien simmtlich orthogonal zu einer
willkiirlichen Anfangstrajectorie sind. Man erhialt dann:

) !
/(fle) — a) (a — F(#) s B /
g = L/ S s -+ a J (fle) — a) (a F) - J. ook
I/ (fleo) a) (a 1'(£0)) i

Gehen hingegen sammtliche geoditische Linien von einem reellen Pol
. / 4
aus, so ist ¢, = o und

E =0 i T a0 1)

Man hat namlich in diesem Falle ¢ = &, und sonach
{
’ da r — :
o 1.9 = 2 \/ (& F(8o)) (flerg) — a)
Gty

zu setzen.
Diese Werte von g, bleiben nur so lange brauchbar, als J Z o ist,
d. h, da J = o die Enveloppe!) des Systems geoditischer Linien gibt,

1) Vgl. meine Arbeiten iiber Enveloppen geodiitischer Linien. Mathematische Annalen

Bd. XIV und XX.
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nur in dem Bereiche der Flache, welcher sich bis zu einer solchen etwa
vorhandenen Enveloppe erstreckt.

3.

In unserem allgemeinen Flichensysteme sind nun namentlich zwei
Flachenclassen von besonderem Interesse, da die Darstellung ihrer
Coordinaten in Funktion von ¢ und / bekannt, und in Folge dessen die
Kenntnis der reducirten Liange weiter verwendbar ist. Dieses sind die
Rotationstlichen und die dreiaxigen Flichen zweiten Grades. Fur die
ersteren hat man nur F(3) = o und |/f(e) do = du zu setzen, um das
Linienelement in der bekannten Form:

ds® = du® + f(e) dB?
zu erhalten, die fiirx f(¢) = g® und B — v mit der bei Herrn Brill 1. c.
verwendeten tibereinstimmt.!) Setzt man endlich noch a = »°, so gehen
unsere simmtlichen Formeln in die dort entwickelten tiber.

Fir den zweiten Fall hat man:

" (A= (e —
(1S_ ol ( { y (_I

et = R) gl oA (Bt Yiagia (A2 ) (ABes By ity
e o e e h?) (AF — k7) i

Hier bezeichnen i, «, » die Parameter dreier confocaler Flachen zweiten

ny 2
)

Grades. Je mnachdem man 72 = const. @ — const. oder » — const. setzt,
erhilt man das Linienelement des Ellipsoides, des zweischaligen oder des
einschaligen Hyperboloides. Fiir das Folgende legen wir das Ellipsoid
zu Grunde, fir die andern beiden Flichen erleiden die Formeln nur
unwesentliche Veranderungen. KEs sei also

J,,,,, A2 — u? Je D =g ‘

ds® = (u> — 7% de® 4 : d»*

(& —h?) (k2 — u?) (h? — »?) (k? — »?) 4
Da sich die Flichen eines confocalén Systems zweiten Grades in den
Kriitmmungslinien schneiden, so sind u# — const. und » = const. die beiden
Schaaren der Kriimmungscurven des Ellipsoides. Setzt man jetzt
A2 — u? 5 5 A2 — 92 5 25
= e du— do d . dy” = dpF
(2* — %) &*—p?) (b — +?) (K2 —»?) 7

dann ist «® = f(e), »* = F(f), und das obige Linienelement geht in die
allgemeine Form der Gleichung 1) iber.

1) pag. 26 und 27.
Abh. d. IL. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. III. Abth. 14
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Durch Ausfithrung dieser Substitution in den Formeln 11" und 117,

erhalt man fiir a = u°:
_ .
g = l/ o o = 2 Y u Hip - 12)
(s Uiy — . i :
und
e V(% — e 2 (it Vg | et o) - (2 v?) - J, s ELO0)

wo fiir M2 = (A* — u?) (K> — &) (@ — uy") (¢ — h*) und
N? = (& — ) (& — »®) (v — ) (b — %)

‘U g 9 Bl :
; A e A% — p2
2 (u? gl 2 (1,2 — »?) N

dy

Ho

wird.

Je nach der Wahl der Anfangstrajectorie nehmen natiirlich auch
die Formeln 11" und 12 eine einfachere Gestalt an. So kann man z. B.
auf dem Ellipsoid ein System von Kriimmungslinien als Orthogonal-
trajectorien nehmen, wodurch sich die Formeln einfacher gestalten.

Nimmt man als Anfangstrajectorie der geoditischen Linien wieder eine
geoditische Linie, so hat man in Gleichung 6) &%, 4 an Stelle von &

zu setzen und bekommt dadurch die Relation:

f(«,) sin :(fh | f ) L F(3,) cos _((‘)‘,

7T
_)) =—"'¢const,

oder f(«,) -+ F(B,) — a = const.
Wir gehen auf diese speciellen Falle nicht naher ein und bemerken
nur noch einen, der fiir das Folgende von Wichtigkeit wird.

Wenn namlich a’ = o, d. h. a von ¢ unabhingig ist, dann folgt
/
aus 11°)
/(f«) — a) (a — F(B)) .
o, = l. H‘U ‘})? iy
g (fleg) a) (a — F(go))
und far das Ellipsoid aus 12)
S(u? — u,?) (u,? ¥
l(_%'] e g l/ [‘[ = L )" 17:’ ): .14)
A L i —=E)

In diesem Falle berithren alle Geoditischen, die einem constanten

Werte von a oder u, entsprechen, ein und dieselbe Curve F(3) = a,
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oder die Krimmungslinie » = g, im Falle des Ellipsoides. Es mag
noch bemerkt werden, dass sich in diesem einfachsten Falle wohl fir
Yotationsflichen g, in Funktion von ¢ und o ausdriicken lasst.l) nicht
aber fur das dreiaxige Ellipsoid.

Diesem Falle stellt sich der einzige bis jetzt behandelte an die Seite,
wenn niamlich als Pol der Geodatischen ein Kreispunkt des Ellipsoides
betrachtet wird. Die reducirte Lénge
_ Vi — 1% (*
= sin & h? (k2 — h?)

a2

1

die dem Linienelemente ds® — d¢> + g2 d9* entspricht, ergibt sich dann
naturgeméss aus der Formel 12° und zwar durch einen ganz dhnlichen
Grenziibergang, wie er sich in Salmon - Fiedler’s Raumgeometrie II. T.
pag. 163 findet.

Wir gehen nun dazu iber, die gefundenen Resultate auf das in der
Einleitung erwithnte Problem anzuwenden, die Originalfliche und die
Complementiirfliche zu einer gegebenen Ausgangsfliche zu finden, deren
Coordinaten & 7, £ in Funktion zweier Parameter o und /3 gegeben sind,
die dem Linienelement der Fliache die Form

ds? = (fe) — F@) (de® -+ d4/37)
erteilen.

Als Ausgangspunkt dient uns ein Theorem von Weingarten in der
bereits erwiahnten Note im 62. Band von Borchardt’s Journal fiir Mathe-
matik, pag. 62. Dasselbe lautet: ,Spannt man iber eine gegebene Fliche,
senkrecht gegen eine willkiirlich auf derselben gezeichnete Curve, eine
Schaar biegsamer Faden, denen man simmtlich von den Punkten dieser
Curve an gerechnet, gleiche Liange gibt, so erzeugen die Endpunkte
dieser Faden bei ihrer Abwicklung die allgemeinste Fléche, von welcher
die gegebene eine Schale der Flache der Krimmungsmittelpunkte 1st.*

Die Endpunkte der Faden beschreiben bei dieser Krzeugung der
Tliche das eine System von Kriimmungscurven der Originalfliche und
somit sind die respektiven Bogenlangen der geoditischen Linien gleich den

1) Vel. die mehrfach citirte Abhandlung von A. Brill. p. 30.
14%
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Krtimmungsradien der Fliche lings des einen Systems von Krimmungs-
linien. Also erhalt man die Coordinaten X, ¥, z eines Punktes der Original-

fliche ausgedriickt in den Coordinaten des entsprechenden Punktes & #,

der Ausgangsfliche durch die Gleichungen :

(eD]

Uy
™

V|l ®

~
(STRSY

0|

. 15)

Uy

Ly

7
0)1
P

wo ¢ die doppelte Bedeutung des einen Kriimmungsradius und des Bogens
der geoditischen Linie hat.

Bezeichnet ferner ¢’ den anderen Kriimmungsradius im Punkte XLy
so erhilt man die Coordinaten X, ¥, 7 des entsprechenden Punktes der
Complementirfliche, indem man auf der Tangente der Ausgangsfliche in
& #, & das Stick o — ¢ von diesem Punkte aus auftrigt. Der Endpunkt
dieses Stiickes ist dann der verlangte Punkt der Complementirfliche, und
seine Coordinaten sind:

’ . ’ 8«5 / ’ 3/ ’ /9"
e ( B R ( Nised [ e LS > >
X =5 . = Cmaa s e s»)g,g ce.- 16)

Nun ist aber die Differenz der beiden Hauptkrimmungsradien des be-
treffenden Punktes der Originalfliiche gleich dem Radius der geoditischen
Kriimmung der Orthogonaltrajectorie in dem Bertihrungspunkte der Nor-
malen (auf welcher die Kri,lmlnungsvadien gemessen sind) mit der Aus-
gangstiiche und kann somit nach einer bekannten Formel!) durch die
Gleichung bestimmt werden :

’ o

: g, =

o — ¢ =351 a1

g 3g,’ )
o

wo g, die Bedeutung der reducirten Liange des Bogens ¢ hat. Wiren
also die Coordinaten der Punkte der Ausgangstliche, sowie g, in Funktion
von ¢ und ¢ bekannt, so wiren die Original- und die Complementiir-
fliche sofort durch die Gleichungen 15) und 16) bestimmt. Dies findet
nun 1im Allgemeinen nicht statt; jedoch gelingt es, in unserem Falle,
wenn § 7 und £ in Funktion von « und 3 bekannt sind, was z B. bei
Rotations- und den dreiaxigen Flichen zweiten Grades der Fall ist, die

1) Zum erstenmal wurde die geodiitische Kriimmung einer Curve autgestellt von Lionville:
Note II zu Monge's Application ete.
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Coordinaten der Punkte dieser Flichen in Function von « und 3 dar-
zustellen. KEs se1 also:

Elmigpita ﬂ) — O e T = (o) =" 18)

dann hat man vorerst:

Q& 1 esudaer (RaERdS
— e )
Qo 2 do " 38 do’
2y — 9y dq G 19)
o da do 28 do’ St
b oide 0l :
¢ = de de ' 38 d¢
e : ol : = & Pt /
Die Formeln 18) liefern die Werte = = ¢, 55— P8 etc. und zur Be-
o i
: 2 - de dg § e ;
stimmung von - und . hat man in den Gleichungen 10) ¢ als unab-
(
¢

hangige Variable zu betrachten, dann folgt:

da _ V@) — a

Te ~ ) 1@’

: iR 20)
dg . V2 =T
do:7 fie)iis Fesy!
also hat man:
2 _ puV/Te) s+ o Vi FG)
g f(e) — F(8)
o _ VaVi@ —a -+ ¢p Vo — () 21)
de fla) — F(B) pd
oL _ A VE@ —a 4 £ Va— FE)
g f(a) — F(B)
Nimmt man hiezu aus der Gleichung 2) den Wert von
A 2B
o= (Vi —ada + [Va—T® dp,
@, ‘éu

so sind die Coordinaten fiir die Originalfliche vollstandig bestimmt.

Zur Bestimmung von ¢ — ¢ erhilt man:

2g, 2g, da og, dp
8p eidoiidio of 00 diod
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verschafft man sich die Werte der partiellen Differentialquotienten von
g, aus der Gleichung 11), so geht die vorstehende #iber in:

8g, _ g (f@Va—F@ — F(p YT« — a) - F&)
20 2 (fla) — F@) V (fle) — a) (a
Dieser Wert in Gleichung 17) eingefiithrt, liefert:
by : : = f’y‘.-(ﬁm—'f i) ——— ....22)
1 () K (‘ﬂ) Ry, f(_lt) — ]“(J')),\J ‘ :
i s e e — o
Vi(e) a Va-—F(@B) V (fle) — a) (a — F(B)

wodurch auch die Coordinaten der Punkte der Complementirfliche in
Funktion von « und [ bestimmt sind, wenn man diese Gleichung in
Zusammenhalt mit Gleichung 16) und 21) betrachtet.

J.

Fasst man die obigen Formeln, welche die beiden Flichen bestimmen,
genauer in’s Auge, so erkennt man, dass es zweckmissig ist, zu ihrer
Discussion drei verschiedene Annahmen zu machen:
1. die geoditischen Linien sind orthogonal zu einer willkiirlich
gewinlten Anfangstrajectorie,
2. die geodatischen Linien gehen von einem einzigen Punkte der
Fliche aus,

<

3. die geoditischen Linien Dberiithren alle ein und dieselbe feste
Curve.
[Im ersten Falle sei die Anfangstrajectorie durch die Gleichung

o, = D (B, bestimmt, dann sind «,, #, und a langs dieser Curve
variabel; fasst man einen Punkt der Curve in’s Auge, indem man
bestimmte Werte «,, /3, gibt, so Ilduft durch ihn eine geodatische
Linie, welche in diesem Punkte orthogonal zu dem Curvenelemente do
steht. Dieser geoditischen Linie gehort somit ein bestimmter Wert von
a zu: in der That erhilt man aus der ersten Gleichung 9) in Verbindung
mit der Curvengleichung:

711)7(7}?7)7 — g, aad ,,,],,, — — 08 ¥y,

V14 @@ * V14-@@g)°
und diese- Werte in 6) eingefithrt, liefern a in Function von j3,, etwa
a = F(3,). Eliminirt man ebenso aus der Relation 2,) fir die geo-




105

datische Linie «,, so bekommt man eine zweite Relation: F,(/3;, a, ¢, ) = o,
und diese letzten zwei Relationen verbunden mit «, = &(f3,) dienen dazu,

um aus den Gleichungen der Original- und Complementarfliche die Va-
riabeln a, ¢, und- /3, zu entfernen, so dass diese Coordinatenwerte nur
mehr von den Parametern « und (3 abhingig sind.

Im Falle 2. ist der Ausgangspunkt simmtlicher Linien ein fester
Punkt, also sind «, und 3, Constante und brauchen nicht eliminirt
zu werden; hingegen ist a variabel, da die Gleichung 6) zeigt, dass
a von dem veranderlichen Azimuthe der geodatischen Linie abhingt.
Somit hat man a mit Hilfe der Gleichung der geodétischen Linien aus
den Coordinatenwerten 15) und 16) zu entfernen. Bemerkt kann noch

werden, dass in diesem Falle die Differenz ¢ — ¢ den einfacheren Wert:
: 2 (fle) — F(B) - J
0O — 9 = - ——— -
Je(— R e
Ve —a Ve— iy (e gl i

annimmt.
Im dritten Falle ist, wie bereits unter Nr. 3 bemerkt wurde, a eine
Constante, ¢, und (3, hingegen sind Vv ariabel. Nun ver-

schwinden aber diese beiden Grossen ganz aus dem Werte von ¢ — Q’,
indem derselbe die Gestalt annimmt:
, fle) — F(®)
0 — 0 — = — —
3 3 (@) (3

V@) —a Va — F(B)
Somit hat man in diesem Falle zur Darstellung der Coor-
dinaten der Complementirflache keine Elimination mehr
zu vollziehen. Was hingegen die Originalfliche anlangt, so befinden
sich in dem Werte von ¢ noch die Grenzen «, und f(3;; diese kénnen aber
durch eine einzige von « und [ unabhéngige additive Constante ersetzt
werden, die iibrigens willkiirlich ist und der Summe der unbestimmten
Integrale hinzugefigt wird. In der That gibt es ja auch micht nur eine,
sondern eine einfach unendliche Schaar von Originalflichen, die unter
einander parallel laufen, und deren Kriimmungsradien sich also nur um
Constante unterscheiden. Dieser letzte Fall liefert also, da fir die all-
cemeine Darstellung beider Flichen jede Elimination entbehrlich ist, die

Coordinaten derselben in vollstindig bestimmter Form.
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Wir geben zum Schlusse im Folgenden zwei wmfangreiche Anwend-
ungen dieser Betrachtungen, indem wir eine allgemeine Rotationsfliche

und das dreiaxige Ellipsoid als Ausgangsflichen wihlen.

Das Linienelement einer beliebicen Rotationsfliiche sei
o

wo die reducirte Linge nur von u abhingt, dann sind die Coordinaten

der Iliiche:

Z

)| @

) o

fir g - Diose

(o)

u

dann hat man:

[eb]

Q|

(e3]

Q|

WD ®

Um von unsern in den frithern Nummern aufgestellten Formeln zu
denen fiir Rotationsflichen iiberzugehen und das Linienelement in der
obigen Form zu erhalten, hat man, wie bereits in Nr. 3 bemerkt, E(5)— 0
B =V VYfede = du, fla) = g* zu setzen.
»* geschrieben, dann erhilt man leicht aus 1,) und 2,) die bekannten

Formeln: 1)

6.

ds® = du®

E= g.eos ¥

7= TSNV

= —|yi—g?
Fliche sei als
& i du Eeg!

=Y COS VvV — o
0 5 ll\ S
7 o du e o

=== S1 I —— o
0 2 5do 2
& < du
= — f(u) —-
) do

do

g2 dv?,

du = iy,

Ausgangsfliche zu Grunde gelegt;

v
sin v,

%
COS V
do :

Ausserdem sei noch statt a

u P u
g da
U= Y = BN Vg
V o2 %2 o
L2 S &/ g
uo up
und
S pdn _
VA R
gV
L\“
1) Vgl. A. Bnll 1. o pag. 24.




107
Weiter erhialt man aus den Formeln 10): J \
ait Vg? v 0
do =" g . a0 u::’

somit folgen mit Hilfe der Gleichungen 15) die Coordinaten eines Punktes
der Originalfliche in der Form:

’ ("u
: (e g g du
X 8 COS v — ( I./ 5;-'3 %2 COS V — sinvj) - et
o 5 o /o2 "2
el o l/ g Sl
Yo
’ u
. Drif il Eev il e # g du
b" — g BN — l’gJ — %2 8In V — — COS \') . T
o 2 { o V“'_) S
s < ]
llU

I

z = flu) — 5L° , _ ,) f'(u). l

glg,g + ) '

Fir den in diesen Gleichungen erscheinenden Anfangswert u, und die i
o i 5 = ~ i
Grosse » gelten natiirlich die Betrachtungen der Nummer 5), und es -

erhellt sofort, dass man durch diese Formeln die Coordinaten der
Original- und Complementirfliche auch in dem allgemeinsten Falle einer
beliebig auf der Ausgangsfliche angenommenen Orthogonaltrajectorie oder
eines festen Ausgangspunktes der geoditischen Linien, vollstindig be-
kommt, sobald sich mittelst der obigen Gleichung der geodatischen
Linien die Grosse x eliminiren lasst. Ialle, in welchen dieses stets ge-
lingt, bilden die Flichen constanten Kriimmungsmasses. Herr L. Bianchil)
hat zuerst fiir eine Fliche constanten negativen Kriimmungsmasses als

1) Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle elicoidi; Pisa 1879.

Abh. d. IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. III. Abth. 15
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Ausgangsfliche auf anderem Wege die Complementirflichen dargestellt
und zwar in drei speciellen Fallen, in welchen die reducirte Linge be-
reits durch Untersuchungen der Herren Dini und Beltrami bekannt war.
Einmal fasste er einen Biischel geodatischer Linien ins Auge, deren
Centrum im Unendlichen lag, dann liess er sie von einem Punkt im
Endlichen ausgehen und endlich betrachtete er das System geodatischer
[inien, die senkrecht zu einem Meridian der Fliache laufen. Diese drei
Falle, sowie die entsprechenden fiir die Flichen constanter positiver
Kriimmung sind natiirlich sammtlich in unseren allgemeinen Formeln
enthalten und lassen sich unmittelbar aus den Gleichungen dieser Nummer
gewinnen.

Solche Flichen lassen sich natiirlich je nach der Wahl der Anfangs-
trajectorie in beliebiger Anzahl aufstellen. Eine besondere Erwahnung
verdienen unter ihnen wieder diejenigen, welche fiir # = o resultiren.

7
Einen weiteren interessanten, Specialfall uuserer allgemeinen Be-
trachtungen bilden die dreiaxigen Ilichen zweiten Grades. Wir be-
schriinken uns im Folgenden auf das Ellipsoid, das wir bereits in Nr. 3
beziiglich der reducirten Liange naher ins Auge fassten.
Die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des Ellipsoides:
£2 2 G2
S

TERE e

sind bekanntlich in elliptischen Coordinaten ausgedriickt:

e

o TG BN ) o AR (i) (k? — %)
Ak h ) k*— h? : kJ'k® — h?

und ¢ nimmt mit den Substitutionsformeln in Nr. 3 den Wert an:

L

W =) D)
£ b ISR e
© a u l/ (w2 h?) (k2 — !lgi) I

ok

STy
/et v (h

Yo v,
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Die Gleichungen 21) liefern dann nach einiger Reduction:
2 Eovoefinec M ‘ N
e -T)_— e 2 2 i | WG 9 i 777 ?
20 u? — vE \u(a? R v-)[
SHp y f uM v N
e T W | =) P —ph) | (B — ) (i — )’
¢ & wM j v N
= IR o e T TR T T T |
o 2 — o2 (k2 — u?) (A2 —p?) ' (k% — »?) (A2 1“)[7

wo M und N die in Nr. 3 angegebene Bedeutung haben.
Ferner folgt aus Gleichung 11):

0 === ()/ =

) | Bt

/ (1
l// (/ 2‘47_;?_)—.(;1‘7;; l/zv\}[ V(@?—u, 2)(;11 2 ,,2)

Durch diese Formeln sind sowol die Coordinaten eines Punktes
der Original- als deér Complementirfliiche, vorbehaltlich der nétigen

Eliminationen im Sinne der Nr. 5 vollstandig gegeben.

Hier ist derjenige Specialfall der bemerkenswerteste, welchen man
Aes / . . »
fir «, = o d. h. g, = const. erhalt. Ist namlich u; = const., so be-

rithren die geoditischen Linien der Ausgangsfliche simmtlich die von
einem confocalen einschaligen Hyperboloid ausgeschnittene Kriimmungs-
linie. Die Gleichung des Hyperboloides ist

E Ty s B L2

5 | 2 9

W ;tl"-" — h? k?— . 2

e

Die Tangenten der geoditischen Linien der Ausgangsfliche aber be-
rithren nach einem Satze von Chasles die confocale Fliche ebenfalls nach
ihren geoditischen Linien, somit sind die Geoditischen der letzteren
Ilache die Riickkehrkanten der einen Regelflichenschaar, welche von
dem einen Normalen-System der Originalfliche gebildet wird, und der
Ort dieser Riickkehrkanten, das ist das confocale Hyperboloid, ist dann
die zweite Schale der Krimmungscentrafliche: somit sind in unserem
Falle die beiden Schalen der Kriimmungscentrafliche zwei confocale

Flichen zweiten Grades, die durch die Gleichungen 23) und 25) ge-

oeben sind.

=]

y
8 it 58

Hik

'
|3
b, i
Al )
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Die Gleichungen fiir die Coordinaten eines Punktes der Original-
fliche folgen dann unmittelbar aus den vorausgehenden Relationen in
der Form:

e e T N ,,lf_w_)l
Sy e ! uz — y? (‘u(]f-’ — u?) ' w(d2 2 [
VTR G R (o | . M
y= " T e e (;T*
h k? — h? u e N 1%) (4 ey
et )
(h?2 —2?) (A2 — »?) ]
VA2 —k2) (k2— u?) (k2— %) | 0 uM
R e S = 1 -+ - 75 5 ( RS o Samee i o
k }/k? h? | e v Nlise ey (A )
» N

|
gl <l

LR e 'u”‘{),) Iz

Hier ist ¢ durch die Gleichung 24) gegeben, jedoch hat man da-
selbst die Integration wunbestimmt vorzunehmen und eine willkiirliche
Constante additiv beizufiigen (vgl. Nr. 5, Fall 3)." Die letztere Fliche
wurde, wie bereits in der Einleitung bemerkt, von Herrn Rudio gefunden,
in dessen Arbeit sich auch die Betrachtung einiger Specialfille findet.
Man sieht, mit welch’ geringem Aufwande von Rechnung unsere Be-
trachtungsweise die Coordinaten der Fliche gibt.




