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Von einem

Kettenbricke Euler's und einem Theorem von Wallis*

Von

G. Bauer.

Nr. 1

In den zahlreichen Abhandlungen Euler’s Uber Kettenbriche kehrt
zu wiederholten Malen ein Problem wieder, das schon von Wallis
aufgestellt wurde. Als namlich Wallis den bekannten Ausdruck far
das Verhaltniss des Kreisumfangs zum Radius in Form eines unendlichen
Products gefunden hatte, wandte er sich an seinen Freund Brouncker
mit der Frage, wie er wohl am schnellsten diese Zahl berechnen wiuirde.
Brounker sandte ithm als Antwort den Kettenbruch

g R/ — 12
2 -}
< -f- 52
2 + etc
als Ausdruck fur das Verhaltniss —. Es war diess das erstemal, dass

71

die Kettenbruchform auftrat. Da Hrounker das Verfahren, welches

Ihn zu diesem Ausdruck gefuhrt hatte, nicht bekannt machen wollte,
1*
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so suchte Wallisl die Richtigkeit desselben zu verweisen und gab hiezu
das Theorem, dass, wenn a irgend eine ganze positive Zahl ist, das
Product der zwel Kettenbruche

a -1 + 24 X a+ 1+ |2
2(a—1) -f- 3- 2(a+1l) + 5-
2 (a— 1) 2(a+1) + 50

2 (a— 1) -j-etc. 2(a+1)-f etc.

= a2 ist.

Setzt man namlich In diesem Producte fur a nach und nach die
Zahlen 2, 4, 6... so ergibt sich aus diesem Theorem mit Hulfe der
Wallis’schen Formel fur n sogleich der von Brounker gegebene Werth
obigen Kettenbruchs. Wallis gibt jedoch keine Herleitung seines Theorems
sondern Dbeschrankt sich darauf zu zeigen, dass das Product sich um
so mehr dem Werthe a2 nahere, je mehr Glieder der Kettenbriche iIn
Rechnung gezogen werden.

Der Beweis dieses Theorems hat Euler viel beschéaftigt. ,Viele
Zelt, sagt er, habe ich darauf vergebens verwandt, aber je schwieriger
die Sache schien, um so mehr Nutzen hoffte ich von der LOosung zu
ziehen.“ Nachdem er schon In seiner ersten Abhandlung?2) uUber Ketten-
briche dieses Theorem kurz beruhrt hatte, macht er es in einer zweiten
Abhandlungd zum Hauptgegenstand der Untersuchung und es gelingt
iIhm nach langem Umschweif, mit Hulfe von Integralen und Relationen
zwischen denselben, die er In einer vorhergehenden Abhandlung gegeben,
ein allgemeineres Theorem uUber das Product zweier Kettenbriche auf-
zustellen, welche das Wallis’'sche iIn sich begreift. In einer spateren
Abhandlung4) kommt er nochmals auf dieses Theorem zurick, um eine
einfachere Losung speciell fur die Wall is’schen Kettenbriuche zu geben.

Ich kann nicht finden, dass Andere sich seitdem mit diesem Theorem
befasst haben; es lasst aber, wie ich hier zeigen werde, einen hochst
einfachen Beweis zu, Indem man einen dritten Kettenbruch zu Hulfe

1) Arithmetica Infinitorum. Prop. CXCI.

2) De fractionibus cont. Comment. Ac. Petrop. T. IX.

3) De fractionibus cont. observationes. Comment. Ac. Petrop. T. XI.

4) De fractionibus cont. Wallisii. Mem. de I’Ac. d. Sc. de St. Petersbourg T. V. pag. 24.
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nimmt, der mit jedem der beiden Kettenbrichen des Theorems durch
eine rationale Relation verbunden ist. Durch dieses Mittel bieten sich
sogleich allgemeinere Satze dar, welche nicht nur die von Wallis,
sondern auch den von Euler gegebenen als specielle Falle enthalten.

Ich wurde zu dieser Lésung gefuhrt durch eine andere Untersuchung,
die ebenfalls an die Arbeiten Euler’s uUber Kettenbriche anknupft.
Derselbe widmet namlich eine besondere Abhandlungl) dem Kettenbruche

n
T+n+ 1

2 4 n+ 2
3 -J- etc.

an dtem er die bemerkensv”erthe Eigenschaft entdeckt, dass sein Werth
Immer eine rationale Zahl ist, wenn n irgend eine ganze Zahl ist, mit
Ausnahme von n — 1, in welchem Falle dieser Werth IiTational ist.
Euler setzt in dieser Abhandlung sogleich n als eine ganze positive
Zahl voraus und findet seine Resultate durch sinnreiche Kunstgriffe,
die eben nur Iin diesem Falle anwendbar sind.

In einer spateren Abhandlung? betrachtet Euler noch die allgemeinere
Form

m n
m-f- 1-]- n-f* 1
ni -f- 2 -f- etc.

und zeigt, dass dieser Kettenbruch In mehrere wesentlich verschiedene
andere gleichgeltende Formen umgeformt werden Kkann.

Man kann aber grossere Allgemeinheit mit einfacherer Analyse
verbinden. Ich betrachte hier zunachst den allgemeineren Bruch

1) Observationes circa fractiones cont. in bac forma contentas etc. Mem. de I'Ac. d. Sc. d.
St. Petersboorg T. 1V. pag. 52.

2) ,Observationes analyticae. Opuscula analytica T. I. Auch Stern beschaftigte sich aus-
fuhrlich mit diesem Kettenbruch. Journ. v. Grelle T. XlI. p. 43. Seine Analyse ist, unter
der Voraussetzung, dass m und n ganze positive Zahlen sind, der von Euler auf den Fall
m = 0 (Mem. de I'Ac. de St. Petersburg T. 1V) angewandten nachgebildet.

«
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welcher die zwei letztgenannten Briche iin sich begreift; lege aber
weniger Gewicht auf die Verallgemeinerung der Euler’schen Resultate
als auf die angewandte Methode, welche einen tieferen Einblick In die
Natur des Kettenbruches gestattet und uns sodann gleichsam von selbst
auch zur Losung des Wallis’'schen Problemes hinleitet, obwohl letzteres
und die Untersuchung des Kettenbruchs 1) Iin gar keiner Beziehung zu
einander zu stehen scheinen.

Nr. 2

Schon Spottiswoode hat In einer Abhandlung UuUber Determi-
nantenl) bemerkt, dass die Zahler und Nenner der Naherungsbriche
eines Kettenbruchs als Determinanten besonderer Form geschrieben
werden konnen. Diese allerdings nur beilaufig als Beispiel gegebene
Notiz scheint bisher Ubersehen worden zu sein. Sie iIst aber nicht ohne
Wichtigkeit; denn erst dadurch, dass die sproden Formen dieser Zahler
und Nenner In die leicht zu behandelnde Determinantenform ubergefahrt
werden, iIst eine sichere, immer anwendbare Methode fur die Behandlung
der Kettenbriche gewonnen. Diese Determinantenform ergibt sich
Ubrigens unmittelbar aus den bekannten linearen Recursionsformeln,
welche zu der Kettenbruchentwicklung Veranlassung geben.

Ist
11
a+ --lghg A
a3+ efc.

der gegebene Kettenbruch, E’f der rtt Naherungsbruch, so findet man

1) Journ. v. Grelle. LlI.
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a. 1 1
—b> a? 1 — b3 .. 1
— >3 a3 . — b4 il .
— b4 . . , Pr = b, —h, . . B)
1 |
ea, 1 1 ar— 1
— br ar — br ar

Diese Determinanten haben die besondere Form, dass die Diagonal-
rethe die Theilnenner des Kettenbruchs enthalt, und von den beiden
Ihr zunachst liegenden schragen Reithen die eine die Theilzahler mit
entgegengesetztem Zeichen enthalt, Iin der andern alle Elemente = 1
sind, wahrend alle Ubrigen Elemente = 0 sind. Qrist eine Determinante
rtcu Grades, Pr eine solche r— lItnGrades und (abgesehen vom Factor b,)
gleich dem Coefficienten von In Qr.

Wenden wir diese Formeln an auf den Kettenbruch 1), so wird

«l 1 - .
(n-t-«i) «? 1 ;
_(u+«a > —(n-;(-«B)
or = _(n+a3 , Pr = » 2)
1 1
«r -1 1
«r-| 1 -
(n-fAr_ i) ur —(n+«r_i)ar

Diese Determinanten haben das Eigentimliche, dass die jSumme
der Elemente jeder Vertikalreihe, die erste und letzte ausgenommen,
constant = —n+1 istt. Wenn man nun zu jeder Horizontalreihe alle
folgenden addirt und hierauf von jeder Verticalreihe (die letzte aus-
genommen) die vorhergehende abzieht, so wird

—u 1 «r4~ 1
(N-j-«1)  «l 1 «r-j-I —nN 1 «r-f-1
—(n-{"0)) ddo fn-j-cfo) u> 1 «r+1
_ ~ (n-fajd .. Pr= U —(n-J-0s) «sS
1
ur—2 ur\?

—(D-t«r_]) «r
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und diese Determinanten haben nun wieder die charakteristische Form B),
mit Ausnahme jedoch der letzten Verticalreihe, in welcher alle Elemente
= ar+ 1 sind bis auf das letzte, welches = at ist.

Bezeichnen wir mit Dr die Unterdeterminante von Qr, welche durch
Streichen der ersten Horizontal- und ersten Verticalreihe hervorgeht;
mit J T die Unterdeterminante r — 2tn Grades, welche aus Qr durch
Streichen der zwel ersten Horizontal- und Verticalreihen entsteht und
mit (— 1) r~rdiejenige, welche durch Streichen der zwel ersten Horizontal-
rethen und der ersten und letzten Verticalreihe entstent und mithin dem
Product der Elemente —(u-fa3, —(n+ a3 ..., —(n-Jar,) gleich Ist,
so hat man

Qr = — nDr+ (u+ «i)™lr+ <?7r(n+ ai) (<*r+ 1)

Pr = NDr— n(n-j-ai)™/r

Letztere Gleichung ergibt sich aus obiger Form fur Pr, wenn man
das erste Element — n in die Summe — (n+ aO-j-a! zerlegt.

Aus diesen Gleichungen folgt, indem man einmal Dr, dann
eliminirt

Pr+Qr = @M—-Ha«{— (n— 1) -f-dr . (orr— 1)]j

Pr+ nQr = n . (n— 1) Dr-f dr(n+ a,)(ar+ 1) ]

Man ersieht aber sogleich, dass der fur -~-(pr+o0qQr) aus der

zweiten Gleichung sich ergebende Ausdruck nichts anderes ist als das,
was die Form 3J far Qr wird, wenn man das zweite Element 1 der
ersten Horizontalrethe durch Null ersetzt, wodurch Im Werthe von Qr
das Glied mit Jr verschwindet, und statt des ersten Elementes — n
das Element — (n— 1) setzt. Dieselbe Veranderung in der Determinante 3)
fur Pr gemacht, gibt mit Weglassung des Factors n den Ausdruck far

n.. (pr+ qQr) INn 4). Setzen wir also allgemein
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(n-1) «r+1
(n-fal) a; 1
— (nd-«i+i)  «i+i
Vs = — (n-h=i+2) «
1 ftr4" 1

«r_o «r+1
(n+ar_i) «r

SO Ist

H(Pr+ Qr) f 1 ~I
IVM O0r = (n+ ai)vTl

V«

5)

0)

Der Bruch -y lasst sich aber wieder iIn einen Kettenbruch ent-

wickeln. Denn addirt man 11n V: die erste Verticalreihe zur zweiten
und zerlegt hierauf das Element — (n+ <) In die zwel Theile — n und

a,, Sso wird

—(nN—1)—(n—1) ar+ |
—nN — N 1 «r+1
Vi — A\Viji+ —(n+ai+D«i+i 1 «r+1

Zieht man 1In letzterer Determinante die zweite Verticalreihe von

der ersten ab, so geht sie Uber In

. (n— 1) «r+1
- 1 -(n-1)

(n+ OJ+I) — (n+«i+o0) «j+2 1 — (n+((i+l) o

— (n—1) —(h—1) «r+ |

. —1 0 0
= (n+ai+l) — (n+ «i+1) Vi+o
Also hat man von 1= 1 bis 1 = r—3
Vi = O™+ + (n+ 0j+1) Vijo

Aus d Abh. d. Il CI d. k. Ak. d. Wiss. XI. Bd. Il. Abth. ' (14)

«r+ 1

7)
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Ebenso findet man

(n 1) «r+ | -y —(n— 1) «r+ 1
Vr , = . _ i + (N+«r i
- "2 —(n+«r.i) ar ( 1) —nN  «r+ )
—  «r—2~r—1+ (06+ «r—I1) («r+1)
........ (n — 1) « r + 1
_(n+((r_,) ((r = «r—1(«r+1) 4" (n-j-«r)

Hiernach gibt die Gleichung 6)

N(Pr+Qr) n+aj
Pr+nQr Gr — n-j-(in

8)

«r—1 + n + «r

«r+ 1

welcher Kettenbruch sich nur dadurch von dem r“nNaherungsbruche von

S,_ p+ «i

O n 9)
d “I" 6tc

unterscheidet, dass der Nenner des letzten (rten) Theilbruchs ard-1 statt
«r ist. Diese Gleichung 8) gilt fur jeden Werth von n; auch fur n= 1
Nur tritt fur n = 1 der besondere Fall ein, dass der Kettenbruch 8)
den constanten Werth 1 annimmt fur jeden Index r und mithin ausser

aller Verbindung mit % oder also dem Kettenbruche S tritt.
r

In diesem Falle n = 1 aber gestatten die Formeln 2) eine einfache
Entwicklung far Pr und Qr. Denn nachdem man in der Form 2) von
Qr zu jeder Horizontalreihe alle folgenden addirt hat, wird, fur n = 1,

1 «r+ 1

- _1 N

;(I-{-aLi) al
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woraus sich sofort ergibt

Q= (H-(3(H-,2 - —_L-+(1

Ebenso findet sich

11

1 +RB&)—...+£(, . ' ,1+0r)]

o+ 6‘|;‘|£|<*i|]))_.1_il+<<,r’]

Po= (Ireg+oay... (b 2 Colif - prdadyHedey? S0+ 3
also
r —A
P 10)
Qr -~
wo N die In Q. enthaltene Reihe 1——|——————_—— f- etc. bezeichnet.
~TI «lI
Es mag noch bemerkt werden, dass wenn man In S — — u,
u. s. f. statt , «2. .. setzt und
—Pr _ pr — li(Pr--Qr)
Qr <lIr Pr+u0Qr <Jr
so dass
pr _ n pr _  1l— «1
gr ~ «l + n—«i qr «i  + n—«g
«@ + . « + . 11)
* e-f 1N— «r-1 ‘e-f-n— «r-|
«r «r—1 +11— «r—1
«r— 1
zwischen o und ar wie sich aus 8) ergibt, I1mmer die Relation
statt hat
Pr _  P(p;-i-qr)
qr P;+uq;,

d. h. dieselbe Relation,
besteht.

welche zwischen dem Kettenbruch 8) und

<<
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Nr. 3.

Sind die Kettenbriche S und S' convergent, was immer der Fall
sein wird, wenn die a positiv und mit dem Index steigend sind, so
wird der Kettenbruch 8) bei wachsendem r nach derselben Grenze

convergiren, wie der Kettenbruch 9).

. - _ Pr
In Bezug auf spateres sel hier bemerkt, dass, wenn allgemein

HF
der rte.Naherungsbruch eines convergenten Kettenbruches A) ist, und

p< p
das was wird, wenn der letzte Theilnenner ar., durch art.i+e
Qr+l Q+1
ersetzt wird,
P+l Pr+l _ _ (PHIQrP rQ+f
Q+l  Q+l Qr+1 (Qr+l~]-fQr)

gefunden wird. Ist mithin e positiv und sind die Theilzdhler und
Theilnenner sammtlich positiv, mithin auch die Pr und Qr, so ist diese

- . P - Ppxi P 1
Differenz numerisch <7—~ — un”™ es convergiren also “2P- und

o-fl O r+l SIr+
mit wachsendem r nach derselben Grenze.

Ware € negativ, aber numerisch <ar+l, so dass ar+l-f-f noch positiv

bliebe, so ware — . = t' elne Positive Grosse: der Thellnenner «.
ar1+£

ware In ar+ e4 uUbergegangen und wir wirden wie vorhin schliessen,
dass hiedurch die Convergenz des Bruches und die Grenze, nach welcher
r convergirt, nicht geandert wird.

Enthalt aber der Kettenbruch negative Theilbriche, so sind Im
Allgemeinen diese Schlisse nicht mehr gultig und musste man sich
dann iIn jedem Falle durch besondere Untersuchung vergewissern, ob
durch das Hinzutreten von e im letzten Theillnenner die Convergenz des
Bruches nicht geandert wird.

Nr. 4.

Unter dem so eben gemachten Vorbehalt ergibt sich nun aus
Gleichung 8) fir r = 00



(109) 13

0
1

I
b -j- 1l >)
Aus dieser Relation fliessen die Eigentimlichkeiten des Bruches S
fur bestimmte Werthe der Grissen e
Ist iIn dem einfachsten Falle — 1, So geht S Uber In

Sl”>: .
1+ n-T-1
1 -j- etc

und S' In S(;+l). Diess ist der Bruch, welchen Euler iIn der oben
angefuhrten Abhandlungl) behandelt, unter der Voraussetzung, dass n
eine ganze positive Zahl ist. Er findet die Relation 13) durch Induction.
Ist n =1, so gibt dieselbe S@= 1 und hieraus folgt, dass S() Uberhaupt,
sobald n eine ganze positive Zahl >1 ist, eine rationale Zahl ist, die
sich durch successive Substitution aus 13) berechnen lasst. Ist n eine
negative ganze Zahl, so ist diess selbstverstandlich, indem In diesem
Falle der Kettenbruch abbricht; immer aber gilt auch In diesem Falle
die Relation 13). Der Fall n = 1 macht, wie oben erwahnt, eine Aus-
nahme, insoferne als sich der Werth von S() nicht aus der Relation
entnehmen lasst, und gibt die Gleichung 10) Iin diesem Falle fur S(I) den

iIrrationalen Werth
s(1 e~" 1
» - —_ . .
1—e-I e—I
wo e die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet,
Setzt man ferner

so besteht vermdge der Gleichung 12) dieselbe Relation zwischen s(n und
s(ntl), welche zwischen SN und S(t,) besteht. Da nun s@= 1= S so
folgt weiter, dass Uberhaupt fur jede ganze positive Zahl n (u = 1 aus-
genommen)

1) Mem. de TAcad. de St. Petersbourg. T. IV.
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Ist, der rationale Werth S mithin durch einen endlichen Kettenbruch
bestimmt ist. Diess sind die von Euler a a 0. erhaltenen Resultate.

Setzt man In S die Grossen m+ «1I? m-J a2 u. s. f. an die Stelle

von «j, a2, ..., so kann man statt S und S' die Kettenbriche
V . 1 1 . ) VI _ Al
—— "TREE b T TN w2
ni-J-02 4" etc. m4-«2 4- etc.

einfiUhren und die Relation 13) geht sodann Uber in folgende:

v/ u( -4- I)
-4-11—m 14)

und aus dieser Relation lassen sich unschwer die Resultate ableiten,
welche Euler fir den Kettenbruch -2 unter der Voraussetzung ail = |
In den Opusc. anal.l]) entwickelt hat.

Nr. 5.

Um die Bedeutung der auf den Kettenbruch 1) angewandten Analyse
besser zu erkennen und allgemeinere Resultate zu erhalten, gehen wir
von dem Kettenbruche

Vi b

Qr 31 4- bicl

~47-h t 15)
J- brcr—
ar

aus. Um die Gleichungen 13) auf diesen Kettenbruch anzuwenden, hatte
man dort bic”j statt zU setzen. Aber statt der hieraus hervorgehenden
Formen fuar P und Q kann man folgende Formen nehmen

1) T. T. p. 106.
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al A
tle 2
—b>a @
— b3 a3 03
— bs 83 C3 )
Qr = , P3 = hie» e o o 16)

br— ar—1 O—
— br ar
— br ar
In der That multiplicirt man in Qr die 1t Horizontalreihe und
alle folgenden mit einer beliebigen Grésse k und dividirt zugleich die
1.e Verticalreihe und alle folgenden mit k, so &andern sich iIn der

Determinante nur die zwel Elemente b; und c¢”,, welche In k*b; und
I-c, , Ubergehen, wahrend zugleich der Werth der Determinante unge-

andert bleibt. Es wird also auch der Werth der Determinante nicht
alterirt, wenn man Cj, durch 1 ersetzt, und zugleich bj durch b~c”H,.

Auf diese Determinante 1G) lassen sich nun ganz dieselben Trans-
formationen anwenden, die wir auf die Determinante 2) anwandten,
wenn wir nur voraussetzen, dass, wie dort, die Summe der In einer
Verticalreihe stehenden Elemente (die erste und letzte Verticalreihe aus-
genommen) constant sei. Setzen wir also

c;-|]-ai+ti—bi+2 = const = d
fur jeden Index 1, wodurch der Kettenbruch 15) die Gestalt annimmt
Pr biCo
Q d-{-bo— o sQ
d-pbs —Ci + . 17)
brd 1

(1-j-br+1— Cr_|I

so fuhrt die Transformation zu der (der Gleichung 8) entsprechenden)
Gleichung

c3— @ Pr-I-blCy. Qr b2M 18)
Pr+b,Qr d-|-ba— Cj -f-.
- f- b2
d-pbr—G—1-f- b--Q |

d-j-br+i
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Nur fuar d = 0 tritt ein Ausnahmefall ein (entsprechend dem Falle
n—1 =0 Dbel dem Kettenbruche S). Denn fur diesen Werth von d
hat der Kettenbruch 18) den constanten Werth cO und tritt ausser aller
Beziehung zu dem Bruche 17), wahrend letzterer (analog dem in Nr. 2
pag. 107 erhaltenen Resultate) den Werth annimmt

bi co . 1- -
12— @“l" bod —
b3— d 4-Htc.
WO
v —1_—-L Cd 1
o bob N ‘

Uebrigens bestehen die Gleichungen 17) und 18) fur jeden Index r
zusammen und unter den In Nr. 3 gestellten Bedingungen lassen sich
dieselben auf r = co ausdehnen, ohne auf die Im letzten Theilnenner
des Kettenbruchs 18) stattfindende Unregelmassigkeit RuUcksicht zu
nehmen.

Setzt man G constant = ¢ und dehnt die Briche in's Unendliche
aus, so kommt man wieder auf den fruher behandelten Kettenbruch In
etwas anderer Form zurulck.

Das Gesetz, nach welchem die Bruche 17) und 18) gebaut sind,
zelgt sogleich, dass die rationale Verbindung, welche zwischen i1hnen
besteht, darin ithren Grund hat, dass beide aus Kettenbrichen mit der
doppelten Anzahl von Gliedern, welche nach demselben Gesetz fort-
schreiten und nur In den Anfangsgliedern differiren, durch verschiedene

Zusammenfassung der Glieder hervorgehen. In der That sind diese
. C .
Bruche 17) und 18), wenn wir — = yx und ) = I setzen, resp. den
folgenden gleich
—Dbi + hi und @O—@
1—vyo 1-J- fi-i
|+ 03: 1-Yi
| —\& 1+03..
1+ . # e — Yr—I
C— Yr—I I+ Or + |
| + Or+l

welche sich nur In den ersten Gliedern unterscheiden.
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<« Dle vorhin behandelten Kettenbriche S « S' befinden sich mithin
auch In diesem Falle, was jedoch nicht leicht a priori zu erkennen ist,
und auch weder von Euler noch von Stern, der sich, wie oben
erwahnt, mit diesen Bruchen ebenfalls eingehend beschaftigt hat, nicht
bemerkt worden zu sein scheint. Um das vorige auf diese Brlche
anzuwenden, hat man zu setzen GC= 1, b = u+ «j-1, 4= 1—n, also

A- 1-—n H~ 1—u =

Nr. 6.

Diese Betrachtungen fuhren nun sogleich zu einer LOsung des
Wallis’schen Problems. Da nemlich das Auseinanderziehen des Ketten-
bruchs (Auflésen in eine doppelte Anzahl von Gliedern) auf verschiedene
Weise bewerkstelligt werden kann, so kann es kommen, dass ein Ketten-
bruch durch zwel verschiedene aufgeldoste Formen mit einem gegebenen
zwelten und dritten Kettenbruche iIn rationaler Verbindung steht und
hierdurch auch eine Beziehung zwischen dem zweiten und dritten

gegeben ist. Setzen wir z. B. Iin den Gleichungen 17) und 18) g = bi+],
so werden dieselben

P b,2 (b,—d)P+b?Q _ bb>
Q  d+b,- bi-h _ ’ P+b,Q ~ d _
.-j- br- *~ b r—]br
d+br+i—br d -}- brbr+j
d+br-H
Setzen wir aber g = Dbj+2, so erhalt man
p _ bib» (bi —d)p4-b]b2q b2
g d -K ' p-J-big d-fbo—Db3
%+ prorki el br
d d-j-br—brtl 4" br-H-
d-rl)

Unter dem In Nr. 3 gemachten Vorbehalt konnen wir die Bruche
InN's Unendliche fortsetzen und erhalten sodann den Satz:
Ausd. Abh.d.11.Cl.d.k. Ak.d. WMSS. X1.Bd. I1.Abth. (15) 3
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.St
bibo
= S ’
d 4" bobg
d -f- b3b4
d -{metc.
SO st
br . S+b, . b,2 S-b,
. = bi, , . und m - — « = —br_, .
d—-3bi— bo + br 5— d4Dbi d4~bo—bi—4 B S“f~d —bi
d-j-b2—b3+etc. d-fbg— bo-f-etc.
(d = 0 ausgeschlossen); mithin ist auch
d ., b,2 ~d S+d-b,
2 d—{bi— bo -J- bo- 2  ONj-d-j"bi
d+bo— bg 3} etc.
d b,2 ~d S4d + b,
2 d-J-ba— bi 4* bo2 2 ‘S+d-b,

d—+ b3— bo -f- etc.
und folglich das Product der zwel letzten Kettenbriche immer
d °
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In dem speziellen Falle, wo b, = 2i1-fl und d eine ganze gerade

Zahl i1st, hat man das Eingangs erwahnte Theorem von Wallis Uuber
das Product der zwel Kettenbruche

2 d—2 + 32 2 N d+ 2+ 32 “A 2/
d—2 -j- etc. d-j- 2 4" etc.

FUr d = 4 ist der erstere dieser Bruche der von Brouncker

4 : : .
gegebene, dessen Werth — iIst; man zieht hieraus fur denselben

Kettenbruch die Werthe entsprechend d = 8, d=12, d=16 wu. s f*
namlich « —, T u. 8 f.
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Zugleich gibt aber obiger Satz die entsprechenden Werthe des
Kettenbruchs S, oder

S+ d = s

d+ 1™+ 37

d 4" ex*
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und findet man far ')

d =4 , d= 8 ,d = 12 . d = 16
T 9 m 2. n 2.2.4
8_-9+'1 s = 2+T s = Af I -u _ T TI_BTB

o 1 -2 7i o 2.2’8_ 2.2 .4 7ir1U'8'f'

N 1 * 1.3 TT3fl 2~
Nr 7.

Einen anderen Satz dieser Art leiten wir aus den Gleichungen 17)
und 18) ab, wenn wir einmal c¢; = ¢+ th, b;= b+ (i—Il)h setzen, sodann
G= b+ th, b= ¢c+ (I—2h. Im ersten Falle erhalten wir

P bc

Q g+th + (b+h)(c+b)
g-ph — (b+2b) (c+2h)
g+ h + etc
(b—g)P+bc.Q _ (b+h)c

P+b.Q B g+ (b+2h)(c-*-h)
g + (b+3h)(c+2h)
g + efc
wo g = d+ b—c; 1m zweiten Falle
p  b(c—h
q g+ (b+In.c
g + (b+ 2b)(c+h)
g + Pc
(c—g)p+ (c—h)b.g _ bc
p+ (¢—h).q  ~ g—h+ (b+b) (c+h)
g— Il + (b+2h)(c+2b)
g—h + etc

wo g = d—Db+ c.

Sind die Bedingungen in Nr. 3 erfullt und daher gestattet die
Kettenbrtche in’s Unendliche fortzusetzeu, so werden, wenn g In beiden

1) Euler hat die Werthe dieser Kettenbriche aus lutegralformeln gefunden. Opusc. Anal. T. |
De seriel>u<* etc. etc. p. 45.
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Fallen denselben Werth hat, der zweite und dritte dieser Kettenbriche bis
auf das Anfangsglied im dritten gleich und man erhalt sodann den Satz:

.St
g _ (b-j-b)c
g + (b+2hl(c+b)
g + (b+3h) (c+2h)
g + etc.’
so iIst
bc _ c— S
g+h + (h+h)(c+h) - l’*)'é'r+g-b'
g+ b + (b+2h) (c+2h)
g+h + ete.
bc - b C+S
g—h+ OH-bKc+h) T S+g+D
g—h + (b+2hyc+2h)
g— b -j-etc

vorausgesetzt dass g nicht = + (b—c) sel; und folglich ist dann auch

g—b-fc S+g+b

g+ b+ c bc
2 g-rh+ (b+h)(c+h) 2 S+ g—Db’
g+h + etc
g-b —c bc _g+tb -c¢c S+g—bD
2 g—h+ ib+h)fc+h) 2 'S+g+ b

g—h + etc

und das Product der beiden letzten Kettenbriche immer

- g—b+c g+b~c u

2 2

Der letztere Tbeill dieses Satzes, das Produkt der zwei Ketten-
briche betreffend, enthalt nicht nur den Satz von Wallis als speziellen
Fall in sich, sondern auch den Eingangs erwahnten allgemeinem von
Euler gefundenen Satzl), welcher daraus hervorgeht, wenn man

h = b+ c setzt.

1) Comment. Acad. Petropol. T. XI. § 45
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