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Kettenbrücke Euler’s und einem Theorem von Wallis*
Von

G. B a u e r .

Nr. 1.

In den zahlreichen Abhandlungen E u l e r ’s über Kettenbrüche kehrt 
zu wiederholten Malen ein Problem wieder, das schon von Wa l l i s  
aufgestellt wurde. Als nämlich W a l l i s  den bekannten Ausdruck für 
das Verhältniss des Kreisumfangs zum Radius in Form eines unendlichen 
Products gefunden hatte, wandte er sich an seinen Freund B r o u n c k e r  
mit der Frage, wie er wohl am schnellsten diese Zahl berechnen würde. 
B r o u n k e r  sandte ihm als Antwort den Kettenbruch

l21-4-------
2 -}- 3̂

•2 -f- 52
2 +  etc.

als Ausdruck für das Verhältniss —. Es war diess das erstemal, dass
71

die Kettenbruchform auftrat. Da Hrounker das Verfahren, welches 
ihn zu diesem Ausdruck geführt hatte, nicht bekannt machen wollte,

1 *

Von einem
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so suchte Wa l l i s 1) die Richtigkeit desselben zu verweisen und gab hiezu 
das Theorem, dass, wenn a irgend eine ganze positive Zahl ist, das 
Product der zwei Kettenbrüche

a - 1 + 1 2̂ x  a +  1 +  l 2
2 (a— 1) -f- 3- 2 ( a + l )  +  5-

2 (a— I) __  2 ( a + 1) +  5®__
2 (a—  1) -j-etc. 2 ( a + 1) - f  etc.

=  a2 ist.

Setzt man nämlich in diesem Producte für a nach und nach die 
Zahlen 2, 4 , 6 . . . so ergibt sich aus diesem Theorem mit Hülfe der 
W allis ’ schen Formel für n sogleich der von Br o u n k e r  gegebene Werth 
obigen Kettenbruchs. Wal l i s  gibt jedoch keine Herleitung seines Theorems 
sondern beschränkt sich darauf zu zeigen, dass das Product sich um 
so mehr dem Werthe a2 nähere, je mehr Glieder der Kettenbrüche in 
Rechnung gezogen werden.

Der Beweis dieses Theorems hat Eul er  viel beschäftigt. „Viele 
Zeit, sagt er, habe ich darauf vergebens verwandt, aber je schwieriger 
die Sache schien, um so mehr Nutzen hoffte ich von der Lösung zu 
ziehen.“ Nachdem er schon in seiner ersten Abhandlung2) über Ketten­
brüche dieses Theorem kurz berührt hatte, macht er es in einer zweiten 
Abhandlung3) zum Hauptgegenstand der Untersuchung und es gelingt 
ihm nach langem Umschweif, mit Hülfe von Integralen und Relationen 
zwischen denselben, die er in einer vorhergehenden Abhandlung gegeben, 
ein allgemeineres Theorem über das Product zweier Kettenbrüche äuf- 
zustellen, welche das W a l l i s ’sche in sich begreift. In einer späteren 
Abhandlung4) kommt er nochmals auf dieses Theorem zurück, um eine 
einfachere Lösung speciell für die W a l l  is ’schen Kettenbrüche zu geben.

Ich kann nicht finden, dass Andere sich seitdem mit diesem Theorem 
befasst haben; es lässt aber, wie ich hier zeigen werde, einen höchst 
einfachen Beweis zu, indem man einen dritten Kettenbruch zu Hülfe

1) Arithmetica Infinitorum. Prop. CXCI.
2) De fractionibus cont. Comment. Ac. Petrop. T. IX.
3) De fractionibus cont. observationes. Comment. Ac. Petrop. T. XI.
4) De fractionibus cont. Wallisii. Mem. de l’Ac. d. Sc. de St. Petersbourg T. V. pag. 24.
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nimmt, der mit jedem der beiden Kettenbrüchen des Theorems durch 
eine rationale Relation verbunden ist. Durch dieses Mittel bieten sich 
sogleich allgemeinere ¡Sätze dar,  welche nicht nur die von W a l l i s ,  
sondern auch den von E u l e r  gegebenen als specielle Fälle enthalten.

Ich wurde zu dieser Lösung geführt durch eine andere Untersuchung, 
die ebenfalls an die Arbeiten E u l e r ’ s über Kettenbrüche anknüpft. 
Derselbe widmet nämlich eine besondere Abhandlung1) dem Kettenbruche

n
T + n +  1

2 -4- n +  2
3 -j- etc.

an dem er die bemerkensv^erthe Eigenschaft entdeckt, dass sein Werth
t

immer eine rationale Zahl ist, wenn n irgend eine ganze Zahl ist, mit 
Ausnahme von n — 1 , in welchem Falle dieser Werth iiTational ist. 
E u l e r  setzt in dieser Abhandlung sogleich n als eine ganze positive 
Zahl voraus und findet seine Resultate durch sinnreiche Kunstgriffe, 
die eben nur in diesem Falle anwendbar sind.

In einer späteren Abhandlung2) betrachtet E u l e r  noch die allgemeinere
Form

m n
m -f- 1 -j- n -f* 1

ni -f- 2 -f- etc.

und zeigt, dass dieser Kettenbruch in mehrere wesentlich verschiedene 
andere gleichgeltende Formen umgeformt werden kann.

Man kann aber grössere Allgemeinheit mit einfacherer Analyse 
verbinden. Ich betrachte hier zunächst den allgemeineren Bruch

(101) 5

1) Observationes circa fractiones cont. in bac forma contentas etc. Mem. de l’Ac. d. Sc. d. 
St. Petersboorg T. IV. pag. 52.

2) „Observationes analyticae.“  Opuscula analytica T. I. Auch S t e r n  beschäftigte sich aus­
führlich mit diesem Kettenbruch. Journ. v. Grelle T. XI. p. 43. Seine Analyse ist, unter 
der Voraussetzung, dass m und n ganze positive Zahlen sind, der von E u l e r  auf den Fall 
m =  0 (Mem. de l’Ac. de St. Petersburg T. IV) angewandten nachgebildet.

«
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s =  -  , , 1) «i -r n+« i
C i•> “ j""

#3 GtC.

welcher die zwei letztgenannten Brüche in sich begreift; lege aber 
weniger Gewicht auf die Verallgemeinerung der E u le r ’schen Resultate 
als auf die angewandte Methode, welche einen tieferen Einblick in die 
Natur des Kettenbruches gestattet und uns sodann gleichsam von selbst 
auch zur Lösung des W a l l i s ’schen Problèmes hinleitet, obwohl letzteres 
und die Untersuchung des Kettenbruchs 1) in gar keiner Beziehung zu 
einander zu stehen scheinen.

Nr. 2.

Schon S p o t t i s w o o d e  hat in einer Abhandlung über Determi­
nanten1) bemerkt, dass die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche 
eines Kettenbruchs als Determinanten besonderer Form geschrieben 
werden können. Diese allerdings nur beiläufig als Beispiel gegebene 
Notiz scheint bisher übersehen worden zu sein. Sie ist aber nicht ohne 
Wichtigkeit; denn erst dadurch, dass die spröden Formen dieser Zähler 
und Nenner in die leicht zu behandelnde Determinantenform übergeführt 
werden, ist eine sichere, immer anwendbare Methode für die Behandlung 
der Kettenbrüche gewonnen. Diese Determinantenform ergibt sich 
übrigens unmittelbar aus den bekannten linearen Recursionsformeln, 
welche zu der Kettenbruchentwicklung Veranlassung geben.

Ist
ill

a' + - - L h  A >“4“ b3
a3 +  etc.

Pder gegebene Kettenbruch, n - der rte Näherungsbruch, so findet man
tqir

1) Journ. v. Grelle. LI.
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a. 1 1
— b> a? 1 — b3 a . i  1

—  1>3 a3 . —  b4 iii .
—  b4 . . , Pr =  b, — b.-, . .

. . 1 . . 1
• a,_i 1 . ar— 1 1

—  br ar — br ar

B)

Diese Determinanten haben die besondere Form, dass die Diagonal­
reihe die Theilnenner des Kettenbruchs enthält, und von den beiden 
ihr zunächst liegenden schrägen Reihen die eine die Theilzähler mit 
entgegengesetztem Zeichen enthält, in der ändern alle Elemente =  1 
sind, während alle übrigen Elemente =  0 sind. Qr ist eine Determinante 
rtcu Grades, Pr eine solche r — l ten Grades und (abgesehen vom Factor b,) 
gleich dem Coefficienten von in Qr.

Wenden wir diese Formeln an auf den Kettenbruch 1), so wird

Q r  =

«i 1 
(n-t-«i) « 2  1 

—(u + «2) a3 
—(n+a3)

. 1
« r - l  1

(n - f  £tr_ i)  ur

, P r  =  »

ct> 1
«3

— (n - f-« 3)

. .  1
« r - l  1

— ( n + « r_ i ) a r

2)

Diese Determinanten haben das E igentüm liche, dass die ¡Summe 
der Elemente jeder Vertikalreihe, die erste und letzte ausgenommen, 
constant =  — n + 1  ist. Wenn man nun zu jeder Horizontalreihe alle 
folgenden addirt und hierauf von jeder Verticalreihe (die letzte aus­
genommen) die vorhergehende abzieht, so wird

Q r  —

— u 1
(n-j-«i) «1 1

—(n -{"öj) cio . .

— (n-fa3) . .

«r4~ 1
«r-j-l

1
ur—2 ur~\r̂

—(D-t-«r_|) « r

P r =  U

— n 1 « r-f-1
fn-j-cfo) u> 1 « r + 1  

— (n-J-ös) «s . .  .
—  ( n + a 4 ) . .  .



8 (104)

und diese Determinanten haben nun wieder die charakteristische Form B), 
mit Ausnahme jedoch der letzten Verticalreihe, in welcher alle Elemente 
=  ar +  1 sind bis auf das letzte, welches =  at ist.

Bezeichnen wir mit Dr die Unterdeterminante von Qr, welche durch 
Streichen der ersten Horizontal- und ersten Verticalreihe hervorgeht; 
mit J T die Unterdeterminante r — 2ton Grades, welche aus Qr durch 
Streichen der zwei ersten Horizontal- und Verticalreihen entsteht und 
mit (—  l ) r^r diejenige, welche durch Streichen der zwei ersten Horizontal­
reihen und der ersten und letzten Verticalreihe entsteht und mithin dem 
Product der Elemente — (u - f  a2) , — (n +  a3) . . . ,  — (n -J- ar_,) gleich ist, 
so hat man

Q r  =  — n D r +  ( u  +  « i ) ^ / r +  <?r(n +  a i )  (<*r +  1)

Pr =  nDr — n(n-j-ai)^/r

Letztere Gleichung ergibt sich aus obiger Form für Pr, wenn man 
das erste Element — n in die Summe — (n +  aO-j-a! zerlegt.

Aus diesen Gleichungen folgt, indem man einmal Dr, dann 
eliminirt

P r + Q r  =  (11 —H a «) { — ( n  —  1 )  - f -  d r .  (orr — l ) j

Pr +  nQr =  n . (n — 1 ) Dr - f  d'r (n +  a , ) (a r+ l ) j

Man ersieht aber sogleich, dass der für - ^ - ( P r + o Q r )  aus der

zweiten Gleichung sich ergebende Ausdruck nichts anderes ist als das, 
was die Form 3J für Qr wird, wenn man das zweite Element 1 der 
ersten Horizontalreihe durch Null ersetzt, wodurch im Werthe von Qr 
das Glied mit J r verschwindet, und statt des ersten Elementes — n 
das Element —  (n —  1) setzt. Dieselbe Veränderung in der Determinante 3) 
für Pr gemacht, gibt mit Weglassung des Factors n den Ausdruck für

n _. ( P r +  Q r )  in 4). Setzen wir also allgemein



( 1 0 5 )

Vs =

(n-1)
(n-fai) a; 1

— (n 4 - « i + i )  « i + i

—  (n - h° i+2) •

« r+ 1

1 ftr4" 1
«r_o « r + 1

( n + a r_ i )  « r

5)

so ist
H (Pr +  Qr) f | ^ l
i v M ö r  =  (n+ ai) vT 6)

V«Der Bruch - y  lässt sich aber wieder in einen Kettenbruch ent­

wickeln. Denn addirt man in V; die erste Verticalreihe zur zweiten 
und zerlegt hierauf das Element — (n +  <*;) in die zwei Theile —  n und

a,, so wird

V i — ct\ V i_j_i +

— (n— 1 )— (n— 1) ar+ l
— n — n 1 « r + 1

— ( n + a i+I)« i+ i  1 « r + 1

Zieht man in letzterer Determinante die zweite Verticalreihe von 
der ersten ab, so geht sie über in

(n +  Oj+ I )

—  (n— 1)
— n 1

— ( n + « i + o )  « ¡ + 2  1

« r + 1

=  (n+«i+1)

- ( n - 1 )  
—  1 1 

• • • •

« r +  1 
0

=  ( n + a i+1)

—  (n— 1) —  (n— 1) « r+ l
— 1 0 0

— (n +  «i+l) Vi+o

Also hat man von i =  1 bis i =  r — 3
Vi =  Oi^i+i +  (n +  öj+i) V i_j_o

Aus d Abh. d. II CI d. k. Ak. d. Wiss. XI. Bd. II. Abth. ' (14) 2
7)



I D O

10 (106)

Ebenso findet man

Vr_ ,  = « r — 2
— (n—1) « r+ l  

— ( n + « r_ i)  ar +  (n + «r_i) —  ( n —  1 )  « r +  1

— n « r +  )

—  « r — 2 ^ ’ r— 1 +  ( ö + « r — l )  ( « r + l )

-------- ( n — 1 )  « r + l

— (n+«r_,) «r =  « r —1 ( « r + l )  —f "  ( n - j - « r )

Hiernach gibt die Gleichung 6)

n(Pr+Qr)  n + a j
Pr+nQr Ci I —I“ n -  j- (in

• +  n + « r _ i

« r —1 +  n  + « r  

« r +  1

8)

welcher Kettenbruch sich nur dadurch von dem r“ n Näherungsbruche von

S' = p + « i

U\ n
Ct'2 “I" 6tc.

9)

unterscheidet, dass der Nenner des letzten (rten) Theilbruchs ar4 -l statt 
« r ist. Diese Gleichung 8) gilt für jeden Werth von n; auch für n =  1. 
Nur tritt für n =  1 der besondere Fall ein, dass der Kettenbruch 8) 
den constanten Werth 1 annimmt für jeden Index r und mithin ausser

Paller Verbindung mit —  oder also dem Kettenbruche S tritt.
Vir

In diesem Falle n =  1 aber gestatten die Formeln 2) eine einfache 
Entwicklung für Pr und Qr. Denn nachdem man in der Form 2) von 
Qr zu jeder Horizontalreihe alle folgenden addirt hat, wird, für n =  1,

Q r =

-  1 « r + 1

( l + « l )  --- 1
--------( 1  • •

• . —  1 ^
— (l-{-ar_i) aT
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woraus sich sofort ergibt

Q, =  ( H- (,1) ( H- „ 2) . — _ L - + ( i  1 +ßä) — . . . ± (, . ' , 1+0r)]

Ebenso findet sich
*

P ,  =  ( I + « , ) ( l + O ä ) . . .  ( l + ^ C j i r  -  n - t - J i H - « , ) +  • ± ( T T < i 1) . 1 . i l + < < , | ]

10)

1 +  « I  ( l + i i l ) ( l + « 2 )  0 " H * l )  • • • ( l + a r)

also
p r 1—^
Q r  ~

wo ^  die in Q. enthaltene Reihe 1 — --------- f- etc. bezeichnet.
l~r «i

Es mag noch bemerkt werden, dass wenn man in S — — u., 
u. s. f. statt , « 2 . . . setzt und

— Pr _  Pr — li(Pr--Qr)
Q r  <lr ’  P r + ü Q r  <Jr

so dass

p r _  11 p r _  I I—  «1

qr ~  «i +  n— «i qr «i +  n— «g
«2 +  . «2 +  . 11)

* • - f  11 —  « r - 1  ‘  • - f -  n —  « r- |

« r  « r — 1 + 1 1 — « r —1

« r — 1

zwischen — und wie sich aus 8) ergibt, immer die Relationqr qr °
statt hat

Pr _  P(p;-i-qr) 
qr p;+uq;

d. h. dieselbe Relation, welche zwischen dem Kettenbruch 8) und 
besteht.

<>*
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Nr. 3.
Sind die Kettenbrüche S und S' convergent, was immer der Fall 

sein w ird, wenn die a. positiv und mit dem Index steigend sind, so 
wird der Kettenbruch 8) bei wachsendem r nach derselben Grenze 
convergiren, wie der Kettenbruch 9).

PrIn Bezug auf späteres sei hier bemerkt, dass, wenn allgemein
HF

der rte. Näherungsbruch eines convergenten Kettenbruches A) ist, und 
p <  p

das was wird, wenn der letzte Theilnenner ar. , durch ar.t.i+e
Qr+1 Qr+1
ersetzt wird,

P;+l Pr+l __ _  (Pf+1Qr- P rQ,+1)f
Qr+I Qr+1 Qr+1 (Qr+l~|-fQr)

gefunden wird. Ist mithin e positiv und sind die Theilzähler und 
Theilnenner sämmtlich positiv, mithin auch die Pr und Qr, so ist diese

P  P  Pp-i. P  _1_Differenz numerisch <7—^ — un^ es convergiren also -¡̂ P- undQr-fl Qr Qr+l S!r+l
mit wachsendem r nach derselben Grenze.

Wäre € negativ, aber numerisch < a r+1, so dass ar+1-f-f noch positiv

bliebe, so wäre — =  t‘ eine positive Grösse: der Theilnenner «.ar+i+£ r
wäre in ar +  e4 übergegangen und wir würden wie vorhin schliessen, 
dass hiedurch die Convergenz des Bruches und die Grenze, nach welcher 
r convergirt, nicht geändert wird.

Enthält aber der Kettenbruch negative Theilbrüche, so sind im 
Allgemeinen diese Schlüsse nicht mehr gültig und müsste man sich 
dann in jedem Falle durch besondere Untersuchung vergewissern, ob 
durch das Hinzutreten von e im letzten Theilnenner die Convergenz des 
Bruches nicht geändert wird.

Nr. 4.

Unter dem so eben gemachten Vorbehalt ergibt sich nun aus 
Gleichung 8) für r =  oo
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S' =  IS)
b -j- 11

Aus dieser Relation fliessen die Eigentümlichkeiten des Bruches S 
für bestimmte Werthe der Grössen er.

Ist in dem einfachsten Falle — i, so geht S über in

S'”> =  —
1 +  n~T~ 1

'1 -j-  etc

und S' in S(,:+1). Diess ist der Bruch, welchen Eul er  in der oben 
angeführten Abhandlung1) behandelt, unter der Voraussetzung, dass n 
eine ganze positive Zahl ist. Er findet die Relation 13) durch Induction. 
Ist n = 1 ,  so gibt dieselbe S(2) =  1 und hieraus folgt, dass S(n) überhaupt, 
sobald n eine ganze positive Zahl > 1  ist, eine rationale Zahl ist, die 
sich durch successive Substitution aus 13) berechnen lässt. Ist n eine 
negative ganze Zahl, so ist diess selbstverständlich, indem in diesem 
F’alle der Kettenbruch abbricht; immer aber gilt auch in diesem F’alle 
die Relation 13). Der Fall n =  1 macht, wie oben erwähnt, eine Aus­
nahme, insoferne als sich der Werth von S(,) nicht aus der Relation 
entnehmen lässt, und gibt die Gleichung 10) in diesem Falle für S(I) den 
irrationalen Werth

e~ ‘ 1
S(1» -  —1— e-i e —i

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, 
Setzt man ferner

n—1s(DI =

so besteht vermöge der Gleichung 12) dieselbe Relation zwischen s(n) und 
s(n+1), welche zwischen S(n) und S(n+,) besteht. Da nun s(2) =  1 =  S(2J, so 
folgt weiter, dass überhaupt für jede ganze positive Zahl n (u =  1 aus­
genommen)

1) Mem. de TAcad. de St. Petersbourg. T. IV.
4
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SO) — s,n)

ist, der rationale Werth S(n) mithin durch einen endlichen Kettenbruch 
bestimmt ist. Diess sind die von E u l e r  a. a. 0. erhaltenen Resultate.

Setzt man in S die Grössen m +  « 1? m -J- a.2 u. s. f. an die Stelle 
von « j ,  a2, . . ., so kann man statt S und S' die Kettenbrüche

V 1 11 ) v/ I— — ni -i-------r—  . i =  m -i------- -—iu—j— —j- D-j"«] m+ u\ -f- u4*<*2
ni-j-02 4" etc. m4-«2 4- etc.

einführen und die Relation 13) geht sodann über in folgende:

V/ ü( - 4- i)
-4-11 —m 14)

und aus dieser Relation lassen sich unschwer die Resultate ableiten, 
welche Eul er  für den Kettenbruch -2: unter der Voraussetzung ai =  i 
in den Opusc. anal.1) entwickelt hat.

Nr. 5.

Um die Bedeutung der auf den Kettenbruch 1) angewandten Analyse 
besser zu erkennen und allgemeinere Resultate zu erhalten, gehen wir 
von dem Kettenbruche

Vj_ _  bi Co 
Q r  3 l  4 -  b i  Cl

~ä7-h t 15)
j- brcr—i 

ar

aus. Um die Gleichungen 13) auf diesen Kettenbruch anzuwenden, hätte 
man dort bi c^j statt zu setzen. Aber statt der hieraus hervorgehenden 
Formen für P und Q kann man folgende Formen nehmen

1) T. T. p. 106.
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Qr =

ai Ci 
— b_> a Co 

—  bs 83 c3 

• • • , P3 =  hie»

tl-2 C2 
— b 3 a3 0.3 

• • •

b r—i ar—1 Cr—i 
—  b r ar

• • •

—  b r ar

16)

In der That multiplicirt man in Qr die i te Horizontalreihe und 
alle folgenden mit einer beliebigen Grösse k und dividirt zugleich die 
i ,e Verticalreihe und alle folgenden mit k , so ändern sich in der 
Determinante nur die zwei Elemente b; und c^ ,,  welche in k*b;  und

i-c,_, übergehen, während zugleich der Werth der Determinante unge-

ändert bleibt. Es wird also auch der Werth der Determinante nicht 
alterirt, wenn man Cj_, durch 1 ersetzt, und zugleich bj durch b^c^ ,.

Auf diese Determinante IG) lassen sich nun ganz dieselben Trans­
formationen anwenden, die wir auf die Determinante 2) anwandten, 
wenn wir nur voraussetzen, dass, wie dort, die Summe der in einer 
Verticalreihe stehenden Elemente (die erste und letzte Verticalreihe aus­
genommen) constant sei. Setzen wir also

c;-|-ai+i— bi+2 =  const =  d 

für jeden Index i, wodurch der Kettenbruch 15) die Gestalt annimmt

Pr
Qr

biCo
d - { -b o —  Co bsCi

d -p b s  — Ci + . 17)
br Cr— 1

(1 - j-b r + l—  Cr_l

so führt die Transformation zu der (der Gleichung 8) entsprechenden) 
Gleichung

(c<j— (1) Pr-|-b|Cy. Qr
Pr+b,Qr

b-2 Co
d-|-ba— Cj - f - . 18)

'  -f- brCr—2
d-pbr—Cr—1 -f- br-i-lCr_|

d -j-b r + i
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Nur für d =  0 tritt ein Ausnahmefall ein (entsprechend dem Falle 
n — 1 = 0  bei dem Kettenbruche S). Denn für diesen Werth von d 
hat der Kettenbruch 18) den constanten Werth c0 und tritt ausser aller 
Beziehung zu dem Bruche 17), während letzterer (analog dem in Nr. 2 
pag. 107 erhaltenen Resultate) den Werth annimmt

bi co _  . 1 -  -
1)2— Co “I" bo Ci —

b3— Ci —j— ßtc.
wo

v — i _— -L C°Cl_____ 1-
bo bob3 ^ ‘

Uebrigens bestehen die Gleichungen 17) und 18) für jeden Index r 
zusammen und unter den in Nr. 3 gestellten Bedingungen lassen sich 
dieselben auf r =  co ausdehnen, ohne auf die im letzten Theilnenner 
des Kettenbruchs 18) stattfindende Unregelmässigkeit Rücksicht zu 
nehmen.

Setzt man C; constant =  c und dehnt die Brüche in’s Unendliche 
aus, so kommt man wieder auf den früher behandelten Kettenbruch in 
etwas anderer Form zurück.

Das Gesetz, nach welchem die Brüche 17) und 18) gebaut sind, 
zeigt sogleich, dass die rationale Verbindung, welche zwischen ihnen 
besteht, darin ihren Grund hat, dass beide aus Kettenbrüchen mit der 
doppelten Anzahl von Gliedern, welche nach demselben Gesetz fort­
schreiten und nur in den Anfangsgliedern differiren, durch verschiedene 
Zusammenfassung der Glieder hervorgehen. In der That sind diese

C' ])•Brüche 17) und 18),  wenn wir — =  yx und =  ßi setzen, resp. den 
folgenden gleich

— bi +  bi und Co —Co
1 — yo 1 -j- fi-i

l+ ß : 1-Yi
i —y±___  1 + 0 3 . .

1 + .  # • —  Yr—l

‘ —  Yr— I l + 0 r + l

l  +  0 r + l

welche sich nur in den ersten Gliedern unterscheiden.
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Die vorhin behandelten Kettenbrüche S , S' befinden sich mithin • * 
auch in diesem Falle, was jedoch nicht leicht a priori zu erkennen ist, 
und auch weder von E u l e r  noch von S t e r n ,  der sich, wie oben 
erwähnt, mit diesen Brüchen ebenfalls eingehend beschäftigt hat, nicht 
bemerkt worden zu sein scheint. Um das vorige auf diese Brüche 
anzuwenden, hat man zu setzen C; =  i , bj =  u +  « ¡ - i , <1 =  1— n, also

A -  1— n ’ Pl ~  1 — u •

Nr. 6.

Diese Betrachtungen führen nun sogleich zu einer Lösung des 
W a l l i s ’ schen Problems. Da nemlich das Auseinanderziehen des Ketten­
bruchs (Auflösen in eine doppelte Anzahl von Gliedern) auf verschiedene 
Weise bewerkstelligt werden kann, so kann es kommen, dass ein Ketten­
bruch durch zwei verschiedene aufgelöste Formen mit einem gegebenen 
zweiten und dritten Kettenbruche in rationaler Verbindung steht und 
hierdurch auch eine Beziehung zwischen dem zweiten und dritten 
gegeben ist. Setzen wir z. B. in den Gleichungen 17) und 18) Cj =  bi+1, 
so werden dieselben

P _  b,2 (b,— d )P + b ?Q  _  b,b,>
Q _  d + b ,  -  bi - h  _ ’ P + b ,Q  ~  d _

• -j- br-’ * ~ b r— |br 
d + b r+i — br d -}- brbr+j

d+br-H

Setzen wir aber Cj =  bj+2, so erhält man

p _  bib» (bi — d)p4-b|b2q b2‘2
q d -K ' p-j-biq d-fbo—b3

‘ * +  brbr-!-i * • -|- br2
d d-j-br—br+l 4" br—f—l

d-rl)

Unter dem in Nr. 3 gemachten Vorbehalt können wir die Brüche 
in’ s Unendliche fortsetzen und erhalten sodann den Satz:
Ausd. A bh .d .II .C l.d .k . Ak.d. Wiss. XI.Bd. II.Abth. (15) 3
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„Ist
b i bo 

d 4" bo bg
=  S ,

d -f- b3 b4
d -{■ etc.

so ist
b r  . S + b ,  . b,2 , S - b ,=  bi„ , , , . und m -----— . , « =  — brd—J— b i — bo +  b r  S — d —j— b i d4~bo— b i —|— b -̂ S“f~d — bi

d-j-b2— b3 + e t c .  d - fb g — bo-f-etc.

(d =  0 ausgeschlossen); mithin ist auch
d _ _ ,  , b,2 _  _d_ S + d - b ,
2 d —(— bi— bo -J- bo- 2 Ö^j-d-j"bi

d + b o — bg —}- etc.

d b,2 _  d S 4 d  +  b,
2 d-J-ba— bi 4* bo2____ 2 ‘ S + d - b ,

d —i- b3— bo -f- etc.

und folglich das Product der zwei letzten Kettenbrüche immer
d °

- t ) ' “

In dem speziellen Falle, wo b, =  2 i - f l  und d eine ganze gerade 
Zahl ist, hat man das Eingangs erw’ähnte Theorem von Wa l l i s  über 
das Product der zwei Kettenbrüche

2 d — 2 +  32 2 ^  d +  2 +  32 “ A  2 /
d— 2 -j- etc. d-j- 2 4" etc.

Für d =  4 ist der erstere dieser Brüche der von B r o u n c k e r
4gegebene, dessen Werth — ist; man zieht hieraus für denselben 

Kettenbruch die Werthe entsprechend d =  8 , d = 1 2 ,  d = 1 6  u. s. f* 
nämlich tt, — , — u. 8. f.

7t 4“
Zugleich gibt aber obiger Satz die entsprechenden Werthe des 

Kettenbruchs S , oder
S +  d =  s =  d + i ^ + 3 ^

d 4" ê c*
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und findet man für ’ )
d =  4 , d =  8 , d =  1*2 . d =  16

-  +  19 '

:r 9

8 = S =
2 + T

71
—  1 2

1
7i

•>
s =

TT 2 .

-rf I • u

./ 2 .2 ’ 
1 . 3

s =

n 2 . 2 . 4
T  1T 3T 3
2 . 2 . 4  7ir

TT3 f l  2~
1 U. 8. f.

Nr 7.

Einen anderen Satz dieser Art leiten wir aus den Gleichungen 17) 
und 18) ab, wenn wir einmal c; =  c +  ih , b; =  b +  (i— l)h setzen, sodann 
Cj =  b +  ih, bi =  c +  (i—2)h . Im ersten Falle erhalten wir

P _  b c
Q g + h  +  ( b + h ) ( c + b )

g-ph —¡- (b+2b) (c+2h)
g +  h +  etc.

(b—g)P+bc.Q _  (b+h)c
P+b.Q _  g +  (b+2h)(c-*-h)

g +  (b+3h)(c+2h)
g +  etc.

wo g =  d +  b — c; im zweiten Falle

p b(c—h) 
q g +  (b+ln. c

g +  (b +  2b)(c+h)
g +  Ptc.

(c—g)p +  (c —h)b.q _  bc
p +  (c—h).q ~  g—h +  (b+b) (c+h)

g — li +  (b+2h)(c+2b)
g — h +  etc.

wo g =  d — b +  c .

Sind die Bedingungen in Nr. 3 erfüllt und daher gestattet die 
Kettenbrüche in’s Unendliche fortzusetzeu, so werden, wenn g in beiden

1) E u l e r  hat die Werthe dieser Kettenbrüche aus Iutegralformeln gefunden. Opusc. Anal. T. I 
De seriel>u<* etc. etc. p. 45.



i .  '
S

20 (116)

Fällen denselben Werth hat, der zweite und dritte dieser Kettenbrüche bis 
auf das Anfangsglied im dritten gleich und man erhält sodann den Satz:

„Ist
g _  (b-j-b)c

g +  ( b + 2 h l ( c + b )

so ist

g +  (b + 3 h )  ( c + 2 h )
g +  etc.'

b c  , c — S=  b . ¿rg + h  +  ( h + h ) ( c + h) “ ' s + g - b '
g +  b +  (b + 2 h )  ( c+ 2 h )

g + h  +  ete.
b c  c + S=  b .

g — h +  O H -b K c+ h ) S + g + b
g — h +  ( b + 2 h y c + 2 h )

g —  b -j- etc

vorausgesetzt dass g nicht =  +  (b — c) sei; und folglich ist dann auch

g +  b +  c b c  g — b - f c  S + g + b
2 g -rh  +  ( b + h ) ( c + h )  2 ‘ S + g — b ’

g + h  +  etc.
g - b  — c bc  _  g + b  -  c S + g — b

2 g —h +  i b + h ) f c + h )  2 ’ S + g  +  b
g — h +  etc.

und das Product der beiden letzten Kettenbrüche immer

-  g — b + c g + b ~ c u 
. 2 2

Der letztere Tbeil dieses Satzes, das Produkt der zwei Ketten­
brüche betreffend, enthält nicht nur den Satz von Wal l i s  als speziellen 
Fall in sich, sondern auch den Eingangs erwähnten allgemeinem von 
E u l e r  gefundenen Satz1), welcher daraus hervorgeht, wenn man 
h =  b +  c setzt.

1) Comment. Acad. Petropol. T. XI. § 45.

Bayerische,
Sta8t»blt>Uoth«k

München


