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UBERSICHT

Es wird ein beliebiges Unterschallstromungsfeld in der Atmosphire vorausgesetzt und
eine darauf einfallende ebene Schallwelle angenommen. Mittels einer Iterationsmethode
wird in erster Niherung die Streuung des Schalles berechnet und ein einfaches Beispiel
gegeben: Ein stationdrer Wirbel ohne Singularititen wird in seiner Achsenrichtung von
einer ebenen Schallwelle getroffen; die Richtcharakteristik des gestreuten Schalles wird
ermittelt.

1. ALLGEMEINE PROBLEMSTELLUNG

Der Verfasser hat in einer Anzahl von Arbeiten ([1] [2] [3] [4] [5] [6]) die Streuung elek-
trischer Wellen an turbulenten Zonen in der unteren Atmosphire behandelt. Hier liegt eine
wesentliche Vereinfachung des Problems darin, dafl die Bewegungsgeschwindigkeit der
Materie gegeniiber der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen, der Lichtgeschwindig-
keit, vernachlissigt werden kann.

Nun haben PEkERIS [14] und Gorpox und BookER [15] sich mit demselben Problem be-
faBt, und der erstere hat damit auch eine Berechnung der Schallstreuung an atmosphiri-
schen Inhomogenititen fiir den Fall bestimmter raumlicher Korrelationen geliefert. Diese
deckt sich formal ungefihr mit der Rechnung fiir die elektrischen Felder, solange man die
Stromungsgeschwindigkeit der Luft gegeniiber der Schallgeschwindigkeit vernachlissigen
kann. Es erscheint nun notwendig, eine Theorie zu entwickeln, die es gestattet, in sukzessi-
ver Niherung den Einflu3 der Bewegung des Ausbreitungsmediums zu ermitteln, und uns
in den Stand setzt, die Schallausbreitung in einer turbulenten Zone und darum herum zu
studieren. Es wird im folgenden eine Iterationsmethode gegeben, deren erste Niherung
fiir nicht zu grof3e Stromungsgeschwindigkeiten geniigend genaue Resultate liefern diirfte.

2. AUFSTELLUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
2.1 DIE EULERSCHEN GLEICHUNGEN EINES KOMPRESSIBLEN GASES

Zunichst schreiben wir die EuLERschen Gleichungen eines kompressiblen Mediums an:
die Geschwindigkeit der Teilchen sei 7 mit #, v, w bzw. als z, ¥, 2 Komponente. Die Dichte
des Gases sei g, der Druck p. Alle diese GroBen seien Funktionen der Raumkoordinaten
x, ¥, z und der Zeit ¢; wir verwenden das Giorcische MaBsystem: somit messen wir 7 in
m/sec, o in kg/m3, p in Newton/m?2

Dann haben wir zuniichst die Kontinuititsgleichung

(1) e Lodivd =o

2) AL



8 Aufstellung der Differentialgleichungen
Fiir den Fall fehlender duBerer Krifte lautet die Bewegungsgleichung:

o7 et
3) 9(7 + @, Vv)) + grad p = o.
V7 ist die Dyade, die aus der unbestimmten Multiplikation des Operators ¥ mit7 hervor-
geht, (7, V') ist das skalare Produkt (linksseitig) von 7 mit dieser Dyade. Das Gas sei als
ideales Gas vorausgesetzt, das der Bezichung genligt:

@ 2 = kT,

wo K eine Konstante ist, die sich auf die Masse 1 kg (nicht auf ein Mol) beziehe.
Fiir den Schallvorgang nehmen wir adiabatische Zustandsinderung an mit

(5) 2~y

Dann gilt fir die Schallgeschwindigkeit ¢, d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Wellen:
e

6 —

(6) ¢ PR

was seinerseits eine Funktion von x, ¥, 2, ¢ ist. Wir denken uns die Amplituden des Schall-
druckes p, klein gegeniiber dem Druck der Atmosphire ohne Schall gy, analog die Dichte-
amplitude g, klein gegeniiber der Dichte der schallosen Atmosphére g,:

¢ P, K Do 0, < Q-
Es gilt bekanntlich
(8) L= P05

2.2 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM HOMOGENEN
RUHENDEN GAS

Als cine Leitlinie fiir die spiteren Betrachtungen geben wir zunichst eine Ableitung der
Schallwellengleichung in einem homogenen ruhenden Gas. Als nichste Stufe wollen wir
dann in schrittweiser Analogie die Schallwellengleichung in einem allgemeinen den Euler-
schen Gleichungen geniigenden ,,Grundfeld der Stromung‘* ermitteln.

Wir denken uns ein homogenes ruhendes Medium mit einer kleinen Stérung o,, 2,
v, (u,, v,, w,), wir vernachlissigen Glieder von 2.Ordnung in o,, p,, 7, und deren Ablei-
tungen. Dann wird

do _ 0¢s
)] = sty

und wir erhalten fiir die Kontinuititsgleichung:
] - — . -
(10) _éeti + Qo (V) ‘U’) =0, (Vy U:) = div U

wo g, die Dichte der ruhenden Luft bedeutet.



Die Schallwellengleichung in einem beliebigen Grundfeld der Strémung 9

Fir die Bewegungsgleichung erhalten wir:

o
07,

(11) 0o, T Ve)=o (Ve) = grade,.

Wir differenzieren (10) nach #:

%o, 0

(12) e e U VIS
Nach (11) ist aber
7 > 2
(13) Qo?(viv:) = C AQ;’
woraus mit (12) folgt:
Pos o _
(14) T Adp, = o.

Damit haben wir die Wellengleichung aufgestellt. Haben wir aus (14) eine Losung o, ge-
funden, so kénnen wir aus (11) die Teilchengeschwindigkeit angeben:

3
i 2
(15) 5, =~ [Ve,ar.

Nehmen wir fiir o, eine harmonische Zeitabhingigkeit an, so mu3 auch 7, zeitlich harmo-
nisch sein, und daraus bestimmt sich die Integrationskonstante in (13) zu Null.

2.3 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM BELIEBIGEN
GRUNDFELD DER STROMUNG

Wir denken uns jetzt das schon mehrfach erwdhnte Grundfeld der Stromung in folgen-
der Weise gegeben: Es sei 7, die Geschwindigkeit des Grundfeldes mit den Komponenten:
uy (%, ¥, 2, ), v(x, 9,22, wy(x,y, 2 £); der Druck des Grundfeldes sei g, (x, v, 2, £), die
Dichte g, (x, ¥, 2, £), und es gelte die ideale Gasgleichung (4), wo p,, g4, 7y Funktionen von
x, ¥, 2, ¢t sind. Diese Funktionen sollen Abweichungen von einem ridumlich und zeitlich
konstanten Mittelwert sein, auf den sie sich beim Aufhéren der Strémung reduzieren: wir
schreiben:

Qo (x:y: 2, t) = 00 -} 001 (x:y’ 2, t)
(16) 2(x, 3,2, 8) = poo + por (%, ¥, 2, 7)
Ty, y,2,8) = Too+ Toa (2,9, 2, 1)

Die ortliche Schallgeschwindigkeit erhalten wir unter der Voraussetzung (7) in der Form

Pl
(17) L

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1958 (Eckart) 2



10 Aufstellung der Differentialgleichungen

und schreiben fiir dieses Quadrat, das allein in unseren Beziehungen auftreten wird:

(18> 6‘3 e 5§o+€g1(x:y, Z, t)'

Die GréBen des Grundfeldes missen fiir sich den Eulerschen Gleichungen gentigen. Dem
Grundfeld tiberlagern wir das Schallfeld, das wir als kleine Stérung betrachten und dessen
GroéBen wir den Index s geben. Wir haben also

-

(19) D=0,4+0, mt u=1ut+u, v=ruv+uv, w=w+w,

(20) p=1po+p, 0=0+e, T=T+T7T,.

Dann schreiben wir mit diesen Gréfien erneut die EvLERschen Gleichungen an:
zunichst die Bewegungsgleichung:

(21) (@ + 0,) [% (Zo o Z;) SF ((770 < ZQ: V(Zo +;:>)] 4+ V(po+2,) = o.

Ferner lautet die Kontinuititsgleichung:

(22) Here) @ @te) Gt =

Wir multiplizieren die Klammern aus; dann stehen in unseren Gleichungen jeweils Pro-
dukte aus 2 Faktoren, die die Indexpaare 00, o5, s0, ss enthalten. Die GréBen mit dem
Indexpaar o o sind die GréBen des Grundfeldes, erfiillen die EvLERschen Gleichungen und
fallen heraus. Die Gréfien mit dem Indexpaar ss fallen als Gréen 2. Ordnung nach der
Voraussetzung der Beschrinkung auf die erste Niherung weg, nur die Glieder mit ge-
mischten Indexpaaren bleiben stehen: Das zweite Glied links in (21) fiihrt auf Indextripel:
ooo fillt weg, Glieder, die zweimal s enthalten, ebenso, es bleibt nur

0, (;0’ VZO) ) Qo (ZO’ VZ:)! Qo CZ;:’ VZO) 0
Dann lautet die Bewegungsgleichung:

(23) 90 37 <+ Qo@o’ Vv) = Qo(vu Vﬂo) + 9: 27 >+ (7/0» V”o) +Vp, =

Fiir die Kontinuititsgleichung erhalten wir analog.:

39:

(24) + (V. 07%,) + (7, 0,%) = o.

In (23) erinnern wir uns daran, daB nach (3)

37/0

(25) + (’30; Vi) = —— VPo
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Somit schreibt sich unsere Bewegungsgleichung schlieBlich:

¢6) o (S + @0, V3) + @ V3) =L Vpy + Vp, =,

Damit haben wir zunichst unser Differentialgleichungssystem fiir 7,, o,, p, aufgestellt.
Wir miissen es jetzt noch in eine zu (11) und (12) analoge Form bringen und dann nach (13)
fiir p, eine gestorte Wellengleichung aufstellen; anschlieBend miissen wir dann die Glei-
chungen fiir %, v, w, in ebenfalls gestérter Form schreiben. Zu diesem Zwecke miissen
wir leider (26) in Komponenten auflésen, d. h. die drei Gleichungen in Kauf nehmen:

0y 0s 9P dug 0y ouy
2 —_—— PROCIINEN —
( 7) Qo ot 0o ox 0% ox +907/.r }’ +90w: oz
du, dug dug dp,
‘i‘@o”o—a +90'Uo—ay T et + 5 =0
Jv 0; 0p, 07, 07, dv,
28 e Ll i 5 S L
(28) ry 00 07 + 0%, oz + 07, By -+ 09w, 22
ov dv, 2p
+Qo”og;s +Qo”oT+Qowo s -l-—a—;—:-O,
O, 0s 0p0 0wy 0w, 0w,
2 —— —— —— _—
(29) €05 T 7z T Q% G, Tt W,
dw, dw, ow, 6ﬁ,
o Qo %o = + Qoi’o? + Qo Wo 5~ =240

Unter Berticksichtigung von (8) schreiben wir diese Gleichungen so an, daf3 die Analogie
mit (11) und (15) evident wird und die in (11) nicht vorkommenden Glieder als Stérglieder
auf die rechte Seite kommen.

(30)
Ou; 0 0p N 0y 6110 Juy Qug
o g_ax<9>+oax om0 oy +°a tog, twg,;
(31)
du, s 0% 0y, 0v, v, dv, oy ov,
or o 6)/ (e + oy { Tx TV, T®ig, T Ty tweg s
(32)
ow, 275, 8w, d 3wo dw; dw,
e @) T T T 0 T T Ty )

Hier wird der Unterschied gegeniiber dem ruhenden homogenen Medium evident: als
Storglieder treten auf alle Glieder der rechten Seiten in (30) (31), (32) mit Ausnahme des
ersten.

2*



12 Aufstellung der Differentialgleichungen

Die Kontinuititsgleichung (24) bekommt die Form:

0 s - -> -
(33) 2+ 0 (,3) =G, Ve) + G, Vew) + e.(V, %0

Zur Ableitung der Wellengleichung miissen wir jetzt in Analogie (12), (13), (14) verfahren
unter Beriicksichtigung der Gleichung (16): Wir differenzieren (33) nach # und erhalten:

a0, 07, 20, . G =
6o Tt o(r 5] = - 0.0 - (. Ve + o, Vo) + 0.0, 5).

Nun ist aber nach (26) und somit auch nach (27), (28), (29)

2 u, 0 1 o 920 0

— D _— 2 e =

(35) QGrer % ox (Q dx € )) T ox (0"’, 3/"«‘) % H30
v, 0 0x [o; 9po
—_— = — ——(c? 70,

(36) 0 ayaz % 5y (e 5 Q’)) Ty (Qu ) % H31
62'21/, e 0 14 Qs aﬁo

(37) [ 2207 Qo P (Q 32 ( Q.\-)) + 00 9z (93 ) Qo @Z H32

el

stehenden Ausdriicke bedeuten. Diese sind aber die x, y, 2 Komponente des Vektors:
@., V1, + (0, V7,). Daraus folgt aber:

= { e bzw. die in den geschweiften Klammern der Gleichungen (30), (31), (32)

@ =l o e e = (7 @ + G TR
Ferner ist:

39) oo (2 @0)) == o (o) + - (o)

(40) — ;f; ( ; =1 29,)) 0 7 (o) + e‘ aaj" (c*e)

(41) o (2 @) = (P + & (B0

(42) Qo aa—x ?Z 33;:) so aai: + @ aa{: aax Z
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0 [es 040\ _ @s 8%po 90 0 g
(43) e bt e bty b
gy \e, 9y g Oy gy oy e,
0 0s 9P e azﬁo 0pe O @

(44) QOE(%a )=—:a_2+ 07’)_—3__‘:-‘
g 92 Qo 02 z 0z @,

Durch die Addition (33), (36), (37) erhalten wir unter Berticksichtigung von (40), (41), (42)

87, ! .
4s) & (V’ a_i) =—A(te) +— ((Veo, Vere) + s—oApo) + 0 (Vpo, '79_9)

— & ([7; ((ZO’ V;;:) + (;;:’ V;})O)))
Wir wollen noch 4 (¢?p,) explizit anschreiben (52 =Ny i= ? y) .
0

A ([2 Q:) == czd Q: + 2 (VC2’ VQ:) + Q: ACZ

(46)
= [(2)0 AQ: + cglAQ: + 2 (ch’ VQ:) + Q:ACZ'

Dann bekommen wir durch Einsetzen in (34)

o,

o, s
(47) 012 _CgoAQ: = 612)1A9: + 2(V62) V@;) + Q,\-A52_E‘A1§0

e (Vpo, Vg—") + e (7, @y, VT) + @, V?Io))

7 = 0 = s
- 2,8~ 55 {@. Veo) + @, Vo) + . (7, )}
In (47) ind (30), (31), (32) haben wir nunmehr das zu lésende System von Differential-
gleichungen vor uns. Es entspricht den Gleichungen (11) und (14) im homogenen Fall und
setzt die durch das Grundfeld dargestellten Stérungen in Evidenz.

3. DIE LOSUNG DES PROBLEMS MITTELS EINER
ITERATIONSMETHODE

Wir suchen von dem genannten System eine Lésung, die die Eigenschaft hat, daB sie
sich beim Ubergang zum homogenen ruhenden Medium auf eine ebene Schallwelle redu-
ziert, die in der Richtung «, f, y lauft. Dabei machen wir die Voraussetzung, daf sich die
turbulenten Stérungen in einer relativ kleinen Umgebung des Koordinatenursprungs ab-
spielen und in geringer Entfernung davon unmerklich werden.



14 Die Lésung des Problems mittels einer Interationsmethode

Zunichst schreiben wir die Gleichungen (30), (31), (33) so:

Ju, c? oo, o, 9 Py - >
s 08 s S WiCs, S eEy GRAE Vi— G, F
(48) Py 0o % 00 o + 93 o {(_7;.” vO) @0’ 7]:) }x
a v: i £2 3 Q: 9: 3 [2 Q: aﬁo V—> = V—>
(49) -5; B 0 ay 2o a-y + Q:‘: a}, { @: ’ 'Uo) (vO ’ v:) Iy
dw 2 dp o, 0c* o, 0p =
(SO) at: =_E;-a—;‘_'e—:?+.e_:" azo _l(?;:’ VUO)_G;OYVZJ)L'
4 9

Die Indizes #, y, 2 an den geschweiften Klammern bedeuten bzw. die x-, y-, 2-Komponente
des in der Klammer stehenden Vektorausdrucks.

Nun verwenden wir als Lésungsverfahren eine der PicARpschen sukzessiven Approxima-
tion dhnliche Iterationsmethode, wobei nicht eine Konstante als Anfangslésung verwendet
wird, sondern die schon genannte ebene Welle. Bei PicARD miissen erst eine ganze Anzahl
von Iterationsschritten getan werden, bis eine Wellenfunktion entsteht. Nehmen wir aber
schon die ungestérte Wellenfunktion als Ausgangslésung, so stellt uns bereits die darauf-
folgende Iteration eine brauchbare Losung dar, wenn nur die Stérglieder hinreichend klein
sind. Man vergleiche die Methode von SHELKUNOFF in [7] und ihre Anwendung in [8]. Da
wir uns nun nicht auf den Fall des zeitlichen stationiren Grundfeldes beschrinken, so konnen
wir uns auch nicht der komplexen Darstellung der Welle bedienen. Ferner kénnen wir die
Zeit, in der der Schall die Turbulenzzone durcheilt, nicht mehr als klein gegeniiber der-
jenigen ansehen, in der sich eine der in die Differentialgleichungen eingehenden GréBen
merklich dndert. In dem Anwendungsbeispiel werden wir dann aber die Schallstreuung an
einem stationidren Wirbel berechnen und kénnen uns in diesem Falle der komplexen Rech-
nung bedienen.

Wir nehmen also als Grundlésung fiir g, an:

(31) 0,0 = A cos w(t—m).
00

Dies wiire die von uns gesuchte Ldsung von (47), wenn die rechte Seite dieser Gleichung

gleich Null wire. Fiir « = 1, §# = 0, y = 0 kommt dabei eine in der x-Richtung laufende

ebene Welle heraus. Nun suchen wir fiir diese Ausgangslosung in p, die GréBBen #,, v, , w,,

d. h. die Komponenten der Teilchengeschwindigkeit. Diese stellen zusammen eine Lésung

dar, mit der wir in (47) eingehen. Mit g, aus (51) erhalten wir unter Beriicksichtigung von

[2 [2 + [2 (x: J’» Z, t) ( L_‘Z ‘2 ) ( Qo1 Q? )
2 L Loo 01 ~ [Zee. b 0713 1€ R 011 L L
(S ) Qo Qoo+901(x1}’: Z z) Qoo iy Qoo Qoo & (L9 T
und der Annahme
(53) g g

! Diese Annahme ist an sich nicht notwendig, wir kénnen auch einfach in g, 7 von der Grundldsung des
homogenen ruhenden Mediums ausgehen und die Stérungen erst eine Stufe spiiter beriicksichtigen.
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C:ojaetc d ( axr+pfy+yz
ST p=la ————| d¢
(54) u,, o5 o =
=ity cosw(,_M)
Qoo Coo
2 4 9 4
17}
(55) v,=—£°—°f L dt=—%_°Afﬂw sinw(t——””"ﬁ}”r”z)d,
4 Qoo oy Coo Coo oo
= ﬂooAcosw(t Eﬁ{i)
Qoo Coo
A £
]
(56) w, =—£9‘Lf i a,’t=_. “00 AI i ( °‘x+ﬁ}'+73)dt
i Qoo 9z Coo Coo
— Zﬁ’—o- A CcOS @ (t Mﬂ) 5
Qoo Coo

Wir kénnen zunichst so beginnen und das ¢}, dann bei der zweiten Niherung einfiihren.
Mit f = y = o werden v, = w, = 0. Wenn wir nun %, v,, w, und g, in die Wellen-
gleichung (47) einsetzen, so erhalten wir in dieser eine Quellenverteilung auf der rechten
Seite, tiber die wir in bekannter Weise integrieren, um die erste Niherung zu finden nach
der oben gegebenen nullten Niherung. Wir erhalten

e.=e.+ [[[ | 5 s7e) +20e.70)
(57) + (@, 4 — (2= 4p0) — (o0 (720, 7 %))
+ o0 (7, G, V3) + @,y V) — (52 @,3)
= 5 (@ Vo) + G, Vo) + 0,7, 50)]_ do.

]

Wenn wir nun mit o, , %, , v, , 2, indieGleichungen (48), (49), (50) eingehen, so bekommen
wir eine weitere Naherung fiir die Geschwindigkeiten der Teilchen:

¢
2 dg,, o, 9t g, 9p

(58) uy == %oz t o Bz & oz 1@ Vi) + (0, Vo)) 42
¢
52 ag:. Qs oct Qs a;’o <y Py =
(59) sl e Q—OT};—EW—{(W“ Vg + (@, V7,)}, d¢
¢
¢ o0, 0 92 o, 9p B T e
(60) e e o + 9_37;_9—3 T —{@:, Vo) + (2, Vﬂ,)}z dt.

Diese GroBen miissen einen Zeitfaktor ;> w# haben mit einem Faktor, der seinerseits noch

von ¢ abhingen kann.
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Mit «,, v,, w,, g, konnen wir nun wieder in Gleichung (47) eingehen, g, ermitteln,
0, #,, v, W, in (48), (49), (50) einsetzen und daraus #,, v, , w,, errechnen, in (47) ein-
setzen, g, ermitteln usf. Die Konvergenz des Verfahrens ist durch den PrcArRbschen Beweis
gegeben, solange wir nur dafiir sorgen, daf3 das Grundfeld endlich, samt 1. und 2. Ablei-
tungen stetig ist und die riumlichen Integrale geniigend stark konvergieren.

Damit haben wir die allgemeine Losung des Problems gegeben und wollen diese nun auf
ein spezielles Beispiel anwenden, in dem diese Konvergenzen gesichert sind.

4. DIE SCHALLSTREUUNG AN EINEM STATIONAREN
WIRBEL

Wir wollen uns nunmehr um ein Beispiel bemiihen, das mit einem zumutbaren Rechen-
aufwand durchfithrbar ist. Unsere Theorie umfaflt zwar die Schallstreuung an nichtstatio-
niren Strémungen, doch sehen wir z. B. aus (57), wie umfangreich diese Berechnungen
werden; in allgemeinen Fillen wiirde die Anwendung dieser Theorie maschinelle Rechen-
mittel erfordern. Mit allgemeinen diskutierbaren Formeln werden wir von Ausnahmefillen
abgesehen héchstens stationidre Verhiltnisse behandeln kénnen. Wir suchen uns einen
stationiren Wirbel, der so gewihlt ist, daB sich die dabei auftretenden Integrale ausrech-
nen lassen. Zunichst stellen wir eine Loésung der EvLerschen Gleichungen auf, die einen
Wirbel mit der Achse in der Z-Achse darstellt.

4.1 ANGABE EINES STATIONAREN GRUNDFELDES

Wir denken uns ein stationires Stromungsfeld, in dem nur eine Komponente z, der Ge-
schwindigkeit ¥ vorhanden ist, wo ¢ der Azimutwinkel in einem Kugelkoordinatensystem
ist. Also ist 7, = 0 und w; = 0. Schreiben wir in iblicher Weise die EuLERschen Gleichun-

gen zunichst in rechtwinkligen Koordinaten an, so bedeutet dies v, = o, 7?7 =10
00 a0 ou oy
©) “oe TG T ey TG, =0
0 0 2
(62) Q(u%—l—vb—}) -+ —a%=o
0 7} a
© S
op
(64) %5 = 0O

Fiihren wir in {iblicher Weise Polarkoordinaten R, #, ¢ ein,

(65) x = Rsind cosgp y= R siné sing z= R cos?,
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so sind die EuLERschen Gleichungen, die nur erste Ableitungen enthalten, leicht auf Kugel-
koordinaten umzurechnen. Es ist

(652) u = —v,sing, v = 7, COS @, w = O.

Wir verlangen von unserer Losung, da3 , nicht von ¢, sondern nur von § und R abhingen
soll. Dann folgt aus dem System (61)-(64) nach leichter Rechnung:

1
R

17
smﬁ—l—a—-—

(66) —z/ + Rsiné (015

57 cosz?)=o.

D.h. wir kdnnen ein p, das nur von R und & abhingt, vorgeben und daraus v, errechnen.
Wir nehmen an, daB p auch nicht von @ abhénge, dann wird 9239 = 0 und aus (66) wird

v __ R 0p
©7) sintd  g(R) OR

Da der Vorgang stationdr ist, mufl die Temperatur konstant sein, somit ist ¢ proportio-
nal p:

(68) %:KT=c0n5t=K*, 0= Plgx.

Also wird aus (67)

2

Vg o 815 * dlnp
(69) Sn'd K PR

Wir wollen nun eine Geschwindigkeit haben, die mit wachsendem R stark abnimmt, so
daB} in einer gewissen Entfernung vom Ursprung praktisch ruhende, homogene Atmo-
sphire vorhanden ist. Nehmen wir z. B.:

(70) — M sint R B = sin? z‘z‘K*R (nach (69)),
so wird
dlnp M Ry
(71) iR = xx Re -
und
(72) Inpg =—— f Re - (&) dR 4+ Inp,, (In p,, = Integrationskonstante)

1

=____R0 (R,) +1n]>°°

2

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1958 (Eckart) 3
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und

(73) p=teexp [~ 2 B E| = gm0

Fir R — oo wird p — p.
Dieser Wirbel ist, wie schon bemerkt, stationir. Damit kénnen wir g, auch in komplexer
Form schreiben. Mit exp [~ jw¢?] als Zeitfunktion wird

(74) e, = A exp [—jw (t— 70)]

Wir nechmen also eine in der + z-Richtung laufende einfallende Welle an. Wie wir die Re-
tardierung zu beriicksichtigen haben, werden wir spiter schen.

42 DIE SCHALLSTREUUNG AN DIESEM WIRBEL BEI EINFALL
EINER EBENEN WELLE IN DER ACHSENRICHTUNG

Wir miissen uns jetzt alle die in (57) vorkommenden Ausdriicke verschaffen. Wir be-
ginnen mit 4p,. Da p, nur von R abhingt, gilt bekanntlich:

(75) Ao = % (R 222}

Zunichst wird Vpy = 7 9%0[3 g, wo 7 einen Einheitsvektor in der Richtung des Radius R
bedeutet. Es wird also

(£ b, (&
(76) VPO = —;poo ]‘;i e (Ro)z exp I:_%j_'}i/(- Rgf (R,,)zJ
und
M A2 — (£N2
(77) APO P K* (R") exp[ '2—7(: z <R.,>] ‘3 ( + R2 ﬁl:

Wir ermitteln jetzt ¢2 (%, y, 2, 2).

Es ist nach (6) G R S
somit ist in unserem Falle
(79) Gy =0 und daher
(79) Vet=o und
(80) Al =o.

Da das Grundfeld stationar ist, ist auch

(81) %i"a —=J0Y
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Somit fallen in (57) gleich eine ganze Reihe von Gliedern heraus. Es wird dann:
0; C Lo R \2 M — (&2 .
(82) L dpy=AM cxp I.j7 z] [3—2 (To) i Rz] A

Wir benétigen jetzt g, (Vpo, V%’,—) ;

[
In dem skalaren Produkt in der letzteren Klammer hat [ p, nur eine Komponente in der

R-Richtung; wir brauchen also von V@, nur die R-Komponente zu ermitteln. Es ist
also 7 einfach als 7 /5% zu verstehen. Wir bekommen

Ve, 1 05
8 5y = — Vo —2 =T v
(83) il 0, P 2o

und nach einfacher Rechnung:

V e, AK*2 M _(Ry2 ‘
(84) ( E)r= T exp [;; R:e (&) ] exp []% R cos 19]
o —(£y2 .
x[chos d—MRe 5 Iexp[—]cut]
und also
IV { o K*4 ; M _ (RN
(83) Qo (9_:)7 - 7 exp [—jwt] exp I:%]F Rg e (Ro ]

. (B2
X exp l][ﬂ Rcosﬁ] [j%cosz?—zMRg (&%

Jetzt bilden wir das skalare Produkt g, 2 —g;— mit 7 p,. Es wird:
0

(86) 0y (17;)0, V(&)) = exp [—jwt] AM exp [j 2 R cos 19]
2, c
R\2 RA2
Re () {j—f:i cos O —2 MRe ®) }

Jetzt wenden wir uns den GroBen in (57) zu, die die Geschwindigkeiten 7, und v, enthalten.
Wir benétigen zunichst

o (v, [(@0, V7,) + (,, P7,)]) und sehen nach einfacher Rechnung, daf} dies verschwindet :
87) eV, [@, Vo) + (@, V7p)]) = o.

Ferner haben wir noch auszurechnen:

(G, Vo) + @, Vo) + 0,7, Bl
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Man erkennt sofort, daBB
(88) Q: (V: 30) = 9: le :50 =0,

die Stromung ist nimlich quellenfrei: Das skalare Produkt (7,, Ve,) muB auch identisch
verschwinden, denn 7, hat nur eine p-Komponente, Vg, hat nur eine z-Komponente; diese
beiden stehen aufeinander senkrecht. Daher also:

(89) (Zm VQ: = 0.

Es bleibt nur noch zu berechnen: — (@,, Vo), da g, nur von R abhingt und stationir ist,
wird

©) o @ Ve = |57 % Veo) =—jod (CXP |-t + ‘Z‘Z] 2 ve),

wo # einen Einheitsvektor in der z-Richtung bedeutet. g, hat bekanntlich nur eine R-Kom-
ponente. Also

(91) %@:» Vo) = —jwA exp [—jwt—l——;—:—Rcos 19]-cosz9

M _(R\2 T M 5 _(R\2
XPOOF(._Q‘RE o exp[—TFRoe R")].

Nun haben wir alle die GréBen formal ausgerechnet, die in (57) unter dem Integralzeichen
stehen, und miissen jetzt angeben, wie sich die zeitliche Retardierung darin ausdriickt.

Wir denken uns eine Distanz D, die sehr gro3 gegeniiber R, sei, also gegentiber der Zone,
die nennenswert streut. Eine Welle, die von einem Punkt R, 4, ¢ (x, ¥, 2) ausgehtund in der
Richtung a*, g%, ™ lduft, hat im Aufpunkt die Phase

(92) J= (D~(@*z + %y + v*2)).

Den allen Richtungen gemeinsamen Faktor exp [ 7 %D], der den Betrag 1 hat, lassen

wir dann aus unserem Integral weg und haben den Integranden dann nur mit

(93) exp [—j = @x+ iy + V"Z)]
zu multiplizieren.

Fithren wir im Richtungsraum a«*, 8%, ¥* Polarkoordinaten zur Achse z ein (* = 1):
g ¥ vg

X

(94) o* = sin 3% cosgp™
p* = sind* cos ¢~

p* = cos ¥, so wird mit (635) aus (93)

(95) exp [—j % R (sin 9™ cos @™ sin? cos ¢ +sin$* sin @™ sin @ sin ¢ + cos #* cos ﬁ)J ;
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Jetzt kénnen wir fir unseren Wirbel das Integral (57) explizit ausschreiben und erhalten
nach geeigneter Zusammenfassung:

(96)
I
o0 +n n
g:l=————f J' fexp[] R (cos?—(cos? cos P+ cos @ sind} cos ¢* sind X 4- sin@sind sin p* 51nz9x))]
R=0 g=-n 8=0
exp [— (%)2] 3R*sind ddde
0
I1

_ﬁpﬂf‘f f Iexp [j%]@(cosﬂ—(cosﬁ cosP* + cosg sind? cos p* sind X + singsind sin g sim‘}x))]

R=0 ¢g=-n =0

exp[ (Ro)](K* R,)R‘smﬂdﬁd(p

III

o0 + k3 )
—7 ﬁ:— TMJ‘ ‘f J‘cxp j%R(Cosﬁ—(cosﬁ cos®¥* 4 cos @ sind cos @* sind* + sin@sin & sing* sinﬁx))]
R=0 ¢g=wn #=0

exp|— (%)2] R cos? sind dd do

of .

2 MJ‘ j fexp j—?R(cosﬁ—(cosﬁcosﬂ*-{—cosqasinﬁcostp"sinﬁx—l-sinq)sim‘}sin(pxsinz?"))]

exp =2 (£)2] 2 MR sind dd do
L. Ry

[T o 4 7
pm AfMj J‘ J‘ exp [—j% R (cos?-(cos? cosP* 4 cosgsind cosp* sind X +-singsind sing > sinﬁx))]
R=0 ¢=-n #=0

— (BN R\?
exp [_ %%[; R2e (% ]exp [—(E) ] Rsind ddde.

Wir schreiben dies, indem wir die Integrale mit rémischen Ziffern durchnumerieren:

(96a) 0y = II + J‘u + JIII i J‘IV + J‘V'

Die Reihenfolge der Integration kann in allen Integralen beliebig angenommen werden:
Wir haben eine Integration {iber die Winkel 4, ¢ und tiber R. Das Winkelintegral kann be-
liebig in # und ¢ vertauscht werden, da in beiden Verinderlichen das Intervall endlich und
der Integrand stetig ist. Das Integral iiber die Winkel ist daher eine iiberall endliche und
stetige Funktion von R in 0 < R <00, denn R geht bei der Winkelintegration nur in der

Form exp [ ) % R -f (9, <p)] ein. Mit exp [— (%)2] R” multipliziert und iiber R integriert,
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resultiert ein absolut konvergentes Integral. Hitte man zuerst liber R integriert, so wire
der Integrand in &, ¢ Giberall endlich gewesen und es hitte auch dieses Integral absolut kon-
vergiert.

Wir studieren zunichst das Integral 1:

Wir betrachten zunichst den Exponenten: Es war

(o7) 7 —CZ— R (cos®—(cos? cos®* + sing sind sin g™ sind* - cos g sini cos ™ sind*))
= jk[z— R cos w],

wo o den Winkel zwischen der Richtung 7 vom Nullpunkt zum Punkt R und der Richtung
a*, B*, y* ist (vgl. [0] S. 157 ff. [10] S. 125/26).

Man transformiert im Richtungs- (Integrations-) Raum auf Polarkoordinaten um die
Achse a*, 8%, »*, und das Flichenelement der Einheitskugel bleibt in seinem formalen
Ausdruck erhalten:

(08) sind dd dp = sino dody.

Das Integral {iber die Winkel ¢, und 4 — w, y wird

+n Ed
(99) .f f exp [—/j£R (cosw—cosP)] sinw dw dy .

y=-n 0o=0

Wir miissen nun & noch durch die neuen Koordinaten um die Richtung 9, ¢* als Achse
ausdriicken: nach dem Seitencosinussatz der sphirischen Trigonometrie ist:

(100) cos? = cos#* cosw 4 sinP¥* sinw cosy.

Wir setzen dies in (99) ein und erhalten

(101) f f exp [74R ((cos#* —1) cosw + sin#* sinw cos )] sinw dw dy.

y=-n 0=0
Wir setzen:
(102) Rcos?* —1) = ¢
Rsind* =p und bekommen
ok 2 1
(103) J' I exp [74 (e sinw cosy + {cos )] sinw dw dy.
-z 0

Dieses Integral ist aber bekannt (NOETHER in [9] S. 157 ff.)

Es ist das Integral, das sich aus ebenen Wellen gleicher Amplitude in allen Richtungen
zusammensetzt, wobei nur reelle Richtungen auf der Einheitskugel in Frage kommen;
sein Wert ist

(104) /é—l/_zzn—ﬁ - sin (41 0+ 7).
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Nun ist aber

(105) ]/éztl:ff= RV 2 (1—cos¥#*).

Somit ist der Winkelanteil von I gegeben durch

47 : T e
(106) T sin (4R V2 (1 —cos #%).
Wir setzen

(107) £V 20 —cos ) = &'.

Dann wird aus dem Integral I der Ausdruck

[+

— 222 [ exp|- (%)EJ Rsin £ RdR.

(108) =D

Dies ist aber cine bekannte einseitige LApPLACE-transformierte, wie man sieht: mit

(109) RR=u wird es
(110) — 6:;;;1)/&[ P [_F u] sin&' Vudu
= GnAM Lllsm EVu ,R,I.

Dies ist nach [11] S. 24, [12] S. 50

(111) = __3,,‘/, ‘;MR?’ exp l (/é’R)2J II )

was von ¢ unabhingig ist und wo der EinfluBl von #* nach (107) im Exponenten auftritt.
Wir wenden uns jetzt dem Integral II zu:

(112)
co 24 B
‘fg{(%i'_je') f Jq J‘exp[j—';iR (cos?—(cosd cos* +cospsind cos@* sind* +singsind sing* sim?x))]

X exp [— (%)2] Risindditdep.

Es ist leicht aus dem vorigen Integral zu berechnen: Abgesehen von dem Faktor vor dem
Integralzeichen steht hier statt R R* unter dem Integralzeichen. Das Winkelintegral ist
dasselbe. Wir bekommen also:
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(113) S ———)Jexp[——!]&“’] RPsin ¥R dR.
(114) —W(F——}%)J‘exp[—%u]usink'lfﬁdu
0

wo L; wieder die einseitige LarLAGEtransformierte bedeute. Dies ist aber nach [11] S. 44,
1535, [12] I. Bd. S. 144, [12] II. Bd. S. 21, [13] S. 16/17

2m AM [ M 2 0 -
19 T ) s v v 2

_2whdAM (M 2 KRV RIEE 3 5
Bl (K* R;-;)exp[ TJ T -fu'

Wir wenden uns jetzt zundchst dem Integral I'V zu, das sich unter Berticksichtigung der
Konstanten aus IT direkt ermitteln 148t, wenn man R, durch %o/y/7 ersetzt:

I o =

Das Integral III muB fiir sich studiert werden: Der Exponent ist in der e-Funktion der-
selbe wie in den anderen Integralen; wir nennen ihn £ (9%, ¢*, 4, ¢); esist:

J.n exp []%Rf 3%, p*, 9, <p)] exp [— (%)2]R3 sindcosd dd do.
A . .

Zunichst transformieren wir wieder im Integrationsraum auf Polarkoordinaten um die
Achse #*, @* und erhalten unter Beriicksichtigung von (100), da ja nun cos @ auch als Fak-
tor auBerhalb des Exponenten vorkommt, folgendes

(118)

J,.m: —j% ﬁ*—j’? j[-” j" exp I]% R((cos#*—1) cosw+sind* sinw cost/))J exp [— (%)2]

R=0 ¢=-n 9=0

R? cos* cosw sinw dw dy

nexp .j—a—[ R ((cos#*—1) cos w 4 sind* sinw cosyp) | exp |— 28
Lol ¢ R,

R?sin®* sinw cosy sinw do dy.
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Dies wird mit (102), (103), (104) und £ = =

o0

__4nwAMc0519X = £2 3_8__ sinI/k292+k2C2
(119) Axo ot J exp [~ ()| 55 (—V——“ﬁezm) dR
0

47w AM sin 9% ¢ [__ £)2 g 0 sind292+k2§2
== D xp (Ro ]R VRS B Ge

Zunichst verschaffen wir uns die beiden partiellen Ableitungen: es ist

o sinVEe+BE = cos#R  sinkR
(120) WC‘ WTQE—I-TZCZ‘ = é(COS 9% — 1) ( VIR — VENS

a sin ]/kzgz 4- 22
121 = — —
( ) okp V,é292_|_k2c2

B (cos #R sin &' R )

FER T i RR

Damit wird aus dem Integral III:

X X = X
oy s e e e T, f coskkexp[ (% )]R2dR

M 4nwAMkcosﬂ>;lgc2);z9x+sin19x——1)J" sin 3R exp[ (R) ] RAR.
0
Wir studieren jetzt die beiden Integrale fiir sich:
(123) ["3 exp [— (%)2] REcos #RAR = (mit R? = )
0
= %fex [—El; u] Vucosk'Vudu= -;—LI{]/;cos EVou; 7?‘—3: :
0

wo L; das iibliche Symbol der LapLACEtransformierten bedeute. ([11], [12], [13])-
Dies ist aber gleich:

# d =it
(124) % LI'” = Vu ] } == —a}- "—13: 4 4:l:=_1_._
i) ]2
Ferner wird:
(125) I exp [— (g—)z] Rsin #RdR = % I; lsin £ ]/z?; %I
0 [
0
_ Va R FiR2
= B rep [- 58]

Minchen Ak. Abh, math.-nat. 1958 (Eckart) 4
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Somit wird aus dem Integral III:

x % A S
(126) J‘ _ 47w AM cos §* (cos & +sind 1)
111

k2 R} J
DV 2(1—cos %)

xpl—
3 R} ’ —_——— s
- ﬁl—% (7—/%21?8) i % V2 (1 —cos %) %I

Es bleibt jetzt nur noch das Integral V auszuwerten. Fiihren wir hier, wie etwa in II, die
Winkelintegration aus, so bleibt:

(127) 4”;,60]?:’;1” fexp [—%?M— P o _<Ro ]exp[ ( ) Istm EFRAR.
0

Wir beachten dabei, dafl in o < R < o0 exp[ S R2 exp [ (11‘50)2]] nur zwischen

M
exp [——i— ]‘(* Ro] und 1 variiert, was bei geniigend klemem - K nicht sehr viel ist. Wir

erhalten also:

(128) .[V = 4”;,“}?:’;1” j 2 [_ 2]— - exp [— (n+41) (%)2] R*sin ¥ RAR.

n=0

Die Reihe konvergiert als Potenzreihe absolut und gleichmaBig, wir kénnen sie gliedweise
integrieren: (R? = )

2 e
(129) ‘f nz,a}?ng J Z [—2—';,—] exp l (n+1) ( ) I Vusink Yudu
n=0

(1]

M e = S
=],i’%__ 2 (3 4* K* Rz) ol {]/usm,é’ Vu; n]-;-%‘}.

n=0

L {y/u sin #' |/ u} entnehmen wir [16] S. 154 Formel (35):

(50 N7 {]/z? sin' Ju; s} = ]/gs—?__jl/;g'i‘%( Fye Fles 1 f(j g)

wo nach [16] S. 387 die Definition gilt:

X

(131) Ve e 1/2‘—” I e dr.

Wir haben in (130) s = (#+ ‘)/Ro zu setzen und nennen diese L-Transformierte dann einfach
L, (#, Ry). Dann wird das fv

L it
(132) J’lv = AV 2(i—cos0%) ke 2 —— L (&, Ry,
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wo B = k)Y 20—cosdX).

2 g i 3 M . : : .
Fiir relativ kleine &, und kleine —=- wird diese Reihe rasch konvergieren.

Damit haben wir alle finf Integrale ohne Integralzeichen durch bekannte Funktionen
ausgedriickt. Die numerische Auswertung, die erhebliche Arbeit verursachen wiirde, wollen
wir unterlassen.

Das Problem der Streuung des Wirbels ist damit geldst.
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