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EINLEITUNG.

Die Theorie der Bewegung derjenigen Körper des Sonnensystems, deren mittlere Be
wegung sehr nahe in einem niedrigzahligen Verhältnis zu der des großen Planeten Jupiter 
als hauptsächlich störendem Körper steht, hat seit der Entdeckung des typischsten Ver
treters, des Planeten 108 Hecuba im Jahre 186g, bei der Schwierigkeit der mathematischen 
Behandlung des Problems bis heute eine fast ununterbrochene Anregung zur Untersuchung 
dieser und analoger für die Mechanik des Himmels so wertvoller Spezialfälle des Drei
körperproblems geboten. Grade der Plecubafall hat die bedeutendsten Theoretiker der 
Neuzeit, Gylden und Poincare, zu ihren wertvollsten Untersuchungen angeregt und 
insbesondere die Frage nach den strengen Lösungen des Problems wachgerufen ; durch die 
Arbeiten Poincares über die Fälle der niedrigzahligen Kommensurabilitäten ist durch 
die Auffindung der periodischen Lösungen eine ganz neue Epoche der Mechanik des Him
mels heraufgeführt worden. Eine Reihe wertvollster strenger Ergebnisse, von der Theorie 
der periodischen Lösungen ausgehend, ist von den Schülern Poincares erzielt worden, 
insbesondere von Simonin in seiner Untersuchung ,,Sur l’orbite d’Hecube“ (Annales de 
l’Observatoire de Nice, Bd. 6), worauf ich sogleich noch aiÄführlich zurückkommen muß.

Praktisch bietet grade das Sonnensystem eine mannigfache Zahl und Gelegenheit zur 
Behandlung besonders schwieriger Bewegungsvorgänge, sowohl bei den großen Planeten 
wie bei den Planetoiden und den Satelliten der großen Planeten, weil eine überraschend 
große Zahl nahezu kommensurabler Bewegungen vorhanden ist, bis zu dem neuen großen 
Planeten Pluto in Beziehung zu Uranus und Neptun, worauf ich als einen besonders inter
essanten, zugleich aber sehr schwierigen Fall einer sogar dreifachen Kommensurabilität 
in den Astr. Nachr., Bd. 240 (1930) in den „Bemerkungen über den transneptunischen 
Planeten Pluto“ aufmerksam gemacht habe. Denn in diesem Falle verhalten sich die mitt
leren Bewegungen sehr nahe wie 1: x/2: Va- Unter den Planetoiden ist neuerdings als nun
mehr typischster Vertreter der Hecubagruppe mit dem Verhältnis 2:1 der mittleren Be
wegung zu der des Jupiter der Planet 1101 „Clematis entdeckt worden, dessen oskulierende 
mittlere Bewegung n = 602 "2, so daß die kritische Differenz der mittleren Bewegungen 
n — 2n' = + 3 "9 beträgt, während bei Hecuba die entsprechende Größe den Betrag von 
-f- 19'/o erreicht. Dazwischen liegt eine große Zahl kritischer Planeten, ebenso wie nach 
der negativen Seite hin.

Gegenüber den früheren meist komplizierten Untersuchungen nach Gyldens Methoden 
z. B. durch Harzer in seiner berühmten Abhandlung „Über einen speziellen Fall des Pro
blems der drei Körper“ aus dem Jahre 1886 in den „Memoires de l’Academie imperiale de 
St. Petersbourg“ hat in neuerer Zeit Simonin in dem 6. Bande der „Annales de Nice“ 
(s. oben) im Anschluß an Poincares Theorie der periodischen Lösungen eine periodische 
Bahn als Generatrix angegeben und die Variation dieser Bahn auch mit den Beobachtungen 
verglichen, wobei die Differenzen zwischen Beobachtung und Theorie während des Ver
gleichszeitraums von 1869—94 sich auf ± 4' belaufen. Ich habe aber schon früher in 
meiner Schrift in den Astr. Nachr. Bd. 195, Nr. 4676 „Über die praktische Verwendung
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der Poincareschen periodischen Bahnen im Sonnensystem“ auf einen theoretischen Mangel 
der S i m ο n i n sehen Methode hingewiesen; es wurde nämlich die Jupitersexzentrizität nicht 
gleichzeitig mit der des Planeten trotz der störungstheoretischen Gleichwertigkeit beider in 
allen Typen, bei denen das Verhältnis der mittleren Bewegungen nahe gleich (z + l):i ist, 
in der Störungsfunktion der Generatrix berücksichtigt, sondern erst in der Variation der
selben. Da bei diesen Typen die kritischen Glieder der Störungsfunktion in den Exzentri
zitäten e wie e' linear sind, wird deshalb nach Simonins Verfahren besonders die Längen
störung aus einer Generatrix gewonnen, die von vorneweg um ein gleichberechtigtes Glied 
in e' reduziert ist, so daß die Substitution der aus der Generatrix erlangten Längenstörung 
in die Variationsgleichungen zu einer theoretisch wie praktisch-numerisch nicht einwand
freien Lösung führen kann. Simonin war zu seinem Verfahren gezwungen, weil bei e 
=|= o die von ihm als Generatrix gewählte periodische Ausgangslösung einer rotierenden 
Ellipse mit Jupiter und dem Planeten im Perihel, sobald die Körper in Konjunktion sind, 
nicht mehr existiert; bei einer bei e' ψ o angenommenen generierenden Ellipse mit fest- 
liegendem Perihel beider Planeten ist andererseits beim Hecubatyp die zugehörige Ex
zentrizität der periodischen Bahn nahezu 0.9, was wiederum für die Praxis unbrauchbar 
ist. Daraus folgt also, daß im Falle des Hecubatyps praktisch eine strengperiodische Lö
sung als Generatrix der Variation prinzipiell und strenge nicht anwendbar ist. Deshalb 
habe ich schon damals in meiner oben zitierten Arbeit einen Weg angedeutet, der die 
Kalamität bei der Simon insichen Lösung vermeidet. Auch vom Standpunkt der Praxis 
dürfte es nunmehr geboten sein, diesen Weg zu beschreiten, zumal nachdem der zur Zeit 
am stärksten kritische Planet 1101 Clematis entdeckt worden ist; auch mit Rücksicht auf 
die Spezialfälle des Hecubaproblems, zu dem seit einigen Jahren auf der Münchener 
Sternwarte (s. die Jahresberichte der Münchener Sternwarte in der Vierteljahrsschrift 
der Astron. Gesellschaft seit 1926) umfangreiche systematische numerische Quadraturen 
ausgeführt worden sind, ist zur nunmehrigen theoretischen Diskussion der Ergebnisse 
der neue Weg mit der unten folgenden Theorie einzuschlagen.

Der Verzicht auf eine periodische Lösung als Generatrix erscheint beim Hecubatypus 
geboten, und Poincare selbst hat in einer damals 1907 mit mir wegen der S i m ο η i n sehen 
Lösung geführten Korrespondenz eine Erweiterung der Lösung aus den obengenannten 
prinzipiellen Gründen anerkannt, und zwar in der folgenden Richtung, die ich in meiner 
obengenannten Arbeit über periodische Lösungen auf S. 386 angegeben habe.

Berücksichtigt man in der Störungsfunktion im Falle derjenigen Planeten, deren mittlere 
Bewegungen sich zu der des Jupiter allgemein nahe wie zwei aufeinanderfolgende Zahlen 
(i 1 yj verhalten, neben den Säkulargliedern nur die aus dieser genäherten Kommen- 
surabilität entspringenden kritischen Glieder mit den Argumenten

|ζ = il— (i + l) /' + ω |
|ζ' = il— (z + l) /' + ω' j

wo l, /' die mittleren, ω und ω' die Perihellängen, und nach deren linear kombinierten 
Vielfachen A = αζ + βζ' (xn · ß = O ± 1, ± 2 . - .) die Störungsfunktion, wie aus ihren 
allgemeinen Eigenschaften leicht zu ersehen ist (s. unten) fortschreitet, so wird, wenn 
noch Ω0 den allgemeinen von vorneweg mitberücksichtigten Säkularteil bezeichnet.



(2) Ω = Ω0 + Σαιβ Cla ß cos («ζ + βζ'),

wo Ω0 und Ωα-/, bekannte Funktionen der großen Halbachsen a und d sowie der Ex
zentrizitäten e und e des gestörten resp. störenden Körpers sind. Simonin gibt nun 
in seiner Generatrix, also bei e = o, also bei Nichtvorkommen von ζ' in Ω dem kritischen 
Längengliede nach dem Vorgänge von Dclaunay die Form: ζ = ζ0 + 2 Za sin αζ0,
wo ζο d- Ή t und Sq und z·^ Konstanten und t die Zeit fixieren. Nimmt man aber
d =t= o an, so daß neben dem Argument ζ auch ζ' und die linearen Verbindungen von ζ 
und ζ zum Vorschein kommen, so gebe ich der entsprechend erweiterten Lösung die 
auf 2 Argumente erweiterte Form:

(3)

und zo und z'0 2 Integrationskonstanten, dagegen zt und z[ und die Koeffizienten Z„i/} 
n ‘ Z'a,ß zu ermittelnde Unbekannte sind.

Analog lauten die Lösungen der Differentialgleichungen für die halbe große Achse a 
und die Exzentrizität e·.

(5)

wo a0 und e0 zwei weitere Integrationskonstanten und der Faktor 2, wie auch schon oben, 
hinzugefügt worden ist, um mit Rücksicht auf die späteren Produktionsbildungen von 
Fourierreihen einen Faktor % zu vermeiden. Poincare vertrat in der genannten Korre
spondenz mit mir die Auffassung, daß die von mir vorgeschlagene Methode, die einem 
erweiterten Delaunay - Verfahren entspricht, eine umfangreiche Arbeit verursachen würde. 
Das war und ist auch meine Ansicht, aber gegenüber der oben formulierten prinzipiellen 
Forderung nach einer gleichwertigen Behandlung der Exzentrizitäten e und e' ist eine Er
weiterung des Formelsystems nicht zu vermeiden; zugleich ist aber der Versuch einer Über
tragung allgemeiner Delaunay-Reihen von der Mondtheorie auf das Planetensystem 
von theoretischer wie praktischer Bedeutung, zumal nunmehr seit der Simoninschen Be
arbeitung eine große Zahl neuer nahezu kommensurabler Planeten vom Hecubatypus ent
deckt worden ist.



§ 1. Die Differentialgleichungen und die Entwicklung der Störungsfunktion.

Die Behandlung des Problems soll in 2 Teile zerlegt werden, insofern zuerst das ebene 
Problem also unter Vernachlässigung der gegenseitigen Neigungen der Bahnebenen von 
gestörtem und ungestörtem Körper, untersucht werden soll. Die Berücksichtigung der 
Neigungen soll unabhängig nach einer Methode erfolgen, die ich m den Sitzungsberic e 
der Preiß Akademie der Wissenschaften, Berlin 1905, S. 1062 u. f. m der Schrift „Zur 
£„d,e™g «,L« Problems Cor Säkular«,öruogen" und fornor in den As.rom Nachr. . .9», 
Bd 188 Nr. 449 J in der Schrift „Über die langperiodischen Veränderungen der Bah - 
form und Bahnlage der kritischen Planeten“ auseinandergesetzt habe.

Die Basis für die Entwicklungen des Problems nach Delaunay-Reihen so 
Differentialgleichungen der Variation der Konstanten bilden, bezogen auf die große Halb- 
acie T dt Exzentlität ,, die mittlere Länge der Epoche ε und die Penhellange co für 

Hecuba, während die entsprechenden Elemente für den Jupiter gestrichelt sind; dann 

bekanntlich im ebenen Problem:

(6) ■

da 2 8 Ω dz 2
dt na 9 ε’ dt na

de Vi- _ VT-
dt na2 · e 9 ω

) Ω Vi—e*
-V: -629Ω

de

.Vi — e* 9Ω dZ5 __ K1—'g3 . 5Ω 
0T’ dt — ncP-e de

Ich habe diese Gleichungen als Ausgangsform der Losung gewählt, ^ el1 /Fe ^J^Annales 
Entwicklung; der Störungsfunktion Ω von Le Verrier fertig entwickelt m den Annales
de rObservatolre de Pari«" vorlieg,. Die S,6m=g«fu„k,io„ Ω besteh,gor äaentr" 
säkularen und kritischen Gliedern,, und zwar bis zu den Gliedern 4· Grades der Lxzen 
zitäten einschließlich, damit die rechten Seiten der Differentialgleichungen vollständig - 
heitlich bis zum 2. Grade der Exzentrizitäten einschließlich entwickelt werden k .
Unter Benutzung der Le Verrierschen Darstellung im 10. Bande der „Annales de 
servatoire de Paris“ ergibt sich dann die folgende Entwicklung der Storungsfunk 10η.

(7) n = iW[A0 + A1(,s+S'2)-F^cosC+A3/cos2C + A4/cosC-A5,/cos(i:+C)

+ Fg ee' cos (ζ-ζ') + F,e'* cos 2 ζ' + Α8.3οο5ζ + F9eP cosC + Fi0e*<? cosC 

+ F1X ez cos C + A12cos (2ζ - C) + Fia ee'* cos (ζ - 2ζ') + Fu es cos 3ζ 

-j- FVo e* e cos (2 ζ + ζ') + A16 ee* cos (ζ + 2 ζ') + FX1 elS cos 3 ζ + F1S e +F™e e 

+ A20 * 4 cos (ζ - C) + Fn ee'·3 cos (ζ - C) + Fnt S3 cos (2 ζ - 2 ζ') + A23 / cos 2 ζ 

+ F2i e* e 2 cos 2 ζ + Fib ez e cos (ζ + C) + A26 e P cos (ζ + ζ ) + e e cos 2ζ 

+ cos (3 ζ-ζ') + ^ cos (ζ-3 O + FV4 cos 4ζ + F^ i cos (3ζ + O

+ v32 /2 cos (2 ζ+2ζ') + A33«P COS (ζ + 3ζ')]



unter Weglassung der in /4 multiplizierten Glieder, weil sie bei der festgesetzten Be
schränkung der rechten Seiten der Differentialgleichungen bei der Differentiation von Ω 
fortfallen, ebenso wie F'u und Fxl. Die nur von den großen Halbachsen abhängigen 
Koeffizienten Fi haben die folgende Bedeutung, wobei die A\ die Laplaceschen Tran
szendenten sind:

(8) Fo=~a°, F1 = ^(A°1+A°2), F2 = ~(4A\ + AD

Fa =1(22 A^ + yAl + At), Fi=12i[3A1 + A11-4^j 

F6 = — (42 Π3 + 14H3 + 2 Af), Fe=-(A1—A\ — Al)

Pi =^(igA27Al + At), jff8 = l (14^2 + 2.ζΑΐ — 6A\— 3 Al

^9 = 1(64H2 + 6H2 — 16H2-— 6Hg) und bei analoger Form

\\

<

fl(—12H1 + 4
+ 14 + 6 + 8^)

^11 = fl|---  I4H1 -f- 2 _J_ g -j- 3 + 12^)

Pi2 = ^ 52-5 A3 — 9-5 +7 +3 )

F13 = ^(o-A°~5 -8 -3 )

^14 = ^ (— 134 — 46.5 —IO —1 )

-Fi5 = |-(+ 412.5 H5+ 145.5 +31 +3 )

Ριβ = ^(—4ΐ6Α*—ιζι —32 —3 )

Pli = g ( + 136 AS + 52 + 11 +1 ), Fx8 = -~r (A3 +A°)

P19 — g" (A\ + 7 A2 F 12 Hg+ 6 Al)

P20 — " 'g"(2^2 + 9-^ß + 6A\)

P21 = 1 (Hi — 1 —n —15 —6 )

P22 — Yq (^0 1 + 1 + 4 + 2 )
München Ak. Abh. 1935 (Wllkens) 2



Hi

I

!f

ΙΟ

F23 —
1

Tö
(—198 a/3^4— 70 V 3 + 8 + 16 +4

Fa —
1

7ö (— 1408 A*·—390 + 42 + 60 + 12 )

•^25 —
1
16

(+ 462 yd® + I38 --54 --54 — 12 )

-^26 =
1

16
(1074 v43 + 270 —-78 --66 -— 12 )

F^ =
1

16
(— 304 A2 — 60 + 84 + 60 + 12 )

F2S —
1

16
(+ 570 A5 + 168 V3 — 2 — 18 — 4

F29 —
1

"Ϊ6
|+ 47 V3 F1 4V3 -38 — 22 ·—4

Fso ~
1

76
„(+257o^ + 932 
\ 3 3

+ 80 + 13
+ 1 '

-42 V3α'3

^31= ^6 (—3640 ν47 —

^82 = 76 (+ 5757^

3992 
3

2131

_ 4534 
3

— 340 — 54 

+ 54ΐ + 84

— 382 —58

-4 )

+ 6 )

—4

Daß die kritischen Argumente der trigonometrischen Funktionen nur aus den Summen 
der Vielfachen von ζ = / — 2 V + ω und ζ' = l — 2_/' + ω' bestehen, folgt daraus, 
daß das Argument in Abhängigkeit von /, Γ, ω und ω' allgemein von der Form ist: 
A —a.(l — 2 Γ) + ζ'ω + i' ω', wo i und i' = o, ±1, ±2, · ■ » so daß gemäß den
Eigenschaften der Störungsfunktion in bezug auf die Koeffizienten der l, Γ ω, und ω' 
sein muß: — α + i + i' = O, also i’ = oc — 2. Da nun identisch auch A = α (/— 2 /') 
+ «ω — «ώ + *ω + ϊ ω' = αζ — (α — *) ω + *' ω' oder bei Substitution von α — *=*':

= κζ — ?·' (<ö —ω '). Da andererseits nun nach den Definitionen (1) ω ■ ■ ω' — ζ ' ζ > 80 
wird schließlich Α = «ζ + βζ', q. e. d. Die Säkularglieder, die alle das Argument A = 
k (ω — ω') haben, wo k = O, 1, 2, — — —, haben also die spezielle Form As = k (ζ ζ')> 

d. h. es ist ß = ■—■ α.
Was nun die Lösung der Differentialgleichungen (6) durch die Reihen der Form (3) und 

(5) betrifft, so ist prinzipiell zu bemerken, daß diese Reihen keine absolut, sondern nur 
halbkonvergente Reihen sind, wie die meisten Reihen der Störungstheorie, gemäß den 
Beweisen Poincares; aber sie sind wie alle sonstigen Reihen dieser Art praktisch von 
hoher, weil zeitlich weitreichender Genauigkeit, wie die astronomische Praxis bisher aus 
dem Vergleich zwischen Theorie und Praxis hat schließen können. . . . Erst für ganz große 
Zeiträume wäre das Restglied zu berechnen, was ich mir Vorbehalte. Eine etwas vermehrte



Arbeit konnte mich nicht davon abhalten, die grundsätzlich wertvolle und nützliche Me
thode der Delaunay -Reihen der Anwendung zuzuführen. Auch Charlier teilt im 
2. Bande seiner Mechanik des Himmels meine Auffassung, daß die Delaunay-Methode 
sich besonders in ihrer Übertragung auf die kommensurablen Bewegungen im Planeten
system als sehr tauglich erweisen werde (dort S. 437).

§ 2. Die Entwicklung der Ableitungen der Störungsfunktion 
und zugehöriger Funktionen nach Delaunay-Reihen.

Die Bestimmung der Koeffizienten Aaß, Eaß, Zaß und Z'^ sowie der Zeitfaktoren z1 

und z[ in ζ0 und ζ'0 beruht auf dem Vergleich der Koeffizienten von (α ζ0 + ß ζό) sowie

der konstanten Teile auf beiden Seiten der Differentialgleichungen (6). Zu dem Zwecke 
sind zunächst die aus (6) folgenden Differentialgleichungen für ζ und ζ' zu bilden. Aus den 
Definitionen (1) folgt für den Hecubatypus, den wir von nun ab allein behandeln wollen, 
mit Rücksicht darauf, daß / = ε + J n dt:

(9)

d'C _ dl , , d ω de
dt dt 2" + dt dt

dZ _ dl . dz
dt dt

■2 n
dt

+ n — 2 n -\-

+ n ■— 2 n

d<x>
dt

Zuerst wäre dann die mittlere Bewegung n in eine Delaunay-Reihe nach ζ0 und ζ' zu 
entwickeln. Grundsätzlich werde vorausgeschickt, daß in den Reihen (3) und (5) wie in 
allen analogen Reihen die Indices cc und ß so gewählt sein sollen, daß stets α = o oder -j- 1,
+ 2, +3,------------- ist, während ß = o oder db 1, zb 2,------------sein soll, wobei, wenn
α = o, alsdann ß nur positiv sein soll, so daß also nur A01, niemals aber A0_1 auftreten 
kann, was bei den Rechnungen bequemer ist, als α und ß jede beliebige Zahl zwischen— 00 
und + 00 zu erteilen. Zur Beschränkung, die analytisch wie numerisch von vorneweg ge
boten erscheint, um die Untersuchung so ökonomisch als nur möglich zu gestalten, mögen 
die Indices α und ß nur bis zu der Absolutzahl 3 laufen, schon dann bestehen die Α, E usw. 
aus je 12 Gliedern, wenn der Index 3 nur in einer einzigen Verbindung benutzt wird, 
nämlich in A30, E30 usw.

Da nach (3) aa — a (1 + A) ist, wo Α = Σ 2 Axß cos (αζ0 -j~ βζά), so wird die mittlere 
Bewegung des Planetoiden mit der Masse ο : n = k · d~’u, wo k2 die Gaußsche Kon
stante, bei Entwicklung nach A bis zur 2. Potenz:

(10) n = n0 j\ - —Σ 2 Aaß cos (<χζ0 ■+ βζά) + ^ (Σ 2 Ηαβ cos (κζυ + βζά))" + ’ · · j .

wo η0 — k · α0~ ι\ Bei der Ausführung von Α 2 als Fourierreihe nach ζ0 und ζά werden 
die Quadrate von Axß nur bis zu den Indices dz 1 berücksichtigt, bei den gemischten Pro
dukten Aap · AyS werden nur noch die Produkte mitgenommen, bei denen nur bei einem 
Faktor die Indices 2 Vorkommen, sonst werden sie vernachlässigt, vorbehaltlich ihrer even-
2*
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tuellen Berücksichtigung nach der numerischen Feststellung ihrer Beträge. Generell 
werden die Koeffizienten Aß> E^, Zaß und als klein von der ersten Ordnung, und 
zwar von derselben Größenordnung wie die Exzentrizitäten e resp. entsprechend den 
Ergebnissen Tisserands betrachtet, unter der Annahme einer höheren Ordnung für die 
Koeffizienten mit höherem Index, entsprechend der Annahme einer Konvergenz der Ent
wicklungen. Die Doppelfourierreihe (10) für τι lautet dann entsprechend.

(11) n = »„(i + Αο + Σ2 A;rlxßcos(aCo + βζό), wobei N00 = ^-(Ao + A1+A1A—1)

2JV10 = ■—3 AXo + -~(AX0A 30 + AXXA 01 + Ai A x + A 1—i A 2_x + A01A—i)

2 N20 = —■ 3 Ao + Ao + Ai A—ι + Ai Ai + Ai A—i|

2Ao = — 3 Ao + (Ao Ao + Ai A—ι + A—ι Z21)

2 A.i = — 3 Axx -|—— (A10 A01 -j- A10 A2i ~l· A 11A22~l· Ao ^ x_x + Aa A01 + A1—i As) 

2 iVjg = — 3 A12 H—“■ (A10 A22 Έ A^o A 02 ~h A1X AqX -fi A x—1Z 21)

2 yV01 = — 3 A01 + γ (Ao Ai + A10 A-i + Ai Aa + Ai Λ2 + A—1 A-s)

2 A-i = — 3 A-i + ™ (Ao Ai + Ao A-i + Ai Ao + Ai Aa + Ai A-2+A-1 A-s) 

2 A—2 = — 3 A—2 + "■ (Ao Aa + Ao A—2 + Ai A—1 + Ai A—1)

2 Ai = ■—■ 3 Ai + (Ao Ai + Ao Ai + Aa A—1 + Ai A2)

2 Aa = —3 As + 1 Ao Aa + 2 -^11 + Ai Aij
2 As = — 3 Aa + -1"5- (Ao Aa + Ao A-2 + Ai A-i + - Ai)

2IV2_x = --- 3 A__1 + 2~ (Ao A—1 + Al A—2 + Ao Al + Al A—2)

2 A—2 —--- 3 A—2 + | Ao A—2 + Al A—1 + — A—1 j

2 A3 — (Ai A—2 + Aa A—1 + Ai Aa)

-2 Ai= (Ao Ai + Ai Ao + A—1As)

2A—1 — — (Ao A—1 + Ai 2 + Ao A—1)



2 N. 15
82 ' (Ao A22 + An Ai)

2 Nt 153—2 — 2 (Ao A—2 + A—1 A2—1)

2 — - (An Aq2 + Αχ 2 A01 + A2 2 A—1)

2 -A—8 — 2 (Al A—2 4" Al A—2 4" A—1 A02)

2 N, 15
23 (Ai Aa 4- Ai A2)

2 Ά—3 — _ (A—1A—2 4" ^4qi As)

2 Ά3 — ^ Ai As

2Ns_, = ^a1_1 A

Da %0 als von der 1, Ordnung zu betrachten ist, indem in runder Rechnung = 
600'.' sin 1" = 3 m\ da ?«' = io—3 = Masse des Jupiter, so ist deshalb n nach (11) bis zur 
3. Ordnung entwickelt. Da in den Ableitungen der Störungsfunktion ni als Faktor auf- 
tritt, und andererseits der Faktor von m' in Ω bis zum 2. Grade in e, e', Αα$, usw. 
entwickelt wird, so schreiten die Entwicklungen der rechten Seiten der Differentialgleichun
gen (6) bis zur 3. Ordnung fort.

dz
Gemäß (9) ist dann weiter — auf Grund der Definition in (6) zu entwickeln. Wird im

2. Gliede rechter Hand der Koeffizient - (1 —· j/" 1—g2) nach Potenzen von e entwickelt, so

daß — (1 — ]/1 — s2) = --<? + <?8+ ..., so genügt wegen des Faktors -5—, wenn auch Ω im
o öe

1
e ' ' ' 2

Falle des Hecubatypus in Bezug auf e schon mit der 1. Potenz beginnt, und die Glieder

3. Grades rechter Hand von ausgeschlossen werden, die Mitnahme des 1. Gliedes —e.
at 2

Da auch der Faktor J/" 1—g2 desselben 2. Gliedes rechter Hand bei Potenzentwicklung und
Berücksichtigung des niedrigsten Gliedes in e* zu Gliedern 3. Grades führen würde, deshalb
also gleich 1 gesetzt werden darf, so lautet folglich die abgekürzte Differentialgleichung:

(12) 2 3 Ω 1 e 9 Ω 
na da 2 na* de'

Die Faktoren — und » werden, da n = ka bei Entwicklung nach A : 
na naΛ &

(13) 1 __ 1
na no ao A~sA2 + und -dl-1-

0 «0 \ 2na“ n<x

wo für A und A.2 die entsprechenden Reihen zu substituieren sind.

2A+8A +



g Ζ7·
Schließlich sind die Koeffizienten F- und ihre Ableitungen ^ - F[, sowie die analogen 

2 und 3 Ableitungen derselben Funktionen in Taylorreihen nach A und dadurch m
Fourierreihen nach C, und Ci zu entwickeln, weil sie alle von « -d, (>
und zwar mit Rücksicht auf die an gestrebte Genauigkeit bis zum 3, Grade vo ,

weiter unten mit Rücksicht auf — ersichtlich wird. Es wird also allgemein:

(14)
(„) + 1) . . 1 +2) _2 , 1 zriTt3) „3 A'i-K<") = Λ + Ffö * · *b ^ + f Fp 4 Λ

1 i i z <-
T?Y Ϊ * /f3_L. b (α0) aQ Λ -+- . .

wo wieder für A2 usw. die bekannten Reihen zu substituieren sind.

Ferner treten auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen auch die Funktionen

E2, Ez, A E und deren allgemeine Produkte mit Cg°* (αζ0 + βζό) auf> 80 daß zunachst noch 

die' letztgenannten Funktionen allein in Fourierreihen nach ζ0 und ζό zu entwickeln sind 
nachdem sie zuerst in Taylorreihen nach Z und Z' entwickelt worden sind und auch 
hier bis zum 3. Grade der Z und Z'. So sind von den allgemeinen Funktionen der mrm

AhEiZk Z'iCOS(aCο + βζό), wobei aber immer nur ein Produkt höchstens 3. Grades zu 

entwickeln ist" die nicht geringe Anzahl von 102 Koeffizienten darzustellen.

Zuerst ergibt sich für die Ableitung J die folgende Reihe, wobei nach der Potenz

entwicklung zur Vereinfachung des Druckes stets F? statt F^ gesetzt worden ist:

de.
(15) dt

= ε00 + Σ2 εα^ cos (αζ0 + βζό),
wobei die Koeffizienten =„» in folgender Weise ans der Ursprungsform von g, entwickelt 

nach den A.„ E.„ Z„» und hervorgehen; diese Ausgangsform lautet, unter Em-

führung der sogleich zu definierenden Koeffizienten (1), (2) usv..

g- d*L = ZZ2J^ [(1) + (2) + (3) + (4) A + (5) E + (6) cos ζ0 + (?) A cos ζ0 
^10j dt «0 «0 LV

+ (8) E cos ζ0 + (9) Z sin ζ0 + (io) cos 2 ζ0 + (li) A cos 2ζ0 + (12) cosζ„

+ (i3; Z' sin ζό + (14) A cos ζ'0 + (ffi) cos (ζ0 + ζό) + (l6) E cos + ζΰ 

+ (i7) cos (ζ0 - ζό) + (18) E cos (ζ0 - ζό) + 09) cos 2ζό + (20) + (21) E 

+ (22) cos ζ0 + (23) Z sin ζ0 + (24) A cos ζ0 + (25) E cos ζ0 + (26) A cos ζ0 

+ (27) cos 2 ζ0 + (28) E COS 2 ζ0 + (29) cos (ζ0 + ζό) + (3°) E cos (ζο + ζό) 

+ (31) cos (ζ0 - ζό) + (32) E cos (ζ0 - ζό) + (33) A2 -+ (34) E2 + (3 5) A E cos ζ0

+ (36) E Z sin ζ0 + (37) E2 cos 2 ζ0]

wobei die Terme (,) bis (,9) ans dem ri Glied« rechter Hand von ^
bis f32) aus dem 2. Gliede stammen und alle m den A, E, Z, Z linear sind, wan
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Glieder 2. Ordnung in die Terme (33) bis (37) zusammengefaßt sind. Die Definition der 
Koeffizienten (z) als Funktionen von e0, e' und der Laplaceschen Funktionen Fi und deren 
Ableitungen ist die folgende:

(17) (1) = 7, (2)=47, (3) = e'*F'1> (4) = ~ F'0 + 7 F'0' + e% ^E[ + ^ F'A,

(S) = 2 e0-P'i, (6) = e0 F'2, (7) = —e0^F'2+a0F'A, (8) = —72l

(9) = e0F'2, (10) =77, (11) = 2 e0F'a, (12) = / F\, (13) = —e'F'i,

(i4) = e (^Fi+a0F:/Y (15 ) = _707, (16)= — e'■ F’b, (17) = e'eüF'„

(18) == e .7 (19) = 4'2 77) (20) = 1 .2 
— 0 *0

7
(21)1 =---£ 70" j2 ao ’ <30

(22) == + r°
7

(Zo ’ (23):
1

— 4
7
ao

(24) = 0 e0 7> (25) .7
ßo ’

(26) == — 7
<Zo ’ (27)

1
2

2 7
zzo (28) = — ^0

7
so’ (29) = +0 7

eo~~~.ao

(30) == + 1 , — ^ 7 
„ :, (30 1 , 7

^ ^0 > (32) = 1 ,7 —,4 4 a0 4 «0

(33) = -~F'0+1- a0 F’’ + (34) = Ai-l
0 z 2 2 ao

üS>—(37)=^-15

Die Entwicklung der Koeffizienten der (z) in (16) in Doppelfourierreihen nach ζ0υ. ζ'0 
ergibt dann für die Koeffizienten εαβ in (15) die Ausdrücke:

(l8) ε«° = -77 [CO + (2) + (3) + (7)Ao + (8) 7o + (9) 7o+0 1) 70 + (13)7

+ C14) 7 + (16) 7i + (18) 7_a + (20) + (23) Z10 + (24) A10 + (25) E10 

+ (26) A10+ (28) 70 +(30) 7i + (32) Ex_^ + (33) (zAl0 + 2 A\x + 2Aq! 

+ 2 A1 1) + (34) (2 E\0 + 2 E\x + 2E201+2 7*7 + (3 5) (A10A20 + A20 A10 

+ ^11 7+ 7i An + E01 Ax_x + Ex_x A01) + (36) (E10 Z20— E20 Z10

~ 7i Z01 + 7>i 7 + 7-i + 7-i 7i) + (37) (7a + 2 77]

η ί kl· m! Y
Sl° - 7^0 [2 (4) ^10 + 2 Cs) 7o + (6) + (7) 70 + (8) A20 + (9) z20 + (11) E10

+ (13) (7i — 7-i) + (14)(7i+7-i) + (16) (7a + 7i) + (18) (7i+7_i) 

+ 2(21) E10 + (22) + (23) Z30 + (24) Aso + (25) 7o + (26) Aw + (28) 70 

+ (30) (7a + 7a) + (32) (7j + 77 + 4 (33) (A01 7 + A01 77



+ 4 (34) (£0ι £χι + £οι £ΐ—ι) + (35) (3 £ιο £io + 2 £n £n + £u £χ—i 

+ 2 Ε0ίΑ01 +£i—i £n+ 2 £i—i £ι—i) + (36) (-£10 £10+£ii£i-i+£i-i£») 

+ 2 (37) (-£01 £11 + £01 £i—i)]

2 ε20 = — 2^-— [2 (4)v420+ 2 (5) £20 + (7)£io + (8) £10— (9) £10 + (1C0 + (13) (£21 
n 0 iZo

— £2_i) + (14) (£2—1 + £21) + (16) £1—1 + (18) En -f~ 2 (21) £20 (23) £10

+ (24) £10 + (25) £10+ (26)£10+ (27) +(30) £χ_! + (32) £11 + 2 (33) (£10 

+ 2 y41_1)+ 2 (34) (£10 + 2 £11 £1—1) + (35) (2 £10 £20 + 2 £20 Ao

+ £n A0l + £01 ^411 + E01A1_1 + £1—1 A01) + (36) (2 £-30 £10 + £11 £01

— £01 £11 — £01 £1—1 — £1—1 £01) + 2 (37) (£10 + £11 + £01 + £1-1)]

+ 2 ε30 = —-k m [2 (4) Aso + 2 (5) £s0 + (7) £20 + C8) £20— (9) £20 + (lO £10
no ao

+ (16) £2_x + (18) £21 +2(21) £30 —(23) £20+ (24) £ 20+ (2S)£2o+(26) £20 

+ (28) £l0 + (30) £o_! + (32) £21 + 4 (33) (£20 £10+ £2-1 £11+ £21 £1-1)

+ 4 (34) (£2o £10+ £2—1 £u+£21 £1—1) + (3 5) (£10 £ io+£u £ 1—1 £1—1 £ n)

— (36) (£10 £10 + £11 £l_! + £1-1 £11) + 2 (37) (£01 £11 + £01 £1-1)]

+ 2εΜ = ——k m [(11) i?oo + (28) Ew + (35) (£10 £20 + £20 £10) (36) (£10 £20
«0 <Zo

+ £20 £10) + (37) (£10 + 2 £11 £1—1)]

+ 2 εη = — 2— — [2 (4) + 2 (5) £η+ (7) (£ oi+£ 21) + (8Ί (£01+ £21) + (9) (—£01
»oßo

+ £21) + (11) £x—1 + (13) (—£io + £ia) + (Η) (£10 +£12) + (15) + (18) (£20 

-+- £02) + 2(21) En + (23) (—£01 + £21) + (24) (£01 + £21) + (25) £01 + £21) 

+ (26) (£0i + £21) + C28) £i_i + (29) + (32) (£20 + £02) + 4 (33) £01 £10 

+ 4 (34)£01£10 + (35) (2 £10 £11 +£ΐθ£ΐ—1 + £20 £01 + 2 £11 £10 + £01 £ 20 

+ E01A 02 + E1_1A10 + £02 £01) + (36) (£10 £1—1 + £20 £01 + 2 £11 £10 

+ E01 £20 — £01 £02 — £1-1 £10 + £02 £01) + 2 (37) E01 £10]



2
+ 2εΐ2==-----^!2(4)^i2+2(5)S12+(7)^0ä+(8)502-(9)z03+(n)£I_2_(13)Zii

+ (14) +11+ (16) +01+ (18) +21 + 2(21) E12— (2s)Z0ä+ (24)^02+(25) +02

+ (26) 02+(28) ^'1_2+ (30) ^01+ (32) +21 + 4 (33)+01 +11+ 4 (34)+01+11

+ (35) (+11 +11+ +n + i_i + +01+01 + +'1-1 + n) 4- (36) (+u +n +

~ +01^01 ~+i_i^u) + 2 (37) +01 +,_x]

r - ε#1 — noÄO t2 (4) +01 + 2 (5)+01 + (7) (+11 ++i_i) + (8) (+u + +i__,)4- (9) (Zn 

+ +1-1) + (l 1) (+21 + +2_x + (12) + (13) +0' + (14) +02 + (16) (E10 + +12) 

+ (18) (E10 + +i_2) + 2 (21) +01 + (23) (+n + + (24) (Ai + +i_,)

+ (25) (+11 + +!_!) + (26) (+n + +i_i) + (28) (+21 + E2_t) 4- (30) (+10 

+ ^12) + (32) (+io + +i_s) + (33) (+10 +11 + +io +1—1) + 4 (34) (+10 +n 

+ +io +i-i) + (35) (2 +10 +„1 + +ä0 +11 + +20 Ax_, + +n +20 + +n +02 

+ 2 +01 +10 + +1-1 +20 + +1-1 +02 + +02 +11 + +02 +!_,) + (36) (+i0 ZQ1

- -+„,+,l—Ä30Zi „i 4- +11+20 +11+02 + 2 +0i+10 4- +1-1+20 + +1-1+02

+ 2 +02+10 + +02+11 + +02+l-l) + 2 (37) (+i0 +n 4- +10 +1_1)]

Ψ £l“1 = ^ (4) + 2 (5) +1-1 + (7) (+01 + +2_l) + (8) (+01 + +a-1)

+ (9)(+01 + +2_l) + (1 0+11+ (13)(+(o-+U) +(14) (+10 + +1_2) + (16) (+20

+ +02) + (17) +2 (21) +1_! + (23) C+oi+Za-l) + (24) (+01H- +2_j) + (25) (+01

+ +2_i) + (26)(+oi++2_1)+(28)+u4-(3o) (+20++02) 4- (3 0+4 (33)+01+10 

+ 4 (34) +01 +10 + (35) (+10 +11 + 2 +i0 +i_, +20 +01 4- +u +1Q 4- £oi ^3o

+ +01 +02+ 2 +1-1 +10 ++02 +01) + (36) (+10+11—+30+01—+11+10++01+20 

+ +01+02 + 2+i_1Z10 — +os+oi) + 2 (37) +01 +10]

,9 _ 2 kl· m r
12 «0«0 2 4 ^1—2 + 2 (5) +1—2 + (7) +02 + (8) +02 + (9) +02 4~ (l l) +lg

+ (13) +1—1 + (14) +1—1 + (16) +2_1 + (18) +01 4- 2 (21) +1_2 4- (23) Z0ä

+ (24)+02+(2 5)+024-(26)+024-(28)+124-(3o)+2_14-(32)+014-4(33)+01^i_i

+ 4 (34) +01 +1-1 + (35) (+20 +02++11 +1-1 ++0X +01 + +w +u++i_i +, -
München Ak. Abh. 1935 (Wllkens) 3



-j- A>s Ao) -ψ- (36) ( ■ E2aZü2 . Αλ A—1 + A1A1 + A—iAi ~h -A—1Z1—t 

E0o Ao) "4" 2 (37) Ai Ai]

-f 2 e»+1 = —■m [2 (4) Ai+2(g)Ai+ (7) Ai+ (8)Ai“ (9)Αι + (η)50ι —(13Ä 

+ (14) Λο + (i6) E10 + (18) EV1 +2(21) Ai — (23)Zn + (24) Ai + (25) Ai 

+ (26) Ai + (28) Ai + (30) Ao + (32) Aä + 4(33) Ao Ai + 4 (34) Ao Ai 

+ (35) (Ao A1+A0 A1+A0 A—1+A1 Ao+Ai Ao + A-i A0+ A—1 Aä 

+ As A-i) + (36) (— Ao Ai + Ao Ai + Ao-A—1 + Ai Ao ■ Ai Ao 

+ A-i Ao—A-i As — As A-i) + 2 (37) (Ao Ai + Ao ^,Α]

-f 2 ε22 = ~—--n [2 (4) As+ 2(5) As+ (7) As+(8) As—(^Aa+C11) As (13) Ai
7Z0<Zo

+ (14) Ai + (16) Ai + 2 (21) As—(23) As + (24) As+ (25) As+ (26) As 

+ (28) As + (30) Ai + 2 (33) Al + 2 (34) Al + (35) (Ao As + Al Ai 

+ Ai Ai + As Ao+ (36) ( Ao As Ai Ai * 1 Ai Αχ — As Ao) 

+ (37) (Ai + 2 Al A—1)]

+ 2 ε02 = — Aja [2 (4) A2+ 2 (5) As+ (7) (As+ A—2) + (8) (As+A—2) + (9) (As
fio ßo

+ A-s) — (13) Ai + (h) Ai + (16) A-i + (l8) Ai + (19) + 2 (21) As 
+ (23) (Z12+ A-s) + (24) (A2+A-2) + (25) (Aa+ A-s) + (26)(As+4i1_2) 
+ (30) A-1+ (32) Ai+ (33) (2 Al + 4 Al A-i) + (34) (2 Ai+ 4 Ai A-i) 
+ (35) (Ao As + Ai Ai + Ai Ai + Ai A—1 + A—1 Ai + 2 As Ao) 
+ (36) (Al Al + Al Al + Al A—1—A-i Ai) + (37) (Ai + A-i)]

+ 2 ε2 1==— —— [2 (4) A- x + 2 (5) A_1 + (7) A-i + (8) A-1— (9> A-i + (i 0 Ai
no ao L

+ (13) A20 + (14) Ao + (l6) A—2 + (18) Ao + 2 (21) A-i — (23) A—1 

+ (24) A-i + (25) A—1 + (26) A—1 + (28) Ai + (3°) A-s + (32) Ao 

+ 4 (33) Ao A—1 + 4 (34) Ao A—1 + (35) (Ao Ai + Ao Ai + Ao A—1 

+ Ai Ao +Ai As + Ai Ao "4~ A—1 Ao + As Ai) (3^) (Ao Zoi -\-E20 Ai 

+ Ao A—i—AiAo+AiAs—Ai Ao +A—i Ao—A2 A0 + (37) Ao Ai 

+ Ao A—1)]



+ 2 f2—2

+ 2 ε03

+ 2 ε3 + 1

+ 2 ε3—1

+ 2 ε3+2

+ 2 ε3—2

2
=---- ~^Γ ^ (4) ^2-2 + 2 ($) 7-3 7 (7) +ι_2 + (8) 7-_3—(9) 7-2 +(ιι)£02

+ (!3)^2—1 + (η) +2—1 + (ΐ8) 7—1 + 2 (2ΐ) 7—2--- (23) 7—2 + (24) Λ—2

+ (25) 7-2 + (26) +χ_2 + (28) Ε02 + (32) 7-ι + 2 (33) +Li + 2 (34) Ε\_χ 

+ (35) (7ο +02 + 7ι +1—1 + 7—ι Αοχ + Ε02 Α10) + (36) (7ο Ζ02 —Εοχ Ζχ__χ 

7 7—ι Ζ01 · · Ε03 Ζχ0) + (3 7) (7η + 2 7ι 7—ι)]

2
7«ο ^ ^°3 7 2 (5) Eoa (13)+02 + (14) +02 7 (16) Εχ_2 + (ι8) Εί2

7 2 (2ΐ) Εοά + (3ο) 7-2 + (32) ΕΧ2 + (35) (7ι Α02 + Εχ_χ Α0.2 + Ε02 Αχχ 

7 7*02 +ι—2) + (36) (7ιΖϋ2 Εχ—χΖη2 + Eq2 Ζχχ + E02Zx__x)J

2 k2 m Γ .
~~~Εϊ~ [+ (7) +2ΐ + (8) 7ι — (g) 7ι + (ιι) Εχχ + (ι6) 7ο — (23) 7ι

7 (24) Α2Χ 4- (25) Ε2Χ + (26) +2i + (28) 7ι + (3°) 7ο + (35) (7ο Αχχ

+ +οι+ Εχχ Αχ0+ Εοχ +20) + (36) (—7ο+ιι—7ο+οι—7ι+ιο—7ι+2ο)

7 2 (37) Εοχ Εχο]

2 77Ζ
= _ ^ '"7') ^2-1+ (8)7-ι~ (9)+2-ι + (11) 7-1+ (18) 7ο —(23)7-1

+ (2+> 72-ι 7 (2 5) 7-1 + (26) Α2_χ + (28) 7-1 + (32) 7ο 7 (35) (7ο Λ_ι 

7 7ο +01 7 7ΐ +20 + 7-1 +ιο) + (36) (—7ο +1-1 + 7ο 7ι—7ι +20 

— 7-1+ιο) 7 2 (37) 7ι 7ο]

2 Λ2 7+ Γ
_ 7ί0«ϋ *-(n) ΕΧ2 + (ι6) 7ι — (23) +12 + (24) +22 + (25) 7a + (26) Α22

+ (28) 72 7 (30) 7ι + (3 5) (7Ο +02 + 7ι +11 + 727ο) - (36) (7ο +02 

7 7ι +ιι + 72+2ο) + 2 (37) 7ι 7ι]

= ί(ΐΐ) Εΐ~2 + (ΐ8) ^ä-Ι — (23) +1-2 + (24) +2—2 + (25) 7-2

7 (26) +2_3 + (28) 7-2 + (32) 7-1 + (35) (7ο +02 + 7—1 +1-1 + 72 +2θ)

7 (36) (7ο +02 7—ι +1—1 '7a+2o) 7 2 (3 7) 71 7—ι ]



■™3 (ζΐ)
Oy Qu
ui zy z

zz3 (o£)
QV Ou 
UltfZ

[β0ΣΓ (®0 + S03 (81) +] —

_ oy Qu
[80/7 (o?) + so^ (9t) +] ^T£ ~~

[(τ~~τΖ z03 — B0ZT T3") (90 + C V s°^ +
Oy 0%

8V τ“ΐ3Γ) (S€).+ 8_T^ (z£) + so3 (80 + ε_τ^ (8T) + 803· (ti) +J

[(ii2'803’ + “2'tt^>(?£)-“
χ Oy 0%

(*V ι«>3·+8νττ^)(5£) + ”S-(o£) +S03r (8«) +8M9t) +S03r C1 0 +J ~ =

[(“"‘Z80#" + 80Z ™3) (90 +

(TO^ 80g- +Β0^ TOg) (££) + 30g (K£) + 80^ (gK) + 00g (Sz) +ü V C^O +6°Z (fO +
oy Om

sog (gT) + ε-τκ (tT) + *~)Z(^) + εοΖ (6) + ™3 (8) + EV (0 +] ^^ ~ =

[C°Z δ03· + 80Z τ02") (90 —

(ZOy TOg + T0F SOg) (S£) 4-SOgr (0£) _|_80ρ (gj) + (Sz) + ®V C^O + R°Z(£0 “
oy ozz

*°2T (90 + 8V (*Ό + s!z σο - 60z (6) - 805i (8) + S0V (0 +J =

Oy Om
[•-&-(i£)+]^ —

n Oy OM
txi£)+i

[”30,ff (iS) t + (”Z 1 ‘ff + ,-,Z “ff) (9e) — (”K '“'ff + 

τ-y OBg) (S£) + os^ (Z£) + v-*a ($z) + oe3 (80 + 1 ΖΞ 00]

[τχΞ m3 (.Lt) ® + (οζΖττ3 + nZ oz3) (90 —
Oy °M

Γν n3 + T V os30 (s0 + °*3 (08) +T8^ (80 + os^ (9θ + τ5^(Τ 0] ^—

8-83 z +

* + s3 ζ +

=tl3 ε +

= f+T3 z +

- «“'S Z +

= E+83 Z +

=E l3 ε +

= b+i3 ε +

== s_f3 ε + 

= ε+*3 ε +

= τ-^3 ε +

= Τ+*3 2 +

ΟΖ



Zur Darstellung von ist nun weiter — in eine Doppelfourierreihe zu entwickeln, wobeiCL V & L

nach (6): dm V i
dt na

e* l 3 Ω 
e de

l 3 Ω
Rechter Hand wird der Grad der Exzentrizitäten in Ω wegen des Faktors ^ stets um

2 Einheiten herabgesetzt, weshalb die Störungsfunktion bis zum 4. Grade entwickelt werden 
muß, wenn auf der rechten Seite noch Glieder 2. Grades erhalten werden sollen, was wir

uns prinzipiell vorgenommen und bereits bei — durchgeführt haben. Für ~ genügte die

Entwicklung der Störungsfunktion bis zum 2. Grade; wegen ist aber bereits in der 

Entwicklung von Ω in (7) der 3. und 4. Grad der Exzentrizitäten hinzugefügt worden.

I — 2 /' + ω gleichberechtigt sind, istDa und in der Darstellung der Variablen ζCC· tr d t

die Entwicklung von bis zum selben 2. Grade unvermeidlich geworden. ΙηΩ, Formel(7),

sind das 18. Glied bis zum 22. Gliede die deshalb hinzukommenden säkularen, und die 
Glieder 23 bis 33 die hinzutretenden kritischen Glieder 4. Grades, so daß die Glieder 4. Grades 
allein fast genau ebensoviele Terme zu Ω beisteuern wie alle Glieder 1. bis 3.Grades zusammen.
Da ferner der Faktor — S,"- in Bezug auf den kritischen!’ erm 1.Grades in e in Ω zu einem Gliede 

e de
1. Grades in ^7 ■ führt, so muß der Faktor- 

dt
so daß -i™----s------- ■ — (1 + <24 <%) (1 ■

n a 
1

- bis zum 3. Grade entwickelt werden,

n a“ «0 iZo

(19)
<z1 = ·—~A = 1. Grad,

4 + 2 e0£ + E\

+IA‘

e2\ wo 

- 2. Grad, ·-- A3 = 3· Grad, 
16 0

so daß also in ^j^auch A3 und analog E2 A in eine Fourierreihe zu entwickeln ist. Das Glied 
d t

— 1. Grades in e in hat nun zur Folge, daß noch | in eine Fourierreihe zu ent- 
dt e0 + E

wickeln ist, was aber praktisch erst möglich ist, nachdem ■ - 1 nach Potenzen von -----
eo E eg

entwickelt worden ist, falls eine solche Entwicklung zulässig ist, was nur dann der Fall 
E

ist, wenn — < 1. Da nun aber durch anderweitige Untersuchungen, wie schon er- 
eo

wähnt, erwiesen ist, daß E von der gleichen Größe wie e sein kann, so kann eine Potenz- 
Zf

entwicklung nach — zum mindesten allgemein nicht in Frage kommen. Die dadurch 
eo

entstehende Kalamität kann man vermeiden, indem man statt das Produkt e ...
dt dt

entwickelt; dann ist aber auch statt ^ nunmehr
d t



(20)

zu bilden. Dieses Verfahren hat dann zur Folge, daß bei der Ermittelung der Koeffizienten 
durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Argumente der trigonometrischen Funktionen 
beiderseits die Koeffizienten der linken Seite von vorneweg vom 2. Grade sind, während 
bei unseren 3 anderen Variablen linker Hand nur Glieder 1. Grades auftreten. In der nun

folgenden Darstellung von als Fourierreihe nach ζ0 und ζά ist die Entwicklung bis zu

den Gliedern 2. Grades einschließlich explizit als Funktion von ζ0 und ζό gegeben worden; 
die Glieder 3. Grades sind hier zunächst nur als implizite Funktionen von ζ0 und ζό dar
gestellt worden, ihre explizite Entwicklung wird in einer zweiten unmittelbar folgenden 
Untersuchung gegeben werden. Die Glieder 3. Grades allein sind ihrer Anzahl nach, wie 
schon erwähnt, ebenso groß wie alle anderen vom o. bis zum 2. Grade einschließlich zu
sammengenommen. Es ist aber leicht möglich, schon aus der folgenden noch impliziten 
Darstellung, soweit es sich um die Glieder 3. Grades handelt, jeden Term eines be
stimmten Argumentes herauszunehmen, wenn es praktisch gefordert wird.

Wird die rechte Seite von &—— in die zunächst erforderliche Potenzreihe nach c , Π,
dt

E, Z und Z' entwickelt, so ergibt sich die folgende Darstellung, in der stets die Anordnung 
nach steigenden Potenzen der genannten Größen gewahrt ist:

(21) e = k'm>, [T, + Γ.2 +------h TVj, wobei, wenn noch r gesetzt wird :

T2 = —r F2 cos ζ (t + aL + a.2 + <z3) I 1 — — e~— r Focos = — F2 cos ζ0 + F-2 Z sin ζ0 + —aQ Fr2



2 r Z3 e · cos 2 ζ (l + + <z2) |i —- - e2j = 2 Z3 *?0 cos 2 ζ0 + 2 Z3 E cos 2 ζ0 + (2 <z0 Ζό

— Z8)cos 2ζ0 — 4Z3e0Zsin 2ζ0+ (2a(lF'a~Z3) ■ FAcos 2ζ0—4Z3ZZsn^0 

+ {^ά+4 F”—a0 Zf.) 50-yjs cos 2 ζ0 + (2 Z3—4 a„Zj) e0ZZ sin 2 ζ0— 4 Z3 e0Z2cos 2 ζ0

— 4 cos 2 ζ0 — 3 Z3 e\ E cos 2 ζ0 — 3 Za e0 e2 cos 2 ζ0 + Ζό

+ 4 E Λ2 cos 2 ζ„ + (2 Z3 — 4 «„ Ζό) · £ ZZ sin 2 ζ0 — 4 Z3 EZ2 cos 2 ζ0 

—■ F?, Z3 cos 2 ζ0

cos (ζ + o (J + + «2) (1 — * e2j = — *' Zä cos (ζ0 + ζ') + |i Z)

— F'5je Λ cos (ζ0 + ζό) + Ζ, / (Ζ + Z') · sin (ζ0 + ζ') + ^±-αορ'5 — ~α0Ρ'5'

~8^) · ^ cos (ζ0 + ζ;) + LvF'-

+ 2 ^5 / (Z + Z')2 cos (ζ0 + ζ') + I E5 / 4

+ 2 -^5 i' Z2 COS (ζ0 + ζ'0)

2 ^ Ζ (Ζ + Ζ') sin (ζ0 + ζ')

• cos (ζ0 + ζό) + Ρ5 e e0 Ε cos (ζ0 + ζό)

r ^ 6' cos — Ό (ι + + «2 —~ 1 =P6e’ ■ cos (ζ0 —ζό)— ( ^ Ζβ — <ζ0Ζό|

• / Ζ cos (ζ0 — ζό) — Ζ6 / (Ζ—Ζ') sin (ζ0 — ζό) — ßy Ζό — | eS Ζό' — f Ζ(!)

• e Α2cos (ζ0— ζό)■— |λοFk~~F^e Α (Ζ—Ζ') sin (ζ0— ζό) — *Z0e' (Ζ—Z')2cos (ζ0—ζό) 

" 2E&e e° cos * ζο) Ζ6. <?ο Ζ cos (ζ0— ζό) -—Fee Ε2 cos (ζ0 —- ζό)

3 r Ζ8 cos ζ (i + Λι) = 3 Ζ8 4 cos ζ0 + 6Ζ8*0Ζ cos ζ0 + 3 Ζ8 Ε2 cos ζ0 + 3 |«0 Ζό

— ~Ζβ) 4 Α cos ζ0 + 6 Ζό — > P8J e0E Α cos ζ0 + 3 ^0Ζό— ^Z8j cos ζ0

— 3 Zs e\Z sin ζ0 — 6Ζ8 <?0 ΖΖ sin ζ0 — 3 Ζ8 Ζ2Ζ sin ζ0

r*‘F» cos ζ (! + αι) = Zg/2 cos ζ0 + Ζό — 1Ζ9)/2^ cos ζ0—Z9/sZsin ζ0



r8 = 2r / s F10 cos C (1 + «i) = 2 Λο 1 e «o cos ζό + 2 -F10 / E cos ζό + 2 (^0 Fio

— l^ioj / ,0 ^ cos ζό - 2 i?10 / *0Z' sin ζ'ο + 2 («o^o—1^I0J / £.4 cos ζό

— 2 F10 e EZ' sin ζό

T9 = 2r F12 e' e cos (2ζ- -ζ')(ι I ax) =- 2 Fx2 e e0 cos (2 C0—C<0 + 2 E12 e E cos (2 ζ0 ζό) 

+ 2 {a0F'X2 — ^ -F13j e' <?0 cos (2 ζ0 — ζό) —■ 2 /^2 <?0 (2 Z Z) sin (2 ζ0 — ζο)

-j- 2 (a0 F[2—· ^ E12j e E A cos (2 ζ0 — ζό) — 2 i^12 <? E (2 Z Z ) sin (2 ζ0 ■ ζ0)

Ti0 = re22Fxacos(ζ—2ζ') (l +ax) =Fne 2cos(ζ0—2ζό)+^o^is 2^1S) e 2Acos2^ 

—-Fxae2(Z — 2 Z') sin (ζ0 — 2 ζό)

Tlt = 3 r / ^14 cos 3 ζ (l + Λι) = 3 ^14 el cos 3 Co + 6 5o E cos 3 ζ0 + 3 Λ* £2 cos 3 Co 

+ 3 (-0 F'u- j Fu) 4 ^ cos 3 Co + 6 ^ F«) e0 E A cos 3 ζ0 + 3

— I i?14J E2 A cos 3 ζ0— 9 Fi4. e% Z sin 3 ζ0— 18 Fu e0EZ sin 3 ζ0 — 9 Exi E2Z sin 3 ζ0

T12 = 2f Fxö e e cos (2 ζ + C') (1 + <h) = 2 Λβ «' *0 cos (2 Co+ C0) + 2 P-λ e' E cos (2 Co + Co) 

+ 2 ^0i^5 — ^i5j / e0 A cos (2 ζ0 + ζό) — 2 ^15 e e0 (2 Ζ + Z') sin (2 C0+ C0)

+ 2 {aoF’u— j F16j e EA cos (2 ζ0 + ζό) — 2 EVa e E (2Z + 2') sin (2 ζ0 + ζό)

Γ13 = r /2F16 cos (ζ+ 2 ζ') (1 +«ι) = E16 / 3 cos (ζ0+2 ζό)+(«ο ^ iV" ^ )e' *A cos &+ 2 ζέ) 

— Fx6/ä(Z+2 Z') sin (ζ + 2ζό)

Τ14 = ^18 = 4βο^ΐ8 + 12 ΕΕ18 + 12 £0 Ε Εχ8 +4-^ -^ιβ

Τ15 = 2re2eF19 = 2e2 e9 Fx9 + 2 s E

Tie = 3 r / / ^20 cos (ζ — ζ') = 3 ^20 έ 4 cos (ζ0 — C0) + 6 ^20 E cos (ζ0 — ζό) 

+ 3 ^20 β' Ε2 cos (ζ0 —· ζό)

Τ4Ϊ = re3 Ftx cos (ζ — ζ') — -^ιe'3 cos (Co Ci)



T18= 2re2eF22 cos (2 ζ — 2 ζ') = 2 F2i e’2 e0 cos (2 ζ0 — 2 ζί,) + 2F22e'2Ecos (2 ζ0 — 2 ζ^)

T19 = 4re3 F23 COS 2 ζ = 4^23 eg COS 2 ζ0 + 12 iojg gg £ COS 2 ζ0 + 12 /h>3 gg £2 COS 2 ζ0 

+ 4 Ais E* COS 2 ζ0

T20 = 2 r e'2e F.2i cos ζ = 2 F2i e2 e0 cos 2 ζ0 + 2 F2i e'2 E cos 2ζ0

T21 = 3 r e2 e' Fa cos (ζ + 0=3 -S 4 cos (ζ0 + ζ'0) + 6 Fa5 / g0 E cos (ζ0 + ζ^)

+ 3 AM / £2 cos (ζ0 + ζ£)

Ta2 = r/3 /7äS cos (ζ + ζ') = Αω g'3 COS (ζ0 + ζ')

T23 = 2 r e e 2 F.2~ cos 2 ζ' = 2 F27 e 2 <?0 cos 2 ζ'0 + 2 F21 e 2 E cos 2 ζ£

7*24 = 3 ^e2«' Ais cos (3 ζ — O = 3 AiS «' 4 cos (3 ζ0 — ζ') + 6 Ais g' gg E cos (3 ζ0 — ζ')

+ 3 A8g' Α+Ο8(3ζ0—ζί)

T25 = r e 5 Ae cos (ζ —3 ζ'; = e'8 cos (ζ0 — 3 ζ£)

Tae = 4?" g3 ^30 COS 4 ζ = 4 AiO gj^ COS 4 ζ0 + 1 2 Αθ 4 -S COS 4 ζ0 + 12 Ao g0 A cos 4 ζ0 
+ 4 Ao 7?3 cos 4 ζ0

T27 = 3 r g2 / En cos (3 ζ + ζ') = 3 Fai / g3 cos (3 ζ0 + ζ'0) + 6 Ai g' g„ E cos (3 ζ„ + ζ') 

+ 3 ES1 e'E2 cos (3ζ0 + ζ;)

T28 = 2 r g’2 g As cos (2 ζ + 2 ζ') = 2 As g'3 g0 cos (2 ζ0 + 2 ζΓ') + 2 En2e 2 E cos (2 ζ0 + 2 ζ;)

T29 = r g'3 As cos (ζ + 3 O = A3 S3 cos (ζ0 + 3 ζ')

Werden alsdann alle Ti in Doppelfourierreihen nach ζ0 und entwickelt, so erhält 

g allgemein die Form:

(22) 6 ^ = C,X ^ + Σ-Ρ 2 cos (Ä^o + ß%>)],

wobei explizit bis zu den Gliedern 2. Grades einschließlich:

.Poo = 2 ri) A A 2 |«o A ’ 2 Aj (2 Ao A10 + 2 AiEπ + 2 A01 Ah + 2 7 Al—1) + ΑΆο

+ | Λο A + ~α| Ao + |—I* A + A "2 4 A'j (2 A10 A20 + 2 rin A0i 

-J~ 2 v^oi ^1—l) + “ -^2 (2 ^10 •'^20 ~h 2 ^01 ^11 ”f~ 2 ^21 ^11 * 2 ^ 1—1 ^01 “t“ 2 ^2—1 —l)
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+ (.0 F\ — * P2) (Ao Z20 — A2ο Ao — Ai Ai +Ai Ai + Λi A-i + A-i Ai)

+ e0 F2 Ao + - A (2 Ao Ao + 2 Ai Ai + 2 Ai A-i) + 2 A Ao + (2 A 

— A) iQ A0— 4 Fa e0 Z20 + (2 ao F'~FS) (A10 F10+ A-i Ai + Ai Em + A-iAi 
+ 4£i_!+ Ai Αι + Ai A-i) — 4A(Ao Αθ + Ai A-i + A-iAi + Al Al
+ Al A-l" AlAl + A-i Ai) + / «0 A + 2 a) Al + 6 A (Al + Al)

/ /lFe — ß0 A) A-i + 6 A*o A0 + 3 A (2 Ao Ao + 2 Al Ai + 2 AiA-i) 

+ 2 Ao * Ai+ 2 Ase' A—1+ 3 Ai (2 Ao Ao+ 2 A—i Ai+ Ao Ao+ 2 Ai A—i) 

+ 2 A5e' Ai
2 P10 = 4 A Ao+4 («0 A — 2 a) Ao + 2 |^o A — ^a) (2AoAo+2AiAi+2AA11

+ 2 A10 Ao + 2 Ai Ai + 2 A—i Ai + 2 Ai A-i + 2 A-i A-i + 2 AiE21

«ο A -t- - ^2| ^20AI A 8 A + 2 A+ 2 A—1 -Es—i) — A + A Ao + I 

— * 4 A'j 3 Ao+ 2 ΑΪ + 2 Ai A—i + 2 Ai+ 2 A-i)+^A(Ao+2 Ai“2 A-iAi 

+ 2 Al+ 2 Z21 Al - 2 A—1 Ai + 2 2i_i) + (»o A — a) (Ao Ao + Ai A-1

+ Zn) + - A 4 + *o A Ao + ^ A (3 Ao + 2 Al + 2 Ai A-1 + 2 Al

t- 2 A-i) + 2 A Ao + (2 «ο A — A) *0 Ao—4 A «ο Ao + (2 βοΑ A) (2Ao-E10

+ Al Al + Al Al + A-1 Al + 2 Ao Ao + Ai Ai + 2 Ai Ai + A-i Ai 
+ Ai A—i + Ai A_1 +A—i -Ei—i + Ai Ai +A—i Ai + Ai A—i +A—ι A—i) 
— 4 F3 (—Ai Ai + Ai Ai + Ai A-i + A-1 Ai + 2 Ao Ao + AlAi+AiA—i 
+ E'1_1Z21+A-iA_i—A1A1+ΑιΑ-1+Α-ιΑι—A-iA-i) + ^' (—soA

+1 a) (Ai+Ai) + * A (A1+A1+ Ai +Ai) - (2 A—«0 a) (Ai + A-i)

e ACAl—A1+A1—Ai) + 3 A4+6A^oAo+3 A(3 Ao+2 A1 + 2 A1-E1-
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28
2 P« = + 2 ( — | A + a, Fi — x- a% Fi') A10 Ao + l- A (— 2 Ao Ao — 2 Ai A-i

— 2 Z2_! Zn) + («o A — 2 a) (— Ao Ao — Ao z 10) + A Ao Ao + 2 A Ao

+ (2 «0 A — FPJ en A2<) + 4 A £0 Ao + (2 «0 A — A) (Ao Ao + A-i Ai + Ai Ai 
+ A-i Al + Al A-i + Al Al + Al A-i) — 4 A (— Ao Ao — Al A-i 
— A-1A1— Ai Al— A1A-1+ Ai Al—A-1A1) + 6A Ao Ao+ 6 Ai ^o-^:
-j- 3 Ai (2 Ai -£11+ 2 Ao Ao+ 2 E2\ £h+ 2 A—1 Ai~t~2 A—A 1—i-^ 2 Ab 6 A—1

2 Plt = 4 A Ai + 4 («0 A — “ a) Ai + 2 (ao A — j a) (2 Ai Ao + 2 Al Ao 

+ 2 Aü Ai+ 2 A—1 Ao+ 2 A1A2+ 2 Ao Ai+ 2 A2 A1+2 AoA—1+ 2 A2^i—1 
+ 2 Ao Al + 2 Al E22 + 2 A-1 As) + A (— Al + Ai) + (* A — «0 a) (Ai 

+ AO + (— g A + 2 «b A—2 4 A') (4 Α0Λ1+2 Ao A—1+2 Ao A1+2 Ai As) 

+ 1 A (2 Ao A-1— 2 Ai Ao + 2 As Al— 2 A-i As + 2 As Ai + 2 As Ai 

+ 2 A-2A-1) + {a0 Fi — 1- a) (A0A-1 + A0A1+2 A1A0+ A1A0 —■Al As

— A-i Ao + As Al) + ^0 A (Al + Al) + ~A (4 Ao A1+2 A0A-1+2 A0A1 

+ 2 Ai Ab)■+ 2 A A-i + (2 «0 A—A) *0^ 1-1—4 A «0A-1+(2 ao A—A) (Ai F10 

+ Ai Ao+ A-1 A0+2 Ao A1+A2 Ai+2Ai A0+A0A1+A—■2 Ai+As A—1 
+ A-s A-i + Ao Al + A-1 As + Al As + Ao A-1 + A-1 A-s + A1A-2)
— 4 A(— A0A1 + A1A0 + A0A1 +AqA-i + 2 A1A0—A1A2 + A0A1 
+ Al A—2 + A-1 As + A-1 A-s + A-s Ai + Ai Ao + As A-1 + As Ai
— £2-1 Ao — A-2 A-i) — A + J (— ^0 Fl + -- a) As + / A (As + As)

—e' A—«0 A) (Ao+As)—^ A (As—As)+6 A ^0 (A1+A1)+3 A (4 A0A1

+ 2 Ao A-i + 2 Ao Ai + 2 Ai As) + 2 Ao e (Ao + As) + 2 As «' A-s 

+ 6 AiA-i + 3 Ai (2 £1-1 £10 + 2 A-s Ai + 2 Ai Ao + 2 A-s Ai)

+ 2 Ab *' £



2 P12 — 4 E 4 -El 2 λ) E E12 4" 2 l^o Λ 2 -Fl) (2 E22 2t 10 E 2 E02 E10

E 2 Egi En -(- 2 En Egi + 2 Egi -El—1 4" 2 Et—i E21 E 2 v410 -£"22 E 2 Etg Eq2)

-F-2Z02+ —(E22 + 4,2) + ( —|e2+ ^ ^E") (E^

E 2 En Ai—j + E01) E — E2 (2 Z10 Zi—2 ' -Ei E 2 Z1—1 Zn Z31 2 Z21 Z01)

+ (—2 Ea + <z0 Eg) (En Zn + An Z1—1 —* A01 Z01 —- A1_1 Zll) + e0 Ea (E22

+ E02) + — E2 (Ei! + 2 En El_1 E Eg,) + 2 E3 E!_2 + (2 a0 Έ —Έ3) «0 ^_2

4 E3 6g Zt—s E (2 titg E8 · ■ Eg) (E22 Eiq E E02 E10 + E2—2 -Eo E Ei-^iE Eä_jE^

E E1—1 E01 + E01 E1—1 + Eu Eäl + A10 E2a + E10 E02 + En E2_, + A10 Eg__2)

' '4-Es (E01E-—1 + E10 Z22 ■ E10 Z02 -f- E10 Z2_2 E Έ1Ε1 E E11Z2__1 E E21Zii

E E22Z10 + E02Z10 E2—Eu E2—2Zi0) + j- E5 —<*0 Egj e E01E e E5 (—Z01

—Z(i) — / (1 Eg — «o Eg) E31 — / Eg (—Z01+Z'i)+6 E8 «0 (E22+E»2) + 3 E8 (E*t

+ 2E11E1__1+ Egj) E 2 E10/ Eu+ 6En«' E2_2E 3 E14 (2Ε1—2 E10+ 2 Ε2—1 Ευι 

+ E=_1) + 2E15«'E1_1 + E16/2

2E#i = 4Ej E01 E 4 |ßo Et -- Et) «0 E&1 E 2 E( - — Ei) (2 ΕΧ1 E10 E 2Et_1 Ew

E 2 E10 En E 2 Els En E 2 En Εί2 E 2 E02 E01 E 2 E10 Ei_e1 E 2 Ej_2 Et_t

E 2 E01E02 E 2Λ-ιΕι_2) E E2 (Zn E EE |e — E2—- a0 E2) (Eu E E1—1)

+ (~ f Ea E 2 «o E( — ^ ßg E2') (4 E10 E01 E 2 Am En E 2 E20 E,_i E 2 En E0,

E 2Et—iE02)E ~Έ (2 Z10Z21 E 2 Zi0Z2—1 E 2 ZnZ20 E 2 Zi_χΖ20 E 2 ZnZ22

E 2 Z02Zn E 2 Z01Z12 - 2 ZL_2 Z01 —- 2 Z03 Z1—1 E 2 Z2_2 Z1—1) E |— ~E2

E «oE2) ( -E20 Z1X ■E20Z1_1EE11Z20 —EnZ02E2 A01Z10E A1_1 Z20 E Ε1—1Z02

E 2 E02Z10E Ε02ΖηΕ EoaZt—t) E e0 E2 (EnE E - Ea (4E10E01E2 E30En

+ 2E2qE1_1E 2 En E02E 2E1_1E02) E 2 E3 (E21 E E2—1) E (2 <z0 E3' — E3) (E21



+ Α2_ι) — 4-Ese0 (Α_ι + Ai) + (2 «0-^3 £3) (Ai Ao + A1—1 Ao + Ao En

-|- A1_2 £u + 2 yj01 £20 + Λ_1 -JS'l2—i- 2 Ao -^*01H- A—2 Α>ΐ£ Ao A-1 + Aa Ά—1

+ A01 £22 + Ai A—2 + Al A-2)—4 £3 (-£"10 Ai+ Ao A—1+ Ai Ao+ £1-1 Ao 

+ £n A_2+ £12 A-i+ 2 £01 Ao+ £01A2 + £01A-2 + A-ι As + £1-2 Ai

— £22Ai+A_sAi) + e (— a0 F'h + a) (Ao + Aa) + e £a (Ao + Ao + As

+ Z(2)—E6 — a0 £yj (A10 + A—2) <?' £g (Ao+ As) + 6 £g ^0 (Ai + £1—1)

+ 3 £8 (4 £10 £01 + 2 £2o Ai + 2 £20 £1—1+ 2 £n £02+ 2 £1—1 £02) + 2 e e0 £10 
+ 2 £10 e' £02 + 2 £12 / (£20 + £2—2) + 3 Ai (2 £21 £10+ 2 £2—1 £10+ 2 £20 Ai 

2 £2_2 £n + 2 £,_! £2ü + 2 £22 £1-1) + 2 £15 e' (£20 + £22)

2 P^ = 4 A £i_i + 4 ( «o A — \ A ) A-i + 2 | ö0 A — 2 £1) (2 Ai £10 + 2 A-i £10

+ 2 Ao £11 + 2 Aa £11 + 2 Al £20 + 2 Ao £01 + 2 A-8 £01 + 2 A-2 £1-1 

+ 2 Ai £02 + 2 Ao £2-1 + 2 A-1 £2-2 + 2 Al £1-2) + £2 (Al + £2-1) 

+(^£2— tf0£a) (Ai+A—1) + (— 3 £2 + 2 «b£S—~ «o£2')(2AoAi + 2Ao A-1

+ 2 Ao Ai + 2 Ai As) + — £2 (2 Ao Ai + 2 Ai Ao + 2 As Ai 2 A—2 Ai

4~ 2 Aa A)i 2A—2 Au £ 2 £
’l-sA-l) + (- £g "4" «o £s) (Ao Al Z-2Q A)

— Ai Ao + Ai Ao + Al As + 2 A-1 Ao — As Ai) + *o £s (£0i + £2-i) 

+ — £2 (2£10 £n + 4£io £i—i + 2 £so Ai + 2 Ai £qs) + 2 £3 £11 £ (2ao £3

- £g) 60 Al—4 £3 ^0 Ai + (2 a0 £3—£3) (Al £10 + Ai £10 + A-1 Ao + AsA

A2—2 £u + 2 A—1 Ao + Ai £12 + Ao Ai + Aa Ai l 2 Ao A—i + As A—1
4- Ao Al + Al As + A-1 As + Ao A_i + Ai A-a) — 4A (Ao Ai + Ai Ao 

+ E10 Al + Ao A-1 + Al As + Ai A-s + Ao A-1 — Aa Ai + Ai As 

+ 2 A_iAo + A-1 Aa—Al Ao—As Al + AaA-i + A—lAo+A-sAO

+ 4■' ( —s0A + “ £5) (Ao + As) + £5 (Ao + Ao + As + As) + «' * A

'j Z2_2—V £6(A-2—£2-2)+ 6£8^0(Ai+A-i) + 3£8 (2A0A1V ( ~£6—^oA



Ρ 4 Pio E,—-l + 2 P 20 P01 -f- 2p01 Poa) 4~ 2 Ao 6 (Pio A Pi__g) A 2 Pj2 5' P10

+ 6 ^14 *0 Pgl + 3 P« (2 ^11 Ao + 2 E01 E2o + 2 Pw P12 + 2 Pgg PQ1)

2 Pt—2 = A Fl Pi—2 + 4 («o Pi - Pi) <?0 A—2 + 2 | a0 E[ ■—■ — E1 ) (2 Z02 E10 + 2 Z2_s E10 

+ 2 --4g_i Pu + 2 At_j P01 + 2 Z01 P1—1 + 2,A10 E02 + 2 Z41P2—i + 2 Z10 P8_2) 

+ F2 (Z22 + Z02) + f2 Pg - ä0 Pi)zo2 +1— I" Pg+ — «o F'2 — ^ al Pg'j (2 Zn P1—1 

+ Ai + PLi) + "Pg (2Z10Z12 + 2^ Zn — Z%x + 2Z2u Z01) + (— * Pg

+ ß0 Z2) ( Al A—1 + Al Ai + A—1 Ai + A_1 A-i) + <?0 Pa P02 

+ 2 Pg (+ 2 Pu Ρι_ι + P01 + PLi) + 2 P8 Pia + (2 Pg — Psj <?0 Z12

" 4 Ä go Aa + (2 «ο P3 Pg) (Aa P10 + Aa P10 + A—2 P3o + Ai Pu 

+ Pu P01 + Z21 Pl_l + Pg_l Pl_l + A_1 P21 + Z10 P22 + Z10 P02 + Pl_l P3__1 

+ Ao P2_2) — 4 Pg (Pu Al + P01A1 + P10A2 + P10 Aa + Ρί0 A-a + Ex_xZax 

~C~ Pi—1A—1' P21A—v P32 Ao + P02 Ao +Pg—1P1—1+P-2—2 Ao) + e‘ |—-a0E'&

H— 2
J Pfi) A-i + / A CA—1 + p2-1) — / (*- pti — «0 PgjPo — / P6 (A-1—pAl)

+ 6P8f?0(P02+P8_2) + 3p8(2PuPi_i+Poi + Pi_i) + 2P10/P1_1 + 2Plä/P11 

+ As A + 6P14 P22 + 3 Pu (2 Pu P10 + PL + 2 P21P01)

2 Pal = 4P1 Pai + 4 («0 Pi — j Pi) 50 Ai + 2 (<z0 Pi — jPi) (2 Zu P10 + 2 Ao Pu 

+ 2 Ai P20 + 2A-1P12+2 A0P0i+2 Aa Pqi+ 2Zlä Pw+ 2Z01 P22)—P2Zn 
+ (--Pa— βοΡέ) Al + (— 8 P2 + 2 «0 Pi—2 4Pi') (2 Ao Z01 + 2 Ao Al 

+ 2 Ao A-i + 2 A-i Aa) + C- Pa (— 2Z10Z01+2 A_1 Ao— 2 Al Ao+ 2A1 Aa

+ 2 Al Aa — 2 Zä2 Z1_1 — 2 Z02 A-i) + (*o Pi — “ P2) (— Z10 Z01 + Z20 Zu 

+ Ao A-i + zu z20 — Ai Ao — Zi_! z20 — z1—1 z02 — z02 Α_χ) + ,?0 e2 ex x

~r 2 Ά C2 P10 P01 + 2 P20 Pu + 2 P20 P,—j + 2 Pj—j P02) -j- 2P3 P01 —|- (2 a0 F'%



' a ' JTks.----- rir*r*7m.

ί: I lliil

2 Po

—-Ps) Z01+ 4P3 Ai + (2 αο Pa As) (A1A0+ A—1 P10 ~t~ Ao Pu 1 Aa Ai

+ A11E1z+A02Eol+AwE1__t+A1_2Ei_1+A01E02+Ai_1E1_2)—4^(—E10Z11

+ £10 Zt_! + Pli Z10 — A-l Ao — Pu Aa + P12 Al “ Aa + ^1-1 A-S

— £4_2 Zi_! + P92 Al) + g' ( — «0 P5 + 2 Ρδ) Ao + P5 (— Ad — ^ ίθ) “ ( 2 Pß

— a0F§ e Aia — S P6 (—Ζ10+Ζί0) + 6P8*0 Pu + 3 Pb (2E10E01 + 2 £n 

+ 2£20 Pi_i + 2£w P02) + 2P10 e' (P20 + P22) + 2P12 e P02 + 6Pi4 eo£i-i 

+ 3 J714 (2 £01 £10+ 2 P2_! P10+ 2 P20 Pll+ 2 P02 Pll+ 2 Pl-2 Poi+ 2 Ps-ä

+ 2%/ <?o

! = 4P1£2S+4 («oPi—2 P2) 4 Aa+2 (a0 Fi — ~Pi) (2 Aa P10 + 2 + 2 Ao Aa

+ 2 Ai Poi + 2 Ai Psi) — Pa Aa + (2 Pä — «0 Pi) Aa + (—8 + 2 ^

-^4 Pi') (* 410 v40a + 2 Ai Ai) + 1 Pa (— 2 Ao Aa " 2 Ai Ai 2 Ai A

+ 2ζ21ζ1_1) + (a0 Fi—-2 P2) A-A0A2— A1A1— A1A1— AäAo)+^oAPi2 

+ 1 P3 (2 £10 P02 + 2 £n Poi) + 2 P3 P„o + (2 ß0 Pi — Pa) *0 Aa + 4 *0 Pa Ab

+ (2 «0 Pi —Pa) (As P10 + A-a P10 + A-1 Pli + Ao Pia + Ai Poi + Al P1-1 

+ A10 E1_2) — 4 Pa (Ai A-i—Poi Ai — P1-1 Ai ~ Ao Aa + Ao A-a + Pia-Ao

— Px_2 Ao) + (— «o Pi + 2 Po) Ai + * A> (—Ai —Ai) — *' Pg (Ai — Ai) 

+ 6i8.0 Pia + 3 Ps (2 P10 Poa + 2 Pu Poi) + 2 Ao *' Ai + 6 A* *0 A-a 
+ 3^14(2 P02Pio+ 2 P2-2 P10 + 2 Pb-i Al + 2 P1-1 Poi) + 2 As *' Poi

2 P02 = 4^^+ 4 («ο A — “Pi) eo A02 + 2 («0 Pi — 2 Pi) (2 Aa P10 + 2 A-a P10 

+ 2 A-i £u + 2 Ao Aa+ 2 A01P01+ 2 Al P1-1+ 2 Ao P1-2) + Pa (Aa+A-a) 
+ (^ A — «o Pi) A-a + (— IP2 + 2 «0 Pi—2 «o Pi') (4 Ao Aa + 2 Al Al

+ 2 A0i A_i) + 1 Pa (2 Ao Aa + 2 AoA-a — 2Z01Z11+2 Ζ2_4 Zn + 2 A-i Ai



+ 2 ΑιΑ-ι) + I 2 F2 + a0 i'gj (Al Ai + Ai Ai + Ai A—ι —' A—ι Ai) 

+ eo A (All + A—s) + — A (4 Ao Aa + 2 Ai Ai + 2 E01 A—1) + 2 A Aa

4- (2 Ai A) ^0 ^22 4 As 60 (Ά2 A Ά—2) A (2 ßß /'g ■ 1 Ab) (A.2 Ao A A_2 AlO

+ Ai Ai + Ao As + Λι Ai + A—ι A—1 + Ai Ai + A—1 Ai) A Ai A—1 

Ao A—2)■ ■ 4 A (AiAiA -A.—iA—-lA-AoAs-f- AoA—2AA2A0 AAu-Άι

+ Ai A—1 + A—2 Ao + Ai Ai —· A—1 Ai) + <?' ö0 A + 2 Aj A—1

+e A(A—1 + A—1)■ ■ A ■ ^0 a) Ai ß'A(A—ι-—A—1) + 6f8e0(Aa

A-—2) A 3 A (4 Ao A>s A 2 Au An A 2 A)i A_1) A 2 -ZA ß' _Ai A 2 -ZA e' _At

A 3 Ai (2 Ά2 Ao A 2 -A—2 -Ao A 2 -£21 An A 2 _A_x Ai._1) A 2 As <4 A2_t

2 ^2-1 = 4 A A-i A 4 («0 A — * a) <?o A-i A 2 A'i — 1 Al j (2 A-i A10 A 2 Aj_2 An 

A 2 Ai Ao + 2 Ao Ai A 2 A—2 Ai A 2 A0 A—ι A 2 A0i A2_2 a 2 An A1—2) 
- A2Zi_! A (“ A — «0 a) A·—1 + (- f A A \ «0 A -™«2 A'j (2 A10 Al

A 2 Ao Ai a 2 Ao A—1. A 2 Ai As) A 2 A (2Ao Ai A 2 Ai Ao — 2 A—1 Ao

A 2 Aa Ai 2 A—2 Ai ■ 2 A—2 Ai + 2AAi_1) A || A a «0 Aj (A0A1 

A A0A1A AoA—1 -A1A0 A Ai As Ai Ao~i~ A—.1 Ao·—Aa Ai) A^o A A—1

A 2A2(2AoAi+2AoAiA2AoA~iA2AiA2)A2A3Ai+(2^A--A>oAi

" 4 A *oAi + (2 «0 A A) (Ao Ao A A—1 Ao A Ao Ai + As Ai A Al As 

A Aa Ai A Ao A-i + A-2 A-i A Al Aa A A-i A_a) — 4 A (Ao Ai 

— Ao A-i — Al Ao + A-1 Ao A Ai Aa — Aa Al A Ai As — A-i A-2 
A A-a A-1 Aa Ai) + e {^- Er> — a0 A'5j A-a A e' A (— A—s — A-a)

e (2 ^ a° *'Z7'i) ^10 e A ( A—2 A A—2) A 6 a <?0 A—1 A 3 A (2 Ao Ai 

A 2 Ao Ai A 2 Ao A—1 A 2 Al As) A 2 Ao / (Ao A A—2) A 2 Aa e e0 

A 6 Al Al A 3 Ai (2 Al Ao + 2 Al Ao A 2 As Ai A 2 A-1 Ao A 2 Al As 

A 2 Aa A—1) A 2 A15 e As
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"S
X

-.

— As Z10) + e0 A2 Ex_2 + l- A2 (2 E10 E02 + 2 E01 Ex_x) + 2 A3 Em + (2 a* F'3

— AB) e0 A02—4Aa e0Z02 + (2 a0 A'3— A3) (As E10 + AX__2EM +A1_1En + Αυ A12

+ A01 E01 + Ai Ex_! + A10 Ev—2) 4 Fs (- - Eu Z1—4 + A01 Ai + At—1 Ai

+ E10Z12—EwZx_2 —E12 Z10 + Et_2Zw) — e' A6 — a0 A()A-i+6A8e3Ex_2 

+ 3 A8 (2 E10 A02 + 2 A01 Ex_x) + 2 A10 e E2_x + 2 A12 e A0i + 6 FXi e0 E12 

+ 3 Ff4 (2 E22 A10 + 2 A02 A10 + 2 -£-01 An + 2 A2i A^)

III! 1111

;

■ 1 I
*1

1 Si l·:

2P03 = 4 Pi A03 + 4 («0 P'i— ™a) As + 2 [a,F\-X-F] (2 A-s Ai + 2 A-i As 

-j- 2 A)2 A01 H” 2 2^12 Pl—1 Ί- 2 -^01 Al2 “Η 2 Al Αχ.—s) A j g A A 2 ^ 2

— i- «o Ag ) (2 Al A2+ 2 A—1 As) + 2 A (— 2 As Ai + 2 A—2 Ai 2 Ai As 

+ 2Ζχ_2Αι + 2 Aa A-i + 2A2A-1) + (—- A + «0^2) (+A1A2— Λ-1Α2

+ Aa Ai + AbA—1) + 2~ Ag (Ai A0ä + Ai—1 A02) + (2 öo Ag Ag) (As An

+ AiA12 + As A01 + A_2 A01 + A—2 Α1—1 + Ai A22 + Ai A2_2 + ^i-iAs)

— 4 a3 (a11z12 + a12 Ai + a01 Ab + a01A—s + e1_1z1_2+A—2 A_:l + a22z01
— Aä_g Z01) + / (4 A6 — «0 Ai) A-2 + *' A5 (A-2 + A-s) — ("A6 — ^0 A'6)e' As

— / Ae (A-s —A-s) + 3 As (2 An A02 + 2 A—i A0ä) + 2 A10 / A02 + 2 A18 / A22 

+ 3 Al4 (2 A22 An + 2 A2—2 Ai—0 + 2 A15 e A2_2

2PS1 = 2 |<z0 F'x — — Aj) (2 Ai A10 + 2 Ao An + 2 Ai A2o + 2 Ab Fx_x + 2 Ao A21 

+ 2 A-i Agg) — Aa Ai + (" A2 — a0 Ai) Ai + (— § As +-«0 A'g — -«0 Ag)·



(2 Ai Ao + 2 Ao Ai) I ^ E2 ( 2 Ao Ai 2 Ai Ao 2 A—ι A2 4~ 2 A2 Ai)

+ -^2 ™ Egj C Ao Al Ao Al Al Ao Al Ao) + ^0 A Al

"Η ~ Eg (2 ΑοΑι + 2ΑοΑι)+2^8^ιι + (2 <Zq Z' 3 A) ^0 Al+4 A ^0 Al 4~(2 α0-^ΰ 

■ A) (Ai Ao + Ai Ao + As Ai + A—1 Ao + Ai As + Ao Ai + As Ai 

4"~ AqEjl—1+ As Eg—-ι-!-Α0Ά1 +Ai E32 4“ A—iEg2) 4 A (—A0A1 — All Ao 

Ao Ai AjAgg-!- E20 A.—1+A2A1 EggZgg Ex—jZ2 0 Eg g Aa 4~ E21Z10
+ As Ai " As A—1) + e' (^2 A öoE-j Ao + 4 A (—Ao—Ao) —<?Ά (—-Ao

+ Ao) + 6 A 5o Al + 3 A (2 Ao Ai + 2 Ao Ai) + (2 As e' As + 6 Ai ^0 Ai 
+ 3 Ai (2 Ai Ao + 2 A—1A0 + 2 A2A1 + 2 E02 E01 + 2 A—g -Ei—1) + 2FVoer E10

2 P3—I 2 1^0 E'g 2 a) (2 A—1 Egg + 2 A—2 Al + 2 A—1 Egg + 2 Ao A—l + 2 Ao A—1 

4" 2 Ai A—2) A A—i 4' (2 A — «0 a) A—14- (— |- A 4- - a0 F2 — 4 4 E2'j 

• (2 A-1 Ao + Ao Al) + 2 A (—2 Ao A-1 + 2Ai Ao—2 Ai A-s—2A-sAi) 
I («0 E2 ~ a) ( Ao A-i 4~ Ao Ai Ai Ao - A—i Ao) 4~ A A—i

+ 2 A (2 Ao A-14-2 Egg E01) + 2 A A-14- (2 «0 Ε'ά—e3) <?0 A-i 4- 4 A <?0A-i 

4- (2 iZg Eg Eg) (Al E10 + A—1 E10 + Ao Egg + Aa Egg + Ai E20 + Ao E01

4™ A—s Ai 4- A—s A—i 4~ Ai E02 + Ao A—ι + A_i e2_2 + Ai Eg._2)

4E3 (+ E10Z01 E01 Ao Ά Ai E1JLEg0 + Ε1χΖϋ2 + E20E11—Έ01Α—2

Ei_! A—2 Eg_2 Z0i E02 Ai. + A—i Ao 4- Eg_g A—i) + e A (— A—2 

—E'_a) — 4 (~ E6 — E') Ao — «' E6 (— Z2_s + Z'_2) + 6 E8 60 E2_g

4“ 3 Es (2 E10 E1—1 + 2 E20 E01) + 2 E1S e' E10 + 6 Eg.g <?0 E01 + 3 Elt (2 Egg E10 

4~ 2 Ei_1E10 + 2 E12 En + 2 Egg E01 + 2 Ex_2 Eg_g) + 2 Ε1δ e Ex_a

2 P.32 (<a° Eg 2 Ejj (2 Aa E10 + 2 Ai E1L + 2 Ai Esl+ 2 Ao E2S) —■ E2Z22 + E2 

- »0 E(j Aa+(— f E2 + i ^ E' — 4 al E'') Ai+^E2(— 2Z10Z12—Z\x— 2Z21Z0g)



— («o Fl — J F2j Au Zn + e0 F2 E22 + ~ F2 E\x + 2 £s E12+ (2 a0 Fl — £3) e0 Ax2 

+ APneo^\iJr (2 a0 F!A—■ F3) (A22 E10 + A02 E10 + A01 En+ AX1 £01 + A2i Ex__x 

+ A—4 £21 + Ao £22 + A1U £02) ■—-4Fs (—EX1Z01 EaiZxt ·ΕΧ0Ζ22· EX0ZQ2
— EX_XZ2X + E21ZX_X + E22ZX0 — E02ZW) + d (~Fri — a0 F?j A2l+FF&(-Z21

—A4) —’e' £3 (—~Ai£ Ai) + 6 FaeüE22£ 3^78-®ii+ 6 £44^0 £02 £ 3 £14 (2£12£4o

+ 2 £χ_2 £40 + 2 -S1—1 £44 + £04) + 2 £45 £ £4 4

= 2 |<z0 £4 — — Fx j (2 A—2 -£10+ 2 A—1 £4—1+ 2 A—1 £2—1£ 2 AXq £2_2) - -F2Z2_2 

£ (— £2 -- ' «0 £2) A—2 + (--- g £2 +2 ^£2---- 2 £s'j A—1 + — £2 ( ' 2 £lO£l—2

---£1—1 £ 2 Z2—1 £01) 1 («0 £2 ~ £2! £1—1 £1—1 £ e0 £2 £2—2 £ ~ A £1—1

+ 2 £3 £1—2 + (2 ö0 £g ■—£3) e0 A—2 £ 4 £3 eo £1—2 £ (2 öo £3 £3) (£02 £10

£ £2—2 £10 £ £2—1 £11 £ £1—1 £'01 £ £01 £1—1 £ £10 £02 £ £n £2—1 £ £10 £'2—2)

■—■ 4£s(—£oi£i-i££i-i£oi££io£o2 £10 £2—2 A2A0 £11 £2—1 £ £2—1 £11
£ E2 2Zio)—e |~£β ■—■ <*0 £gj £2—1 ■ s Fs ( Ά—1 £ Z2—4) £ 6 £3 50 £2—2

£ 3 £8£i-i£2£42 e £4—4££432£20£6£44eo£o2£3 £u (2£42£10£2 £1—2£40

£ 2 £1-4 £11 £ £01)

= £ 2 |— -g £ä + — a0 Fl —- — a\ F2 j A20 Ai£ ~F2 (—-zZχχΖ2ϋ 2Z40Z21- -2Z22A—1)

— 2 |^o Fl — ~ £2j A20 Z1X + £ä £20 £11 £ 2 £3 £21 £ (2 <z0 £3 — £3) «ο Λι

+ 4 £3 ^0 Ai £ (2 «o £3 —-£s) (£14 £40 £ £10 £u £ Ai £20 £ £1—1 £12 £ £20 £01

£ £22 £oi££l2 £4—l + £oi £22) ·---4 £3 (--- £40^11 -Pu £10 £20^01" A2A-1

—- £0i£20 *—'£04£22" £4—iA2£ £22 Ai) £ 6 £s £20 £n£2 £12 6 £22£6 £44^0 P11

4- 3 £44 (2 £34 £40 £ 2 £24 £40 £ 2 E22 £44 4™ 2 £4—4 £go £ 2 £01 £12£ 2 £02 £1—1)

£ 2 £45 6 £20

— 2 |£2 £ ^ «o £2 ■—- - al £2') Ao A—1 £ ~ £2 (— 2 £10 A—1 2 A-i Ao

— 2z2_2zn) —2 (ä0 £2 — ^£2) AoZ1-1 £ £2£20£1-1 £ 2£3P2-1 £ (2 «0 A



— Fa) e0 Λ-ι + 4pi e0 Z2_x + (2 aQ F^—Fg) (Ax__x Exo + Ax__2 Exx + Aox E20 

+ A2a Eox + A2__2 E01 + Axo Ex_x + Aox £2—2 + Zlt Ex_2) —4 Es (—- Z?10Zx_x 

Ά—1 Ao ’ ' Ai Ά—:2 + Άο Ai · ■ -fi’oi Άο 1 Ai Z2__2 -—■ Ex_2 Zxx —■ E2__2 Zox) 

+ 6Εά E20 Ex_x + 2 P12 / E20 + 6 /714 e0 + 3 (2 Eox Ex0 + 2 E2__x Ex0

+ 2 £20 E11 + 2 E02 EXi + 2 Ex—g Ai + 2 £2-2 A-i) -I- 2 Fxe e' E2_2

2 Pi2 = - P2 (— 2 Zx0 Z22 — 2 Z21 A) + 2 Fs E22 + (2 ß0 P' — P,) <?0 v422 + 4 Fse0 Z22

+ (2 «0^3-P) (As A0+A1Α1+Λ0A2+A1A1+A1Ai)—4ps (-£uZu 

'Άο Aa AsAo A1A1 AiAi)+ 6 Ai 60 As+3 FXi (2 E22 Ex0+ 2 E02 Exo 

+ 2 -£01 Exx + 2 Ai A—1) + 2 P15 E2x

2 P*~2 = 2 F'l(r~2Zl° A-s — 24-i^i-i) + 2PsA-s + (2 «oF'2—ijj^ A>-2 +4^360Z2_2 

+ (2ß0 E'3—F3) (A-s Exo + A2_x E01 + Ax_x Ex_x + Aox E2_x + A10 Ex_2) 

^E-ii EX__XZX__X E10 Zx_2 Eox Z2__x ■ -Ex_2Zxo-{- E2__xZ01) + 2 FX2er E2_x 

+ 6 FXi e0 A-s + 3 Fxx (2 As Ao + 2 A_s Ex0 + 2 E2_x Exi + 2 Ex_x) Eox)

2Pl3==.2 (a° F[ ~{F) <2 As Ai + 2 Ai EX2 + 2 As Ai + 2 A-i E22 + 2AXX E02

+ 2 (- | F2-\~l auFt-lat F.'j A01 A02 + ± F2 (- 2Z12 Zn + 2^_2 Z,

+ 2Zx_xZl2—2 Z22Z01— 2Z02Zox) + (a0F'— 2 E2j(—A01Z02~A02Z01) +F2 E0XE02

+ (2 «0 A™ P) (As E1X + A-s Pn + A-s Ai+ Z0s £w+ Ai As+A-xE02 

+ A1 E2_2+A01 Ex_2)—4F3{ExiZ22-\-EliZ2__24rE2X Zx_2—Ex_x Z02~EX_2Z01

+ E22Zxx + E02zx_x — E2_2zxx) + / |l P5 — ß0 P'J Z0s + / P3 (—Z02 —Z0'2)

(2 Fe ’ a° F&) As ^ Pb ( As + z02) + 6 P8 Ai E02 + 2 Ao p12 

+ 3 Pi (2 E2—2 P01 + zEx__2 Ex__x) + 2 P15 e' Ex__2

2Pm = 2 (^0 Pi —] p) (2 Z2_2 S14 + 2 A_2 P01 + 2 A02 Ex__x + 2 Ax_ 1 P02 + 2 Ax -j E2_2

+ 2AoxEx__2) + 2 (— |p2 + ^0Ps— ^P') Λ1Α2 + ^p3 (+ 2ZX_XZX1

11





2 P3—3

2 iV

2Pä-x =

+ ^ +5 (~ -^22 4a) - + +ß ( ' 43 + 4ä) + 3 +14 (2 +1—2 +11 + 2 4_χ E12

+ 2 +02 +01) + 2 F+ E12

= 2 (βο +( — - +1) (2 +2-2 +!_i + 2 +x_i +3_2) + ^P3 (2 4_a z01 — 2 4_2 4_1) 

-f (2«0 F's — +,) (+2_2 +1X + +x_2 4X + v402 £h + v41_1 42 + 4^ p2_3 

+ Λ1 +i-2) — 4+3 (—+ll4-2— +0l4-2+ +I_i42++l-24l—+0ä4-l 

+ E2_2Zn)—A (-.Fe—%F^A^+2F12 e' +x_2 + 3 PX4 (2 +x_2 44+ 2 Eh ;tEn 

+ 2 4s +01)

(2«o +(—+3) (+21 +10 + +20 +„ + +n 40 + 4„ Ex__x + A10 E2i + 4_, 42)

-4-^3 (— +10 4i — +n 40 — eso 4, — 4__x 42 — Eai z10 — 4, 4_j)

+ 6+14 <?„ 4, + 3 Elt (2 4X +xo + 2 +,n A\,0 + 2 4_x E1B + 2 E22 E01)

(2 a0 Fi—Fs) (+3_x +io++2-2 ^ii+4-ι +20++20 +i_i++10 +2_i + +lx 4_2)

— 4 F.a(— Ex0 4-1 — +1 1 4-2 +20 4-1 — + 1-1 4o — +2-1 4o — E2 2 4i)

+ 6P14 g0 4-1 + 3 Fti (2 +x_x 4o + 2 4-2 4i + 2 E0140 + 2 4_s 4j)

2PS2

2 P,

= (2 «0 +^ +3) (42 4o+ 4i 4i+4i +21+ 4o +22) — 4+3 (—4o4a — ^ü4i

- 4i 4i—4o 4o) + 6 p14 g0 p2a + 3 /7l4 (2 42 4„ + p ^ + 2 p21 p01)

(2 a0 Fs —Fs) (4_g 40+ 4-14-1+ +1-1 4-i+ +10 +2-2) — 4 4 (—Px04_3 

4—14—i —- 4—i 4—i 4—a 4o) + 6 P14 <?o 4—2 + 3 4* (2 +i_2 p10 + p?

+ 2 +2—1 +0l)
1—1

2P,„ =

2P4-3

(2 «04 4) (42 4l + +11 4s + +22 +01 + +01 42) — 4+3 (~+11 42 ~+12 4l

- +22 +01 — +01 4s) + 3 +14 (2 +02 +11 + 2 P01 PX2 + 2 PS2 Ex_x) + 2 J% + 4g

■ (2ÖQ+3 — +3)(+2_2+01+ +l_2+l_l + +0l+2_2 + +1_1Pi_2)— 4+3 (—+01 4-2

+, -1 +1-2—+1-2+1-1 + 4_ä ZQ1) +2 +12 ++2—2 + 3+14 (2 +2-2 +11 + 2 Ρχ_2 E01 

+ 2 424—i)

(2 «o +3 — Fs) (+20 +10 + +2-1 +11 + +10 +20 + +21 +1-1 + +ι_χ 4χ + Αχ1 Ρ2_χ) 

+ 6 +14 .0 +20 + 3 +14 (+10 + 2 +1—X +n + 2 4l +01 + 2 4_, P01)



2 P53 = (2 a0 Ρ'Ά-—-F3) (A22 En + AL1E22) — 4P3 (" ' Pu ^22' 'PasPu) + 3 Pu (2 P12 Pu 

+ 2 P22 F01~)

2 P 5_3 = (2 «o — P3) (Λ-2 Pl-1 + Λ-1 P»-!») — 4 P8 (— £1-1 Z2-2 ~ ^2-2 ^l-l)

4~ 3 Pu (2 E2—g -E01 + 2 P*—2 Pi—1)

2 P00 = 3 P14 (2 P20 Pio + 2 E2—1 Pu + 2 £21 Pi—1)

2 P(ll = 3 P14 (2 ii21 P10 + 2 P20 Pu + 2 E2o Pi—l)

2 Pg—! = 3 P14 (2 P2_1P10 + 2 P2—2 Pu + 2 Ρ20 Pi—1)

2 P((2 = 3 P14 (2 P22 P-10 H“ 2 P2I Pli)

2 P6_= 3 P14 (2 P2—2 P10 + 2 P2—1 Pi—1)

2Po$ — 6 F14 Ζί22 Pn

2 Pg—3 = 6 P14 P 2—2 Pi—1

Die linke Seite unserer Gleichung, die Funktion <? erhält bei Substitution von

e = e0+ E= e0 +Σ 2 Ea(i cos (αζ0 + βζί) und von ζ = ζ0 + Σ 2 Ζαβ sin (<χζ0 + βζό) die 

Form:

(23) & — Sa Z\ Σ 2 4χβ («·®ι d" ß ^i) cos (κζ0 -|- ß ζο) d- P Ά

+ E Σ 2Zaß (a^1 + ß4) cos («ζο + βζό)ι

wo E = Σ 2 Paß cos (<χζ0 + βζί) zu substituieren ist.
Gibt man der rechten Seite nach Ausführung der erforderlichen Operationen die Form:

(24) ^ = Zoo + Σ 2 Paß COS («ζο + βζο), 

so haben die Koeffizienten Z00 und ZKß die folgende Bedeutung:

(25) Z0# = <?0 D + 2 Pio-^io zt + 2 PiÄ i*x + 4) + 2 P01P01 4 + 2 Pi—1^1—1 (A — zi)

+ 2 PuPu (Ά d~ ^1)

2 Z10 = 2 <?0Z10%+ 2 A104PiqP20 «1+ 2 Pilsen4+2 Pu4(2%+ 4) + 2 P^io^i 

+ 2p01Zn (s1! + 4) + 2 Poi^l-1 4l—'4) + 2Pl-1^01 4 + 2 Pl—1^2—1 (2 zi ^1) 
+ 2 A2l-2"ll (^1 + 4) ~~l· 2 P2—1 Pl—1 Ol ,’0l)



2 Z2o — 4 «0+20 + 2 +20 0χ + 2 +10Ζχ0 2t + 2 jE?u Ζχ_χ Ol---4) + 2 S01Z21 (2 0χ + 4)

+ 2 +01 +2—1 (2 - 4) + 2 +ι_χ-Ζ'χχ Ol + 4) + 2 +21+01 s[ + 2 -Zig_χ+οχ 4

2 Ζ20 = 6 e0 Zso zx + 2 Z?30 0χ + 4 +10 Z20 z1 + 2 ΖΓχχ Z'2_1 (2 0X —- 4) + 2 ,Z?20 Z10 ^

+ 2 +1—1 +21 (2 0χ + 4) + 2 E21Z1—x Ol -----·Ζ[) + 2 +2_χΖχχ Ol + 4)

2 Ζίΐχ, = o

2 Zu = 2e0ZL1 Oi + 4) + 2 +n 0χ + 2 +10Z01 4+2 Z?10Z21 (2 0χ + 4) + 2 £χχΖ23 (2 0χ 

+ 2 4) + 2 E20 Ζχ_χ (4 -0χ) + 2 Ζί12 Z01 4 + 2 +01+10 0χ + 2 Z?01Z12 4χ + 2 4) 

+ 4+ι—1+J0 #ι) +4+ι—ι+02 0’ι + 2Ζ?21^-χΟ0χ+2+'22^χ14χ+4)+2 Ε§2Ζγ_χ Οι ■—·4)

2 Ζ12 = 2 <?0 Ζχ2 4χ + 2 4) + 2 +12 Οχ + 2 4) + 2 +10 +22 (2 *χ + 2 4) + 4 +10+02 4 

+ 2 +11 +01 4 + 2 +01+11 Οι + 4) + 2+χ„ι+21(2 0χ + 4) + 2 Ε21 Ζχ_χ 0--4) 

~1~ 2 -δ'22^10 -^l ~i~ 2 J%02^10

2 +01 = 2 «0+01 4 + 2+οχ ^1 + 2 +10 +ιι Οι + 4) + 2+ιο Ζχ_χ Οχ — 4) + 2 +χχ +χ0 4 

+ 2 +11 Ζ18 Οι + 2 4) + 2 +χ2 Ζχχ Οι + 4) + 4 +01 +02 4 + 2 +χ_χ Ζχ0 *χ 

+ 2 +1—1 +1—2 Οι 2 4) + 2+02+01 4 + 2 + χ—2 Ζχ_χ Οΐ---- 4)

2 Ζ,_χ = 2 60+1-1 0ι~-4) + 2+χ_χ 0χ+ 2+χ0Ζ01 4+ 2 +10 Ζ2—χ (20χ — 4) + 4+ιι +20 0χ

+ 4 +11 +02 4 + 2 +20 +11 Οι + 4) + 2 +01 +10 ^1 + 2 +0χ Ζχ_2 Οΐ --- ' 2 4)

+ 3+1—1+2—2 (2 ^1 2 4) + 2 +02+11 Οι + 4) + 2 +2—1+10 ^1+2 +2_2 +χ_χ Οΐ

%) + 2 +1—2 +01 -1

2 Ζχ_2 = 2 0Ο Ζχ_2 Οι — 2 4) + 2 +1-2 *1+4 +10 +02 4 + 2 +10 Ζ2_2 (2 0χ — 2 ζ[) 

+ 2 +χχ +2-1 (2 Ιχ — 4) + 2 +01 +1-1 Ol — 4) + 2 +1-1 +01 4 + 2 +02 Ζχο 0χ

2 Ε<%—1^11 (-S*! + •S’i) ~\~ 2 Ε<±_2 -^ΙΟ

2 ζ21 = 2 «0+21 (2+ + 4) + 2 +21 *ι + 2 +χ0 Ζχχ Οι + 4) + 2 +11 Ζ10 *χ + 2 +20 Ζ01 4 

+ 2+Χ2+1-Χ Οι—4) + 4+01+20 *1 + 4+01+22 Οΐ + 4) + 2+1-1+12 Οΐ + 2 4)

+ 2 +22+01 4

2 Ζ22 = 4 «0+22 Οι + 4) + 2 +22 *1 + 2 +10+13 Οΐ + 2 4) + 2 +χχ4χ Οΐ + 4) + 2 +χ2 Ζχ0 0χ

+ 2 +01+21 (2 0χ + 4) + 2 +21 +01 4
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(]g „ Tg) τ-Tg ζ-ζΉ ζ + (τΖ — Tg) ε-Bg τ egg

(J* + T#) χχΖζζ3 ζ + C2, + τ^) ζζΖτχ3 t = ssZZ

Qz__ig) χ~~ιΖζ~χ3 ζ +xZX{)Zzz3 ζ + (ΧΖ ζ +χ* ζ) zzZVi3 ζ + (ΧΖ ζ ι^> * ΤΖΤ ι3ζ = ζ "ΖΖ

)ζ x<yzzz3 ε + (^ + τζ) ΐΖζΧ03^ + QZ + τ^) χχΖζχ3 ζ + QZ ζ + Τ;?) ύΧΖχχ3 ζ — Ε"Ζ £

TOgB—Tg £ (Tg. _|_ Tg) ITgB—Bg Ζ _|_ (Tg Tg) ΐ_Β°3" 2 + ®°Ζ * *3^ +

Qz ζ - **) ζ + Ο ~ τ0 S~SZ χχ3 * + τ* *~τ3 ζ + QZ Ϊ-Χζ) *~'Ζ °* ζ = Ε~ΤΖ Ζ

Qg + %) ™ζτ~χΞ ϊ + QZ + τιΖ50>7· ζ + Ο3-—^ χ~χΖζζ3 ζ +

(Tg. 3 _|_ Tg) BTgTOg ε + J3, τοΖ ®τ3" ζ + ΧΖ ζαΖχχ3 ^ + Χζ ®τ37 ε + G3 ξ + Τ0) εΐΖ0? 2 = εΙΖ g

Tg. ΟΤg B-Bgr 3 _|_ (Tg _ Tg) Mg T-Sg- 3 _|_

(Tg _ Tg 3 ) T-Bg Mg 3 + (Tg _ Tg) 6-Bg OTg ^ + Tg Mg 2 + Qg 2 — % £) ^Z ^ ^ Ζ Z

Tg OTgBBg z _}_ (Tg Tg) TTgTEg 3 _|_

(Tg _j_ Tg z) TTZ tTg- ε + O + Ts-) B5z 0ΤΣ7 > + XZ z + 03 z + xz £) zsZ z = ™z Z

(Tg + Tg) TTg B-Bg 3 + Tg ΟΤz T Bg- τ _|_ Tg OBg Τ' Tg- *+()* — %) ^ ™3Z +

(Tg Tg) b—Bg TTg i7 + (XZ'—τ* z) T~‘3z0T£T 2 + xz x~z3 z + Q~Z —Xz £) t-~sZ °5 z = T—*Z 2

(Tg „Tg) MgBSg 3 _|_ Tg OTgTBg z + (Tg + g) BBg Mg ^ + 

(Tg_|_g)TTz0Bg-z _j_ Tg OBg TTg > -f (Ts- + Tg z) TSz0Tg-3 _|_Tg TSg- 2 + (> + ^ £) ^Z®9 Z = ^Z g 

(Tg + Tg) TTZB-T^ 3 + Tg T0ZB0gr 3 + (Tg 3 + Tg) B^T-Tg- 3 +

Tg BOzTOg- ^ _|_ (Tg _ Tg) T-TZ BTg- 3 (Tg 3 _ Tg) B-^TT3 3 + Tg 80gr 3 _|_ Tg 80z O3 ς, = £0Z g

Tg ΟΤz B Tg- 3 +Tg T0Z T-Bg3 + (Tg _ Tg) T^Z M3 Z +

(Tg „Tg 3) T-BZ TOg- 3 + (Tg 3 „Tg) B-TZ OTg 3 + Tg B-B^ 3 + (lg — lg) «^>Z * = ^Z S

(Tg _)_ Tg) TTZB-Tg- 3 _J_

Tg T0Z B-Bg 3 + Tg 0TZ T-Tg 3 + (Tg 3 _ Tg 3) B-Bg TOg 3 + Tg OB^Og t + Tg TOg OBg 3 +

(Tg 3 _ Tg) B-TZ TTg 3 + (Tg „ Tg) T-TZ OTg 3 + Tg T-Bg Z + Cz— x* z) T”BZ z = Τ_·®Ζ Z 

TgOTgB-Tg 3 + (Tg + Tg) nZT-Tg3 + ]g 10g TOg 3 + Tg OTg BTg Z + ()g —

Tg) T-TgTTg 3+(Tg3_ Tg) B-Tg OTg 3 + (Tg 3 + Tg) BTg OTg 3 + Tg BOg 3 + Tg BOg Og Ϊ = BOg g

zf



Die rechte Seite der Gleichung für e — erfordert außer der schon erfolgten Darstellung

VOn 6 57 weiterhin die Entwicklung von e Da nach (15): ^ = ε00 + Σ 2 εαβ cos (αζ0

+ βζό)» wo die Koeffizienten ε00 und 2 εαβ unter (18) gegeben worden sind, so folgt 
hieraus:

dz
(26) e = e0 εοο + E ε00 + e0 Σ 2 εκβ cos (κζ0 + ß ζό) + Ε Σ 2 εαβ cos (αζ0 + ß ζ£),

oder wenn: E Σ 2 εαβ cos (κζ0 + βζ') = G00 + Σ 2 cos (αζ0 + βζ') gesetzt wird:

C27) e dt = e°S°° ^00 + Σ (2 Ξοο + 2^0εαβ + 2 £αβ) cos (αζ0 + αζ£),

wo die Koeffizienten ί?αβ folgendermaßen definiert sind:

(28) G00 = 2 E10 ε10 + 2 2Γη εη + 2 S01 ε01 + 2 s1—1

2 G10 = 2 E10 ε20 + 2 e01 + 2 En sai + 2 E20 ε10 + 2 E01 εη + 2 £1_1 ε2_χ + 2 ES1 εη

+ 2 E2_± ε1_1 + 2 E^ s01 + 2 ,E01 El-1

2 G20 = 2 ^I0 e10 + 2 -S’n £i_i + 2 E01 ε21 + 2 S01 ε2_ι + 2 £1_1 εη + 2 E21 ε01 + 2 E2__t

2 G30 2 E10 ε20 + 2 En ε2_1 -(- 2 Z?2o ε10 -f- 2 -£)—t ε21 -j- ^21 ε1_1 + 2 ,£2_t ε11

2 Gu = 2 7j10 ε01 + 2 £·10 ε21 + 2 ii'lt ε22 + 2 E20 ε1—1 + 2 E12 ε01 + 2 E01 ε10 + 2 Ε,

Τ' 2 -Gr—ι ε2ο + 2 εϋ2 + 2 £21 ε10 + 2 E22 εη + 2 £02 ε1—1

2 GI2 = 2 Εί0 ε22 + 2 i?10 ε02 + 2 ε01 -+- 2 £01 εη + 2 ε21 + 2 ΕΆ ε1—1 +2 Ε,

Η- 2 -^02 ε10

01

01 «Ί2

22 «ΊΟ

2 Gttl — 2 2?10 εη + 2 JE10 ε1—1 + 2 £11 ε10 + 2 ϋ'11 ε12 + 2 i?12 ε1χ + 2 Ε0ί ε02 + 2 Ει_1 ε 

+ 2 ^1-1 Si_2 + 2 Äos ε01 + 2 Ε±_2 ε1_1

2 ^ 1 = 2 Gio εοι + 2 -Gio ε2—1 + 2 ΕΧ1 ε20 + 2 Εη ε02 + 2 £20 εη + 2 Ε01 ε10 + 2 Ε01 εχ_

+ 2 -Gl—1 ε2—2 + 2 Ζ?02 εη + 2 Εζ_t ε10 + 2 Ζ?2_2 ε1—1 + 2 ^Γ1_2 ε01

2 G^ = 2 Ε10 ε02 + 2 £·10 ε2_2 + 2^ ε2__1 + 2 Ε01 ε^ + 2 ε01 + 2 Eos ε10 + 2 Ε2_χ ε

+ 2 Ι?2—2 εΐ0

10



2 G21 = 2 Evo en + 2 Eyy ε10 + 2 Ew ε01 + 2 Eia ε[—1 + 2 -E0i eao + 2 £oi s22 + 2 ι Da 

+ 2 -£"22 ε01

2 G2S = 2 .E10 ε12 + 2 üu sn + 2 E12 ε10 + 2 Äoi ε2ΐ + 2 soi

2 G02 = 2 Ä|o ε12 + 2 £10 εχ_2 + 2 £n et_! + 2 £12 ε10 + 2 E01 ε01 + 2 Ex__t εη + 2 ^i-a ε10 

2 G2—1 = 2 ii10 εχ_! + 2 Ζΐ^ ε1_2+2 Ew ε01 + 2 E01 ε20 + 2 Ζ?0ι ε2_2 + 2 ε10+ 2 -£2—2 εοι

+ 2 i?l_2 ειι

2 G2_2 = 2 E10 εχ_2 + 2 £01 ε2_1 + 2 E1_1 ε1—1 + 2 -Ε2_ι εοι + 2 -£ι_2 ειο 

2 G#3 = 2 + 2 Ζί12 ε1_1 + 2 Z?01 ε02 + 2 i?x_i ε12 + 2 ii02 ε01 + 2 Ex„2 εχ1

2 G31 = 2 ii10 ε21 + 2 i?xl ε20 + 2 i?2ο ειι + 2 i?i_i ε22 + 2 Z? 21 ειο + 2 ^22 ει—1 

2 G3_x = 2 Z? 10 ε3_χ + 2 Ζί n ε2—2 + 2 Ζί 20 εχ_χ + 2 /?!_! ε20 + 2 Ζ?2_2 ε1χ + 2 Zs2—ι ε10 

2 G32 = 2 E10 ε22 + 2 Z?n ε21 + 2 Ε2ί εη + 2 Ενί ε10

2 G3_2 = 2 £10 ε2_2 + 2 E^ ε2_χ + 2 £2_x εχ_χ + 2 £2_2 ε10

2 G1S = 2 εΰ2 + 2 EX2 εοχ + 2 Ε0ί ε12 + 2 Ε22 εχ_χ + 2 -Ε02 εη + 2 .£ι_ι ε22

2 Gx_3 = 2 Ζ?η ε2_2 + 2 Ζί01 εχ_2 + 2 ,5'1_1 ε02 + 2 Ζ?02 ει—ι + 2 Ζ?2—2 ειχ + 2 Zf^g ε01

2 G23 = 2 Ζιη ε12 + 2 Ζί12 εη + 2 Ζί01 ε22 + 2 Ζ?2_2 ε01

2 G2_3 — 2 i?i_i εχ_2 + 2 ii 01 ε22 + 2 Ζί22 εοι + 2 ^ι—a ει—1

2 G33 = 2 Ζ?χχ ε22 “Η 2 Ζί22 ειι 

2 G3 3 = 2 _ι ε3—2 "Ή 2 Ζί 2—2 ει—1

Weiterhin ist zur Darstellung der rechten Seite von e noch die Funktion e (n 2 n') 

als Doppelfourierreihe zu entwickeln, wobei für n die schon vorhandene Reihe (11) zu 

benutzen ist. Da
e (n — 2 n') = e0n — 2 <?0 ri + E (n — 2 ri), 

so bleibt noch die Entwicklung der Funktion E (n — 2 ri). Setzt man allgemein 

E (n — 2 ri) = n0 (fl/0o “h Σ 2 Mxß cos («ζ0 + ß ζο),



so lautet schließlich die Definition der neuen Koeffizienten Μα^, wenn noch zur Abkürzung
2 71*

i----— = N gesetzt wird, wobei also N von der Ordnung der Abweichung der mittleren

Bewegung des gestörten Körpers von der Kommensurabilität ist, und mit Rücksicht auf 
die Reihe En = n0^E — ^ A E + Α2 E + · · -j, wie folgt:

(30) M00 3 Ao Ao 3 Ai Ai '3 Ai Ai1 · 3 A—1 A—1

2 M10= ζΕίϋΝ ■ 3 Ao A20 3 Ai A0l- ■ 3Ai A21 — 3 Ao Ao'—■ 3 E0l Ai —- 3 E01 A1_1
3 Ά.—1 Ai 3 —1A2—x 3 -Αι A.1 3 E%—1 A. 1

2 M2u= 2 E20 N— 3 E10 Αχo — 3 Εχχ Αχ_χ — 3 E01 Αι— 3 E01 Aä — 3 Εχ__χ Axi—3 Ai Ai 
3 Α—1 Al

2 Mm zE-wN 3 Ao Ao -3 Εχχ Α—ι—-3 AoAo—-3A—1A1—3 ΑιΑ—ι—3 A—jlAi 

2 Mi0= ο

2 Mit 2ΕχχΝ 3 Ε10 Α01 3 Αο Αι—- 3 Αι As—3 Ε20 Α—ι — 3 Εί2 Α01— $ Ε01Α10

■ 3 Ε01 Α12 ■ · 3 Εχ_ι Α20 3 Α—χ Α02 3Ε21 Α10 — 3 Ε22 Αι —- 3 As AL_L

2Mlä= 2Ε12Ν· -3 Εί0 As — 3 Αο As — 3 Αι Αι—3 Αι Αι~ 3 Α-ι Αι~ 3 Αχ Α-ι 

' " 3 Ε22 Α10 - 3As Αο

2Μχχχ— 2ΑιΝ 3Αο Αχχ — 3Εί{χ Αχ_χ — 3Αι Α10 — 3 Αι Α12 — 3 Ε12 Αη — 3 Ε0ί Α02 
3 Εχ—: Α10 3 Εχ—χ Αχ—2 3 As Αι —- 3 -Α_2 Α—ι

2 Μχ__χ= 2 Εχ_χ Ν— 3 Αο Α0χ — 3 Αο Α_χ— 3 Αι Αο— 3^4-3 Αο Αχ—3 Αι Αο 

"3 Αι Α—2 3 Εχ—j Α—2 - 3 Εq2 Αχχ —- 3 Α—ι Αο — 3 Α—2 Α—ι

' 3 Εχ—2 Aqx

2 Μ-a - 2 A-s ^ — 3 Αο As — 3 Αο A-s — 3 Αι Α-ι — 3 Αι Α-ι — 3 Α-ι Αι 

3 As Αο 3 Α—η Αι " 3 Ε2—2 Αο

2 Μ31= 2 Αι Α — 3 Αο Αι ■— 3 Αι Αο — 3 Αο Αι — 3 As Α—1 — 3 Αι Αο — 3 Al As 

13 Εχ—ι As 3 As Αι



2 M22 = zE22N—- 3 Ao As —3 Ai Ai" 3 As Ao" 3 Ai Ai 3 Ai Ai

2 Mn= 2 £0ΪΛΓ— 3 Ao As — 3 £10 A-a — 3 Ai A-i—3 As Ao—3 Ai Ai“ 3 A-i Ai 

•— 3 A—2 Ao

2 Μ2_1== 2 E^N— 3 Ao A-1— 3 Ai A-2— 3 Ao Al— 3 Ai Ao— 3 Ai A-s— 3 A-i Ao 

— 3 A—2 Ai ■ 3 A—2 Ai

2 M2_2= 2 £2_s iV--—- 3 Ao A-a — 3 Al A-! —3 A-1 A-1 — 3 A-i Ai — 3 A-a Ao

2 M03= 2 As N— 3 Ai A-a“ 3 Ab A-i“ 3 Ai As— 3 A-i As"3 As Ai“ 3 A-a Ai

2 M31= 2 £81 Af— 3 Ao Ai— 3 Ai Ao—3 Ao Ai—3 A-i Aa“ 3 Ai Ao— 3 As A-i

2 Ma_i= 2 A-i ^ — 3 Ao A-i — 3 Ai A-a — 3 Ao A-i — 3 A-i Ao ~ 3 As Ai 

—· 3 A—1 Ao

2 M32= 2E32N—-3 Ao As— 3 Ai Ai 3 Ai Ai ' 3 As Ao

2 M3_2= 2 E3_2N— 3 Ao A-s — 3 A-i A-1 — 3 A-1 A-1 — 3 A-s Ao

2 M13= 2 Ei3N—- 3 Al Aa— 3 Aa Ai — 3 Ai Aa — 3 As A-i“ 3 Ab Ai~ 3 A-i As

2 M2_3= 2 N — 3 Ai A-s — 3 Ai A-a — 3 A-i As — 3 As A-i " 3 A-s Ai 

•-- - 3 1—2 Al

2 M23= 2 Zi2S N— 3 Ai As — 3 Aa Ai — 3 Ai As — 3 As Ai 

2 M2_3= 2 E2_3N— 3 A-i A-a — 3 Ai As — 3 As Ai — 3 A-s A-'

2 M33= — 3 Al Aa —3 As Ai 
2 iVf3_3= -3 A-1 A—2 ' 3 A—2 A—1

Damit sind nunmehr alle erforderlichen Entwicklungen für beide Seiten der Differen

tialgleichung für 6 ^ ausgeführt, so daß sie jetzt die Form erhält.



(3 Ο
άζ -

e Ao + -Σ 2 Ζαρ cos (αζ0 + ß ζρ) =

— e0 ε00 + (70O + Ao + -Σ' (2 ε00 Aß + 2e0 εαβ + 2 Aß) cos (αζ0 + βζ0') 

+ e0 n0 [7V’-|-7V’0o+ Σ 2 Aß cos (αζ„ + βζό)] + n0 [J/00+ -Σ 2 4/aß cos (αζ0 

+ βζό)] + -Σ 2 Aß cos (αζ0 + βζ£).

Für die Differentialgleichung für ζΖ:

(32) dx: dz,

sind die erforderlichen Funktionen bereits entwickelt worden, so daß nur eine Zusammen-

ziehung der Reihen für — und n verbleibt.
dt

Die die Dimension und die Form der Bahn festlegenden Elemente a und e folgen, zu
nächst a, durch die Integration der Differentialgleichung:

(33) da _ 2_ 9_Ω 2 /3Ω , 3Ω\ 2i2
dt na dt

2 /3 Ω 3 Ω\ 2 k? m ,
~ η~a [Τζ +W!= fia V2 * sin ζ“ 2 A * sin 2 ζ — A e' sin ζ'

+ 2 F~ae e' sin (ζ -(- ζ') ■—·ι A /2 sin 2 ζ'),

wobei die rechte Seite gemäß der getroffenen Festsetzung auf die Glieder 2. Grades be
schränkt worden ist.

Die Entwicklung der rechten Seite von (33) nach Potenzen von e0, e' A E Ζ \i Z’ 
ergibt: ’

(34)

(35)

da_ 2 k? m
dt noao lri + A + τ3 + A + rb\, WO

a F* ('a) ^ sm ζ - *o A (O sin ζ0+ΕA sin ζ0+|<ζ0 A + ~ Aj <?„ Λ sin ζ0 

(ö° "^’2 ) 2 ^2) F ^ s*n ζ° A cos ζ0 -f- A EZ cos ζ0

rji 77-0 &Q g
2 = ~ 2 AA Fa ('d)e Sln 2 ζ = — 2 A («0) [4 sin 2 ζ0+ 2 e0E sin 2 ζ0+Α sin 2 ζ0]

n0 a0
n a-AA / sm ζ'------/ |a (<%) sin ζ'+ (4 Fi + ^ j?,J Asin ζ, +FiZ' cos ζ-j

n a; a Fb (-'d)ee’ Sln (ζ + ζ') = 2 A («o) e' [e0 sin (ζ0 + ζ') + E sin (ζ0 + ζ')] 

W ^2 sin 2 ζ' = - 2 A («0) A sin 2 ζ'.



Der aus der Entwicklung der Ti folgenden Fourierreihe nach ζ0 und % geben wir 

die Form:

(36)
da 2 k? m 
dt noaa

Σ 2 aa? sin (αζ0 + βζά),

wobei die von den Aaß, E,xß Zaß und Z;ß abhängigen Koeffizienten «aß in folgender 

Weise definiert sind:

120 — £2 Ao + f — E2 + a0 £2 ,+ 2 Ai A(37) 2ai0 = eQF2 — e0^Ea + a0E^

_£u A-i + 2 A1A1 — A_i Ai + 2 A-i A-i) + *oA Ao + ^2 (Α0Α0 

+ £uZh + £χ_ι Zn) — 2 £3 (2 Ao + 2 £0i Ai + 2 Ai A-i) | (ϊ F*

+ a0 Ε,ή(—Αη + Α χ_χ) + £4 (A1 + A-i)] + 2 A «' (Ai — Ai)

2 a20 = ,0 (LF, + £') Z10+A£10+ A(Ao+Ao) + A<2A0A0-A1A1+A1A1

+ 2e, (4+2s;„+2 £?,+ 2 £ä,+2SLO-«[-A ^

+ e, (z;* + zj_i)—«. e; a „ + 2 e,z £,-i]

2 „„ - (1Z. -u «„ Zi) -4«, -r /'= /;» - (1 Z, + z> fi) '£,» £,: Λ£|-1

+ Z« Z«0 + Z„ (£,„ Z,„ + + £1-. Z1‘) - 2 ^ (2 "« £‘° + 2 £“

+ 2 £01 £1—1) + 2/ £5£2—1

2 = (I £2 + ö0 £') (£10 Ao+Ao Ao) + e0F2Zs0+F2 (£10A0+AoAo) ~ 2 A(2 Ao

+ £χο+ 2 £11 £1—1)

2 „„ = «, (i Λ + *, z;) (A-A,) +z, (£„, -£„) + (j Λ + *» n) (£.· A-

- £01 Ao + £01 As + £0a £01) + £2 (Al + Al) + £2 (2 £10 Al - Ao A—1
+ £20Z01 - £01 Ao + £oiZoä + A-1A0 - As Al) - 2 £3 (2 *0 £1-1 + 2 Al £10)
— e' ["+ £4 + a0 Fij (Ao~ Z12) + £4 (Ao+ As)] + 2 A («0 — £22)



2 a12 = e0 |2 A + «0 a) As + A As + A + “ a) (—- Ai Ai4" Ai A—A Al Ai

■I" A—1 Ai) 4~ eo A (As 4~ As) 4~ A (Al Ai Au A_1 4~ -Ai Ai 4· -A_i Ai)

— 2 A (2 60 A-2 + 2 Al A-i) — 4 (l A+ % a) Al + AAl + 2A/ Alj

2 ο« A + ßo A I (— Ai+A—1 Άι+E1—1) + (Λό A + — a] (—A0A1
~r -Ao Ai ' -^20 A—1 4~ A 1 2^20 4" -AL Ais -A—]_ yiso -£\_± A>2 -j- 4?02

Ab A—1) 4- eo A (Ai A—1) 4- A [2 Ao Ai 4™ Ao Ai -—Ao A—l — AiAo 
+ Ai As 4- 4?1_1 Ao 4~ A—1 As ' As Ai 4™ 4i02 A—1] — 2 ^ [2 (·—Z?ai

4- A—1) ■2 Ao Ai 4- 2 Ao A—1] —e' j — (7 A 4- a0 a) As + A (1 + As)J

+ 2/^5(Ao —As)

2«1-1 = ^01“ A 4- «ο α| (Ai A—1) 4- A (Ai A—1) 4-A 4- «0 Aj (+ E10 vin

■ Ao Ai + Ai Ao Ai Ao 4- Ai As 4- As Ai) 4" A (—Ai + A—1) 

4" A ( A0A1 4- 2 Ao A—1 Ao Ai 4- Al Ao 4- Ai Ao — Ai As + As Al) 
—2 A(2<?0 Ai4- 2 Al Ao)—4 [+ (j A4- «0 a) (— A0 +A_2) +A(Ao + A_s)j 

+ 2 4 A (—· Ao 4- As)

2«1—2 = <?o (2 A 4- «ο a) ^02 4- A As 4- (- A 4- «0 a) (Ai ^ 1—1 + Ai Ai 4- A—1 Ai 

'Ai—1 A—1) 4- ^0 A ( ■ As 4- A—2) 4- A (Ai A—1 — Ai Ai — A—1 Ai 
+ A-1A-1) — 2 A (2 e0 As 4- 2 Al Al) — 4 [+ (* A + «0 a) A-vi-AA-i |

— 2 4 A A-i

2 o»! = e0 (2 A 4- «o a) Ai 4- A Ai + («0 A 4- ^ a) (Ao Ai — Ao Ai 4- Ao A-1

"Ai Ao + Ai Ao 4- A—i Ao + A—1 As 4- As A—1) 4- <?o AAi 4- A (Ao Ai 

4~ Ao Ai ■ Άο A—1 4~ Al Ao 4~ -£"01 Ao + A—1 Ao 4™ A 1 As 4~ E02 A—1)
— 243(2s0£01 + 2 A0A1+2A0A-1) —«'[+ A 4- a0 a)(Ao~ As)+A(Ao 

4- As) ] 2 4 A Ao
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2 a22 = e0 (* F2 + a2 Fi^j A12 + F2 Eu + (—A + ao a) (Ao Aa + A.i Ai + Ai Ai 

+ i?02 νί10) + i0 A A2 + A (E^ZÜ2 + Ai Ai + Ai Ai + Aa Ao) 2 A (2<?o Aa 

+ Ai+ 2EnA-i)—/[(-* A + ^0 A4) Al + AAl] + 2/AAl

2 ö02 = e0 (™- A + «0 a) (— As + A-a) + A (—Aa + A-a) + (2 A + ^o a) (AoAa

—Ai Ai—Ai Ai + Ai A—1 + A-1 Ai) + A (As Ά—2) + A (2 Ao As 

+ Ai Ai + Ai Ai — Ai A—1 + A—1 Ai) 2 A \2 eo ( ■ Aa + A-a) Άι 

+ £*_i] — / [+ A + % a) Al + A (Al + As)] + 2 A *Ά_1—2 A A

2 o2_! = ^0 A + Α «ο) A-i + A A-1 + (2 A + «0 a) +ApAAAoAi—·A0A-1

+ Al Ao + Ai As + Ai Ao — A-i Ao + Aa Ai) + *0 A A-i + A (—Ao Al 

— Ao Ai + Ao A-1 + -Eli Ao — Ai Aa + Ai Ao + A-i Ao + Aa Ai)

-—2 A (2Ai + 2 Ao Ai + 2 Ao A—1) e [(“ A + «0 a) ( ■ Ao + A—2) 

+ ACAo+A-a] + 2 A e' A—2

2aä_2 = e0 P A + A «0) A-a + A £1-2 + («0 A + ” a) (Ao A2+A1A-1+A-1 Al 

+ Aa Ao) + *0 A A-a + A (— Ao Aa + Ai Z1-1 — A-i Ai + Aa Ao) 

— 2 Fa (2 io Aa + Ai + 2 Ai A-i) — «' [— (“- A + ^0 a) A-i + A A-i]+o

2 O03 = (i- A + ^0 A') (— Ai Aa + A-i Aa — Aa Al + Aa A-i) + A CAi Aa 

+ A-1 A» + A2A1-A2A-1W (" A + «0 A) Aa + AAa + 2V A-a

2 ö31 = i0 A + A «0) Ai +A Ai + ("A + ^0 a) Ao Ai + Ao Ai + Ai Ao 

+ Ai Ao) + eo A Ai + A(Ao Ai + A0A1+A1A0 + A1A0) — 2 A(2*o Ai

+ 2 J^O! £10)---V -^4^30 + 2 ^5^ -S:20



2 α3—ι eo |2 Eg Έ Ε2 αο) A2—ι + E2 E2—4 + |2 E2 -\- a0 Ei) (E10 Ai_i+ E20 Z01-|- E01Z20

+ P\—1 ^ io) + ^0 E2 ^2-1 + Eg (E10 ^1 ' Eg0 -^01 + E01 ^20 + -El—1 -Zl0)
— 2 E3 (2 <?0£χ_! + 2 E01 E10) — ZFiZ'z0 +2^5«' E2_3

2«32 = (-Έ2+ «0 Eg j £ 11 yi n + ί?ο /^2 Z2 2 + ii t ,Ζ,:,--2^,(2 ^οΕ12 + 2Ε01Ε11) + 2Ε5/Ε21

2α3—2 = [“E2 + <z0 E2 j E ^ Ζ^+ί’ο E2 Z2_2+E2 E ί_ίΖί_ί—2 E3 (2 t?0 E4_2+ 2 E01E^J

2 a41 = E2 + a0 E2j (E20 Zn + Eu Z20) + E2 (E20 Zn + E11 Z20) — 2 E3 (2 E21

+ 2E10 En)

2at_1— |™E2 + a0 Egj (E20Al__1 + E1—1Z20) + E2 (E30 Z1—1+E 1_1 Z20) — 2 E3 (2 *?0 Ε2—1 

+ 2 E10 Ew)

2 a42 — — 2 E3 (2 i0 E22 + E41)

2 (*4—ä = 2 Eg (2 s0 E2—2 + Ej_t)

2 °i3 — (2 E2 + <z0 E2 ) (E01Z02 + E02 Z01)-f· ^0E2Zos + E2 (E01Z02+E02Z01) ■—-i 

+ «0 Pi) A1S + E, Zi3] + 2 E5 4 E02

2 °1—3 = ("E2 + <z0 /-i) (E01 Z02 + E02 Z01) —- e0 E2 Z03 + E2 (—- E01 Z02 — E02 Z01)

ΉEi + ^0 Ei A-2 —E4Zi3 -2 F.e’E.5 ^ EZ 2—2

2 "2 + 3- E2 + »0 Ei) (Ε14Ζ02 + ZH) + E2(EnZ02 + E02Zn)-V (1E4 + a0 Ei) Z.

+ 2 E5 e7 E12

2 a,2—3 = (2 jfi'2 + (£1-1 ^02 + E02 Z1—1) + E3 (—- E1_1Z02 + E03 Z1—1) + E (*Z4

+ Ei) Z2
12—2



3 Hl»

Die letzte zu entwickelnde Differentialgleichung ist die für die Exzentrizität, also nach (6) .

l —]/1 — e2 3 Ω

wo der 2. Term rechter Hand bei Potenzentwicklung nach e übergeht in. 2 % iz2 3:

Da im l. Term der Faktor ™ infolge einer Differentiation nach der Perihellänge ω not

wendig an eine Potenz der Exzentrizität e. gebunden ist, so beginnt ^ >, mindestens mit einem

Gliede o. Grades in e. Um die Entwicklung des l. Gliedes rechter Hand bis zu den Termen
2. Grades, wie bisher immer, treiben zu können, ist also die Entwicklunge von Ω bis zum

3Ω
3. Grade der Exzentrizitäten e und e' notwendig. Im 2. Gliede rechter Hand braucht ^ _

nur bis zu den in ^ und / linearen Gliedern entwickelt zu werden, weil der hinzukommende 
Faktor e die Überführung dieser Glieder in den 2. Grad veranlaßt.

Ferner ist der Faktor ]/1 e~ 4- · · - im 1. Gliede rechter Hand bis zum 2. Grade

zu entwickeln, um mit dem dadurch entstehenden Faktor e2 zusammen mit dem Gliede
1 3Ωo Grades in - ~ zu einem zu berücksichtigenden Terme 2. Grades zu führen. 
e 9ω

deAuf Grund der obigen Differentialgleichung für ergibt sich zunächst:

(38) de = —\-F2 sin ζ + 2 F, esin 2 ζ-F,/ sin (ζ+ζ')+Αβ/ sin (ζ-ζ') + ^ ed sin ζ' 
v° dt n er I.

+ A8 / sin ζ + A9 e'2 sin ζ + 2 Alä e <?' sin (2 ζ — ζ') + A13 <?'2 sin (ζ — 2 ζ') 
+ 3 A14 e2 sin 3 ζ + 2 A15 6 e' sin (2 ζ + ζ') + Fu e'2 sin (ζ + 2 C)j

\τ -4- Tn · · · + ΤλΛ, wobei, wenn wieder ----- = r gesetzt und die Ti 
■ ' y V1 1 1 2 ” ?£#7ΐ0 ^0

nach Potenzen von <?0, e', Η, E, Z und ^ entwickelt werden.

(39) T1=—rF2 O) sin ζ0 = —F2 (a0) sin ζ0+ F2 — a0F^A sin ζ0 Z cos Co" (g ^2 

_ I öo P'% + 1 4 F’’) A2 sin ζ0 - (— i- A2 + «0 F'2) AZ cos ζ0 + l- F2Z2 sin ζ0



U0 F's- t F*\ β' A Sin (ζθ — ζ'θ)

T2 = + 2 rFs (a) e sin 2 ζ = + 2 Fa (a0) (e0+E) sin 2 ζ0+2 (— ^Fs + a(> F'3) e0 A sin 2 ζ0 

+ 2 (—■ * F3 + αϋ F ό) AE sin 2ζ0+ 4. F8 e0Z cos 2 ζ0+ \F3 E Z cos 2 ζ0

Ts = — rFh (d) e sin (ζ+ζ') = —Fh (a0) e sin (ζ0+ζό) — (— Ρ-3+α() Ai,) e'Asin (ζ0 + ζ') 

— A,e'(Z + Z')cos (ζ0 + ζό)

Γ4 = r Αβ («) / sin (ζ-ζ') = Α6Oo)/ sin (ζ0-ζ')+(,

+ A$/(Z—Z')cos (ζ0 — %)

Tö = ~ rF± (d) e e sin ζ' = ~ Ft (a0) (e0 + E) e sin ζό

T(i = rF3 (d) e2 sin ζ = A8 (a0) e\ + 2 e0 E + E2) sin ζ9 

T? = rFg (d) e 2 sin ζ = Fg (a0) e2 sin ζ0

TH = 2 rF12(d)ee sin (2ζ — ζ') = 2 Aia Oo) Oo + -£) *' sin (2 ζ0 — ζ')

Γβ = r F1S (d) e2 sin (ζ — 2 ζ') = A13 Oo) /2 sin (ζ0 — 2 ζό)

?io = 3^ ^i4 Ο) / sin g ζ = 3 Aw Oo) + 2 <?0 £ + E2) sin 3 ζ9 

Tn = 2 rF15 (d) e e sin (2 ζ + ζ') = 2 A16 Oo) (>0 + E) e sin (2 ζ0 + ζ')

Ta = rFle 0) e'2 sin (ζ + 2 ζ') = Fie Oo) d2 sin (ζ0 + 2 ζό).

Bei der nunmehr durchzuführenden Entwicklung der 7] in Fourierreihen nach ζ0 und 

ζό zur Darstellung von ~ in der gleichen Form mögen für die häufig wiederkehrenden 

Koeffizienten die folgenden Abkürzungen eingeführt werden:

(40)
l-F2--2<z0F' + ~a20F'' = h

a0 F\ Fi SÄ

d e k* m
ΤΓ ^ΟΪ^2^5ίη(αζο+βζ°)’

wobei i = 2, 3, 5, 6 vorkommt.

Dann wird:

(41) 

wobei:

(42) 2 e10 = A2 - (— F2 ag F2j A20 —F2 Z20 + 2 As E10 + - e F± (—· En +

+ Oo — 2 e0 E20 + El 0 + 2 A2! + 2 E2t + 2 E\_x — 2 An A^] + F9 e2



+ 2 Fvi e A-i + 3 Ai [2 60 Ao + Ao + 2 En E+ 2 Fia e Ai — h [A\

Α\_λ — 2 Λ_ι AJ —A [AoAo + Ai z 1-1 + A-1A1]

+ 1 F2 [Zl0 + Zlx— 2 Z0L Ai + 2 Z0i A-i + 2 2u + A-i Al + 2 zi-i]

2 <?0/3 (Ao — Ao) + 2 Λ [Ai Ai + Ai E11 + Ai A-i + A-1 Ai] 

+ 4 eQ Fa [—Ao + Ao] + 4 A [2 £20 Ao + Ai Αι~ A1A1 Ai A-i 

— A-i z01 + e21zx1 + Ai A-i + A-1A1 + A-i A-i ] —6' [/s (Ai—Ai) 

+ A [— A1+A1 + Al + All] + e' [fe (Ai — A-i) + A (Ai — Ai 

+ A—1 Z 2—1)]

—Λ Ao — A (Ao + Ao) + 2 A *0 + 2 £ί A [— Al + A-i] + ANo A

+ 2 Ai £n + 2 Ai A-i] + 2 As *' Ai + 3 Ai t2 ^0 Ao + 2 Ai A 

+ 2Ü01 A—1] + 2 Ab Ai — ^ [2 Ai Ai + 2 Al A—1] ' fa [2 Ao A

— Ai Ai + Ai A-i + A-1A1] + 2 A [+ 4 Ao Ao + 2 Ai Ai—Ai A-i

2 Ai Ai + 2 Ai A_1 + Aa As + Al A—ι Ί- A-iA-J + 2A [2 Ao A

— Ao Ao + 2 Ai Ai + 2 Ai Ai + 2 A-i A-i] + 4 A [Ao Ao + AoAo] 

—e' [/ä A-i + A (A-i + A-i)] + *’ [fe Al + A (Al—^u)]

2 e3fl = — fa Ao — A Ao + 2 f3 e10 + A t2 Ao + Ao + 2 Ai A-i] + 2 As ^ Al 

+ 3 Ai [4 + 2Et0 + 2 Al + 2 Ai + 2 A-i] + 2 As 2 A-i — h (Alo

+ 2 Ai A—i)— Λ(ΑοΑο + A—1A1 + AiA-ι) + ^ [ Ao + 2 AiAi 

— 2 Al A-i — 2 Al A-i] + 2*0 Λ Ao A 2 fe [Ao Ao + Ao Ao + Al Ai 

+ Al Ai + Ai A-1 + A-1 Al] + 4^0 A Ao + 4A [Ao Ao —Ao-210

- A, Ai + Ai Al + Ai A—i + A-1 Ai Ai Al — A—ι A—i]

— e' [/5 A-1 + A (A-i + 22—0] + [A Ai + A (Ai 2si)]

2 e - — A zg0 +2AA0 + 2 As Al + 3 Al [2<?0Ao + 2 Al Al+ 2 Al A-i]

-f- 2 FlXie' E.2_j—- /2XA0A0 + Ao Ao) + A [ 2 Ao Ao 2 Ai A 1

—zsl A-i] + 2 <?0/3 Ao + 2/3 (Ao Ao + Ai A-i + Ai Ai + Ai A-i



+ Α—ι , + Αι Αη + Α ! -Αι) + 4^ο £3 Ao + 4 £3 [Ao Ao + Α, Ζ,.
+ Al Al Α Al Α—1 Α A-lAl -&1 ZQ1 + Α—1 Αΐ]

2 eii = — Λ (Αι — ΑΪΙ — £ä (Αι + Αι) + 2^3Α-1 — Α^Α ' <?' Α [£10 — £12] 

+ As [2<?ο(Αι ·Αι) -;· 2 ϋ10 Αχ _,] -|- 2 Aae [—ΑοΑΑ—»] + 3 An [2 <?0 Α—ι

+ 2 Αο Α-ΐ] Α 2^lö e Αθ " 2 ^ Ao An ~fl (2 Ao Αΐ--Άθ Ζχ..__χ + Αθ Αΐ

~ ί” Αι Άο + Αι Aa Α Α—ι Αο Aa Ζ01) + — Ε2 [4 Αο Ζη -)- 2 Ζ10 Ζ1_1 

Α 2 Ζ20 Ζ01 -|- 2 Ζ01 Ζ02 + 2 Ζη Ζ12 + 2 Ζ12 Ζ1—1 + 2 Ζχ_2 Ζ1—1 — 2 Ζ22 Ζ01] 
+ 2 Α Α—ι + 2Α [Αο Αι Αο Αι + Αιο £2_t—■ v4go Αι + Ai Aa 
A Al £10 A Ai Ά—2 A A—2 E01 - Ai Ao A Aa Ai]— 4 A z1_1 

A 4 A3 [ΑοΑιΑΑοΑχ £10 Z2_1+2AoZ11+An Z02—Άχ Ao—E01Z1__2 

A—2 Ai A Ai z30 e02 Zn + E2—j Z10] —£■' [A A2 A A5 (Z22 + Z'2)]

A ^ [A ( Ao A Aa) + Ag (Z20 Z20 + Z02 —- Zq2)]

2 eis — A C Aa + Aa) 1A2 (Z22 + Z02) + 2^3 A—2 A 2 e' Ε± Ai A A8 [2<?0 £02

A A01 + 2 Ai A—1 - Ai] A 3 Au [2 A—2 A £χ_ι] A 2 As <?' A—1

A a18 6 · ■ A (Ai A 2 Αχ A_1 ■ 1 Ai) ■ A (Ai Ai — Ai A_ι A Ai Z01

A A—1 Ai) A — A2 [ Zgx+ 2 Ai ΑιΑΖχχ+ 2Z11Z1_x+ 2 Aa Z10+ 2Ζ1_3Ζχ0

A 2 Z2tZ01] A 2 <?0 A Αχ—2 A 2A ( Ao Aa ■ A2 £χο -j- Ao £02 -)- Ao E2_2

+ Αι Ει_ι + Αχ—x Ai A A02 Ao A A2_2 Ao) — 4 A ί?0 Ζχ_3 + 4 £3 [Ew Z22 

A Ao Z02 ■ A0 A—2 Αχ A—1 A A—1 Z01 + i?21 Zjj + Aa Z10 — Aa Z10 

A A—1 Ai A A-aAo] ~e' [A Ai + Eü (Z0l + Z81)] + Z [/6 (— A21 + As) 
A A (Zai — Z!2l + Z08 —Z^)]

2 e01 = —Λ (—Αχχ + Αχ_χ) A (Zu Ζχ_χ) + 2 Α (—Al Α Α-ι) Α^Α4 |/0

Α2] Α Α8 [2 e0 (- - Αχ Α Α—χ)] Α 2 As Ζ [ Ao Α Α—2] Α 2 Ase’ [-£20 
^£22] 4 h Aqi Ao -f-i (2 Ao Ai A A20Z11-—Z20 Ζχ_χ-—- Ai Z20 + ^χχΖ02

A Ai—χ Z20 -}- 1 z02 - | Aa Άι A Aa ^1—1) A ~ E2 [2 Z10 Z01 + 2 Z20 Zj t



— 2Zä0 Zi_x — 2Z01 Z12 — 2 Z01 A-2 + 2ZU Z02 + 2Z1_1 Z02 2 Zn Z10

---2 Z22 Zu + 2Z2_] Z10+ Z2_2 zi—1] + 2 60/3 ( Άΐ + A_,j I 2/3 [ Ad Al

+ Ao A-1 — Λθ Al — Al Ao — Aa Al — Al Aa + Al A-2 + A-1 Ao

— A-2 Al] + 4A«o [Z.-AJ +4A [Ao Ai — £10 A-i + 2 Ao Al 

+ E1L Ao + Aa A-i — A-i Ao — A-a Ai — Aa Ai " A-a Ai]

— ß'[/5 (Ao —Aa) + A (— Ao — Ao + Ae + As)] + «' [/e (— Ao + A-a) 

+ A (Z10 — Z[0 —A—a + Ζ1—2)]

,t = -/8 (Al- A-i) -A (—Al + A-i) + 2 A Al + A*' + ^ A [— Ao

+ A-a] + A [2 e0 (Ai — A-i) + 2 £10 Ai] + 2 Aa «' Ao + 3 Ai [2 Ai

+ 2 Ao Ai] + 2 As«' [—Ao + Aa] — h (2 Ao Ai + 2 Ao A-i—2 Ao A-i)

_/2 (— Ao Al + 2 Ao Α-Λο Ai + Ai Ao + Ai Ao—Ai Ao + Aa Al)

+ -1- A [2 Z10 Al + 4 Ao A-i — 2 Ao Ai + 2 Ai Aa + 2 Al Aa + 2 Ai A-a 
2

4- 2 z^z^i + 2 z2„2z01] + 2<i0/3 Ai+ 2/3 [Ao Ai+Ao Ai—Ao A-i 

+ Aa Ai + Ai Ao + Ai Aa + A-i Aa + Ai Ao + Aa A-i — A-1 Ao] 

— 4 A *0 Ai + 4 A [- Ao Al - Ao Ai + Ao A-1 + 2 Ao A-i + Aa Ai

—A1Z10—A1A2—A-iAa+AiAo—AaA-1+A-iAo]—*'[/5(—Ao

+ E02) + A (Ao + Ao—Aa — Aa)] + [—Λ A-a + A (A 2 “A-a)]

_2 = _/2 (J02 - A-a) - A (-Aa + A-a) + 2 A Aa —2 *' A A-i+A [2 Aa

+ E20i + 2 Ai A-i + -A-i] + 2 Aa «' Ai + As A + 3 Ai [2 6o Aa + Ai] 

— Λ (Al + 2 Al A-1 — A-i) — Λ (Al A-1 — Al Ai — A_i Ai

+ a_i + ■-A (- Ai - Al A-i + 2 Ai A-1 + 2 Aa Ao + A-1 

+ 2 Zt-a Z10 — 2 Z2-1 Z01) + 2^0/3 Aa +2/3 [Ao Aa + Aa Ao + Ao Aa 

— Ao A-a + Ai Ai + Ai Al + Aa Ao — A-2 Ao] — 4 A 6o As 

+ 4 A [— E10 Z2S — Ao Z02 + Ao z2_2 - Al Al—Al Al + Al A-1 

+ Aa Ao — Aa Ao + A-i A-1 + A—2 Ao] — «' [A (— A-1 + Aa) 

+ F-0 (Z2_t + A-i — As — As)] + *' [A Al + A (— Ai + Al)]



2 e.lt = —A Al — A Ai A 2 £8 Al + ” e' Fi [£2o — £23] +A [2 e0 Ai+ 2 E01E10] 

A 2 Aa 6' Aa + 3 Ai [2 60 A-1 + 2 Al Ao] + 2 A» e' e0 — 2 Λ A01 Aw 

Ά (Ao Ai + Ao Ai · Ao A—1 + Ai Ao + Ai Ao + A—1 Ao + A—1 Aa

+ A2A—1) + 2 A ( ■ 2AoAi+ 2 A0A1A2 AoA—1+ 2 Ai Aa-—·2 A—1 Aa 

+ 2 Al Ao A 2 Al Aa + 2 Aa A—1) + 2 eo/s Ai + 2/3 [Ao Ai + Ao A-1 

+ Ai Ao + Al Aa + A—1 Ao + Aa Ai] + 4 A ^0 Ai + 4 A [Ao Ai 

+ Ao A—1 — Ai Ao · Aa Ai + Ai Aa + A—.1 Ao + A—2 A—1 

‘ ■ Aa Ai] — e' [/ö Ao + A (Ao + Ao)] + e' [A (—* Ao + Aa) + A (Ao 

— Ao + Aa Aa)]

2 e22 = —/2 Aa — A Aa + 2 A Aa + "" «' A Ai + A [2 <?o Aa + 2 Ai Ai] 

+ 2 £χ2 £ As A 3 A4 [2 eo £x—2 2 £qx -£"1—1] A 2 £15 ^ E0Il · 2 h A01 Αχχ

—A (Ao Aa + Ai Ai + Ai Ai + AaAo) + — A (— 2 Ao Aa — 2 Ai Ai

+ 2 Ai Ai + 2 Ai A—i + 2 Aa Ao) + 2 eo A Aa + 2A [Ao Aa + Ao A—2 

+ Ai A—1 + As Ao + Ai Ai + A—1 Ai A A_2 Ao] + 4 A ^o Aa 

+ 4 A [Ao Ab Ao A—2 Ai A—1 Ab Ao + Ai Ai + A—1 Ai 

+ A-aAo] —e' [Α Ai + A (Ai + Ai)]

2 e„2 = —Λ (— Aa + Λ-2) — A (Aa — A-s) + 2 A (— Aa + A—2) + 2 «' A Ai 

A A [2 ^0 (Αχ—2 A12) 2 -£"01 Al A 2 Al Αχ—x] 1 2 -£χ2 6· -£21 A 2A15e A2—x

A h Ai Ai — /2 (2 Ao Z02 + Ai Ai A Ai Ai — Ai A—1 A A—1 Ai)

A “■ A2 (4 Ao Aa A 2 Ai AoA 2 Ai Ai A 2 Ai A—1A 2 Ai A—1 2AiA—1 

A 2 Aa Ao A 2 A—2 Ao) A 2 ( ' Aa A A—2) A 2 _/a [ Ao £12 A Ao £1—2

1 Ai £11 Aa£io AlAi A Al A—1A Αχ—x E1—1A Αχ—2 £10 A21 £?01

A2—x £?oi] A 4 £3 ^o [Aa ’ A—2] A 4 £3 [£)0 Aa" £10 Αχ—2 + £χχ Ai 

A £12 Ao +£01 Ai A£oi A—1— £1—1 A—1— £i_2 Ao +£2i Ai -|-£2_ 1 Aj] 

-§' [A A!_xA£s (—A-—χ+A—1)] A / [-Λ An+£6 (Αχ-Al)]
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2 e2_t = —/2 A—ι — £a A—1 + 2 A3A1 + 2" A Ai (—· 2?20 A £2—2).A A [2 ^0 £1—1 

"4* 2 Eqi -£10] A 2 £12 6 A 3 A4 [2 eo An 4“ 2 Aqi A ic I A 2 Ais e £02 

—-2 Λ Al Ao —A (—1 Ao An — Ao An + Ao A—1 +-Ai Ao 1 Ai A2 

4~ Aqi A-io A Ai—1 Ao 4~~ A2 At) A -- A2 [2 Ao Ai 4- 2 Z20 Ai A 2 Ao A—1

—Άο A0i— 2 Z01 A_2 4~ 2 Ai Aa 4~ 2 Ao A—1 A 2 A—ο Ai + 2 A—2 Ai—1]

+ 2 £0/8 A01 4-2/3 (Ajo £n 4- A10 £i_| + Au £10 4- A01 £02 + A1_1 E10 

+ A02 £01) —■ 4 £s 60 Ai + 4 £3 [—£10 Ai + £10 A—1 A An Ao + £12 Ai

— £01 A2 —' £1—1 Z10 —■ £x_2 A1„_1 + £02 Ai] —' A [,/s Ai—2 + £5 (Ao + Ao

4~ Aj__2 + A—b)] A A [A A10 4- £ß (Z10 Zx0)]

2 e2_2 = ■—-/2 A ..2—■£2Z1_24-2 £8£02 — A Ai £2—1 A £a [2 go £1—2 A 2 £01 £1—1] 

4” 2 £12 A £qi A 3 Ai [2 £12 4~ 2 £01 £11 A 2 £10 ^ £03 2 ^ Aqi A—x

—/2 (— A0A2 A A01 Z1„1—- Aj—-j Z01A A02 Z10) A ■ £2 (2 A10A02 A 2Z01Zi—1

A 2 Z1X Z2_x A 2 A12 Z20 A 2 Z22 Zjo A 2 A2—1 Zx—x A 2 Z2—2Ά.0) A 2 ^0 As Aa

A 2 /g (A10 £12 A A10 £t_2 A Ai £x_i A A12 £10 A A01 £01 A A—1 £u 

A A1_2£io—·4£3<?0Ζ02 A 4£3 [—"£l0Z12 -!· £10 Ai_2 A AiZ^ A £12Ao

— £01 Z01 — £t_x Zu — £x—2 AUI] A A [/6 Λ-i A £6 (A-i — A-i)]

2 e03 = ^ A Fi £02 —- 2 £12 A £22 A 2 £15 A £2—2 —Ά (Ai Z02 + A—1 Z02 + A02 Zn

—- A02 Z1„1) A · £2 (2 Ai Aa + 2 AiA—2 + 2 Ai As A 2Z1_1Zoa - 2 Z22zi_1

A 2Z0S Zx_x A 2 Z2—2 Zn A 2/3 (— Ai £22 As £01A Ai £2—2 A A—2 £01)

A 4 £3 [£12 Ai — £1—2 A-1- + £22 z01 A £2—2 Ai] A [/s A—2 £5 Zx—2 

— Zj—2)] A A [ './o A2 a £ß (Z12 ·ζ;2)]

2 e31 = -—/> Ai — £2 Z21 A 2 £3 £X1 A £g [2 6o £21 4~ 2 £10 £11] A 2 £12 5 £12 

A 3 An [2 e0 £01 + 2 £10 £n A 2 £10 £1—1] A 2 £15 A £10 · 2 A Ao Ai

—Λ (Ao Ai A Ao Ai A Ai Ao A Ai z20) A 2 £2 [— 2 Ai Ao — 2 Ao Ai 

—-Z12 Zx x A z22 Z01] A 2 5o fa ^Ai 4" 2 .Zs (Ao £01 A £2X A 2^20 £1—1



+ Aa Ai + 4>i A + AlAa + A-l Αϋ + A-iE02 + 4, £10 -f 4S 44 
+ 4A <?0 Al + 4 Ai [AoAl + AoAi—Ao A-i—AaAi + AiAo+AiAs 
+ A-i Ao + A-iA-AiAo + ^02 A-l] — e' [/5 Ao + A (Ao + Ao)] 
+ *' [A Aa + F6 (Aa — Aa)]

2 e3-i = A A-l — 4 A-l + 2 A A—1+ A [2 <?o A—1 + 2 S10 A-l] + 2 FL2 e E10 

+ 3 Ai [2 4-j All + 2 Ao -£"11 + 2 Ao 4—1] + 2 As e' 4-a—2Λ Ao A-i 

—/a (Ao A-1 Ad Ai + Al Ao + A—1 Ao) + “ A [—2 Ao A-1+2 Ao Al 

— 2 Al A-2 — 2 A-2 Al] + 2 e0fs A-l + 2A (Ao Al + Ao A-l + Ao Ai 
+ Ai Ao + Ai Aa + At Ao + Ai 4-a + 4-a Ai + Aa Ai + A_1 Ao) 
+ 4A*0A-1 + 4A [— Ao Ai + Ao A-l — Ao Ai + Al Ao — Hl Aa 

-|- Al Ao + Ai A—2 + A—2 Ai + Aa Al — A—1 Ao] —- e [/5 A—a 
+ A (A-a + A AI + *' [/g 4o + A (Ao—Ao)]

2 e33 = —A Aa — A Aa + 2 A Aa + A Ai + 3 Aa [2 As + Ai + 2 Ai 4_i] 

+ 2 ^ £n - h Aa f ί Ai Ai + ” A [- 2 Al Ai - Al - 2 Aa Ao] 

+ 2 <*o/s Aa + 2/ß (Ao Aa + Aa Ao + Ao Aa + Ai Ai + Ai Ai+Aa Ao) 

+ 4A*0 Aa + 4 A [Ao Aa + Ao Aa+AiAi+Ai Ai~ Ai A-i~Aa Ao 

+ Aa Ao]—e' [A Al + A (Al + Al)]

2 «s—ä — A A—a A A—a + 2 a A—a + A 4—1 + 2 Aa <?' A_ 1 + 3 A* [2 <?0 As 

+ Al + 2 Al A-l] — h A2-!—A (—Ao Aa + A-i A-i) ||a [2 Ai A_i

_ ZAi— 2 A—2 Ao] + 2e0 A 4-a + 2A (Ao Aa + Ao A-a + 4,1 4_i 
+ A-l Ai + Aa Ao + 4—a Ao) + 4 A A-a+4 A [—Ao Aa+AoA-a 
+ Ai A—1 - A—L Ai + Aa Ao — A—1 Ai — A—a Ao] + e [A α2_λ

+ A (A-l-Al)]

2 e41 = 2 A Ai + 2 Aa έ' Aa + 3 44 [2 <?0 Ai + 2 Ai Ao] + 2 As e Ao 

—/a (4n A1 + 41 Ao) + “ A [— 2 A1 Ao— 2 Ai Ao— 2 Aa A-l ] + 2 eJ.A 4,



+ 2 /β(Λ10Αΐ A Aa Al Α Αθ Al A Al Αθ + Al Αθ + Al As) A4 Α6θΑΐ 

+ 4 A [Ao Al + Ao Ai + Ai Ao + A2 A—1 + Ai Ao Aa Ai]

—/A(Ao + Ao)

2 e4_4 = 2 A A 1 A 2 AsA ”1“ 3 A* [2 6o A—1 A 2 A>i Ao] A 2 Aa 6 -A—2

•—Ά (Ao A—1 A A—1 Ao) + 2 A [—■ 2 Ao ^ 1—1 - · 2 A—1 Ao -2 A—2 Ai]

~h 2 A—1 -f- 2A (Ao -Ei—1 A Ao Ai A ^01 -Ao A Ά—1 -Ao A Ai Ά—2)

+ 4 A eo A 1A 4 A [Ao A—1 -Ao Ai A -E4—T z10 -1- 1 Ao A Ά·—2 Ai

A Έ 2—2 Ai] A [/o Ao A A (Ao -Ao)]

2 e42 = 2 A As A 3 A14 [2έ?0 AsA 2 Ai Ai] + 2 As e' Ai A 2^0/3 As A 2/3 (Ao A2 

+ Ai Ai + A2 Ao A An Ai A Ai Ai) A 4 A6o Aa A 4^3 [Ao Aa 

+ Ai Ai A A2 Ao A Ai Ai A Ai Ai]

2 βμ_2 = 2 A A—2 A 2 As A—1 A 3 Ai (2 eo A—2 A 2A1 Ά—1) A 2<?οΛ A—2 

+ 2 /8(AoA—2 AAi A—1 AA—lA—i + A—2A0AA—1 Ai) Α4'Α6οΆ—a 

+ 4 A [Ao A—2 A A—1A—1A A—2 Ao ■ ^2-1A + Ai A—1]

2 e13 = —■ AAs A — i'A As A 2As6'A—2 Ά(AiAsAAaA) 1)A ~A[ ,2AiAa 

+ 2 Ζ14Ζ12 + 2 Ai A—2 A 2 As A—1A 2 As Ai 2 As Ai] A 2As (Ai A—2 

+ A—1 Aa A A—2 Ai A Aa A—1) A 4 A [Ao Aa -AlA—2 A A—iAa

+ -Z?!_2 z01 — E'02 A-i] — 6' [A As A A (As A As)] A 6 [— A As

A A (As ■ ■ As)]

2 «j_3 = A As—2 A A_2 A2 As e -Eis'—A( Ai As- ■ Aa Ai) A ~ A [ -2 Al As

+ 2 zn z4_2 + 2 As Ά-t A 2 z,_2 Zi_! — 2 z2_2 z01] + 2/s (Al As 

A As Al A Al As + Aa Ai) A 4 A [ Ao As - An z02 As Z01 

—- Ai As — As Al] —-6' [—Ά A—2 A A ( - za_2 - z2_s)] A 6 [A Aa 

A A (— Aa A A2)]



2 e23 = 1 «' A As + 2 Flh e' As — ■/„ (Ai As + Aa Ai) + ~Ft [—2 Z01Z12— 2 Ai As

+ 2 As Ai + 2 As A-i] +2«o/s As + 2/e (Ai As + As Ai) + 4 A *o z03 
+ 4 A [—As A-i + Ai As + A-s Ai + As Ai] —«' [Λ As + A (As 

+ As)]

2 e2—3 = — j e' A A-s + 2 As/As —Λ (— A-i As + As A-i) + 2 A [2 Al A-s

+ 2 A-1 As + A-s Ai + A-s A-i] + 2έ?0/3 As + 2/3 (Al As + As Ai)
•4A«oAs + 4A [AsA—1 -AlAs Ά-—2A1 Ά2Α1] -l· [A A_2

+ A (A-s—A-s)]

2 elt~ e [/5 As + A (As + As)]

2 ei—4 =e' [A As + A (—- As + As)]

2 e33 = 6 Ad ^0 As + 2 As «' As —A As Ai + 2/3 (Al As + As Ai + Ai As 

A As Ai) ■e’ [As As + A (As + As)]

2 β3_3 == 2 As«' A—2 + 6 Ad eo As + 2" A (A-s Ai) + 2/3 (Ai A—s + A-i As 

A A—2 Ai + As A—1) + ß' [A A—2 + A (A—2 —A—2)]

2 e24 — 2 As Ά03 

2 e2_4 = 2 Ase' As

2 e$1 = 3 Ad (2 <?0 Ai + 2 Ao Ai) + 2 As Ao + 2/3 (Ao Ai + Ao Ai + Ai Ao 
+ Ai Ao) + 4 A [Ao Ai + A0A1 +A1A0 + Ai Ao]

2 es—1 = 2 As6 Ao + 3 Ai [2 6o -£2—1 + 2 Ao A—1] + 2A (Ao A—1 + Ao A_i 

+ ^ 1—1 Ao + 2—d -£"10) + 4 A [Ao ^2—1 + Ao A—1 + A—1 Ao + A—1 Ao]

2 e52 = 3 Ad [2 e0 A2 + Al] + 2/s (Ao As + As Ao) + 4 A [Ao As + Ai Ai 

+ As Ao]



? ίΗΡΗιΒτ!?
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I 
; 1

ί i|i|{

■\mi ι
2 = 3 Α14 [2 ^2—2 + 2ί ϊ_ι] + 2 /3 (ν410 2?2—3 + ^2—2 -&1θ) + 4 ^3 [^10 ^2

+ Α 2—1 Α 1—1 + 2?ϋ—2^1θ]

2 β13 —---- Ε2Ζ22Ζ11 + 2_/3 (-^01 Ά22 Η” ^ 22 -^Ol) "t~ 4 -^8 [-^12 ^11 4“ Ε22 ^Οΐ]

!:!»*&{ 2β4 3 —-----F2Z2_2Zt—1 + 2/5 (Α0ίΕ2—2+-^2—2 Α01) 4” 4 Α8 [ A2—2·2'οι-Ι_-Α1__a^i—1]

2 eä0 = 2 e0/3A&0 + 2 /3 (^410 Zi 20 + ^ 20 A10) + 4 A3 A -^so + 4-Ag [^10 ^20 + -^20 -^10

+ 2?21Ζ1_ι + Ζ?2_ιΖιι]

2 e34 = o

2 e3_4 = o.

§ 3. Die Bestimmung der Koeffizienten der Integralreihen.

Zur Bestimmung der Koeffizienten Aaß, Eaß, Zaß und Z'aß sowie der in den beiden Winkel
argumenten ζ0 und ζ'0 enthaltenen Koeffizienten s1 und z[ der linear auftretenden Zeit haben 
wir den Vergleich der Koeffizienten derselben trigonometrischen Funktion oder Konstanten 
auf beiden Seiten unserer Differentialgleichungen der Variablen vorzunehmen, wobei sich 
in Strenge ein System unendlich vieler Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
ergibt. Deshalb kann es sich bei der notwendig vorzunehmenden Beschränkung der Anzahl 
der Unbekannten nur um ein sukzessives Annäherungsverfahren handeln.

Zuerst sind zx und z[ abzuleiten, da sie in allen Bestimmungsgleichungen der unbekann
ten Koeffizienten wiederkehren. Vergleichen wir deshalb zunächst in der Differentialglei
chung

ί/ζ dz , . d<a
e dt — e + e (n —·2 n ) + e ■

gemäß den Darstellungen beider Seiten dieser Gleichung nach (22), (27) und (29) die 
konstanten Teile beiderseits, so ergibt sich die Gleichung:

(43) eQZ1 + 2 Eyyy Zl0 Zy + 2 EyyZyy (Zy + Z'y) + 2 Eyyy Zyyy z'y ~{~ 2 E y__y Zy_y (Zy ' Zy)

— en ε00 -p Gyyyy + Agg + e0 n0 (Ar + -V0Ü) -p n0 4/00.

gemäß der Beziehung a% n\ = k2



' 2 η°α° m' e°F°+ 2 n« m' e« a° Fi+e* N+n0 m' a0 F2Zw+n0 a, m' Q Fs~~a0F^A10 = 

- 2 n0 a0 m' e0 F^ + e0 n0 — 2 <?0 ??' -j- F2 — an

Folglich wird da links neben *0 als vom 2. Grade, alle übrigen Terme vom 3. Grade 
sind, in 1. Näherung:

(44) 2 ηϋ a\ m' AfJ -f 2 ?z0 m! a0F{ + n0 — 2 ö p z
60

+ %o <Zo τη 
eo

·.' 11 \
(2 ^2 -^2j A 10.

Analog folgt mittels der Differentialgleichung für ψ in 1. Näherung:

(45) 2 n0 al m’ F^ + n0 —· 2 n',

d'C ......................... <7ζwobei zu beachten ist, daß die Gleichung für f-sich von der für 6 dadurch unterscheidet,

daß di« Gleichung für g frei von dem Glied« g ist. Zur Bestimmung von ,, verbleibt zu- 

nächst die Ermittelung des Koeffizienten Z„ und Au und zwar in erster Näherung unter 

Heranziehung de, Differentialgleichung für.g und der Vergleich der Koeffizienten 

von sin ζ0 auf beiden Seiten ergibt bei. da 
d t ’

(46) a 2 k2 m!- 2 a0 A10 zi------------- eQ ρ
ηϋαϋ υ 2

m Bezug auf die Glieder niedrigsten Grades und niedrigster Ordnung der Indices in
£2

usw.; folglich wird, wenn----- ä = n0 a0 gesetzt wird:
^0 #0

(47) a no ao m 60 „A\o  -------------------F o,
Zl

wobei bemerkt sei, daß die von den Laplaceschen Transzendenten abhängigen Koeffizien

ten : a0 F2 und a\ F' vom o. Grade in «0 und a', also nur von ~° = a0 abhängig sind.

Analog folgt E10 in erster Annäherung aus dem Vergleich der Koeffizienten von cos ζ0 

auf beiden Seiten der Differentialgleichung für wobei sich die Gleichung ergibt:

p 1 n0m
''■■·.· v aü F2.

2 Ζχ



Nach Ew und A10 folgt Z10 mittels der Gleichung (23) in Verbindung mit der Gleichung 
(33) unter Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von cos ζ0.

(49) 2 Z10 = 2 *0Z10 *1 + 2 E10 zx + (EZz) = 2 E10 ε00 + 2 e0 ε10 + 2 G10 + 2 e0n0 JV10

-j- 2 n0 M10 “h 2 P\fy

Der erste Term links enthält die Unbekannte Z10, der 2. Term ist nach obigem bereits in 
1. Näherung bekannt; der 3., symbolisch mit (EZz) bezeichnet«: Term ist von der 3. Ord
nung, wie auch der 1. Term; aber wie die Formel (25) für 2 Z10 zeigt, sind die einzelnen 
Terme (EZz) alle von höherer Ordnung in den Indices, so daß wir sie in der 1. Näherung 
gegen den 1. Term vernachlässigen dürfen. In Bezug auf die rechte Seite ist der 1. lerm 
wegen A10 und ε00 = — 2 n0 m! a\ F'0 wieder bekannt, der 2. Term: 2 en ε10 ist ebenfalls 
bekannt, und vom 2. Grade, weil ε10 im Hauptterm vom 1. Grade ist. Der nächste Term 
2 G10 darf vernachlässigt werden, weil er nach Definition von G10 nur aus Produkten Eap er<5 
mit höherer Ordnung der Indices als sonst in der Gleichung besteht; der nächste Term 
ist 2 e0 n0 Nw = —3 eQn0 A10, ist also bekannt. Der vorletzte Term 2 n0 Mw ist von der

3. Ordnung, da n0 und N = 1 — ~ von den., wenn nicht in der Nähe der Kommensura-

bilität von höherer Ordnung, wobei der Hauptterm 2 n0 — 2 510 N bekannt ist,
der letzte Term 2 Pm = —· n0 a0 m! P2 ist bekannt. Folglich ergibt sich Z10 als nunmehr in 
1. Näherung bekannte Größe, analog Z[0, wobei in der der Unbekannten Z^entsprechen
den Gleichung gegenüber der für Z10 nur das Glied für P10 fehlt, weil ζ von ω unabhängig

ist. Die Gleichung für Z{0 folgt auch direkt aus der Differentialgleichung für so daß

(50) 2Z'10z
j = — 2 ftQ tn' £0(— a\ Fi + 1 «ο P2) + Ao[ —3 «0—4 «0 *»' (7 4 ^(+4 Po') |·

Zur nunmehrigen Bestimmung von z1 aus (44) sind zuerst noch die für Z10, A10, E10 ge
fundenen Ausdrücke in (44) zu substituieren. Vor allem ist deshalb Z10 nach (49) auf die 
entsprechende Form zu bringen, man erhält:

(5i) ^10 — ’
P10 I t

-------- 1--------ZilO =-00eo eo Z\
ε10 3 A

εηη ~Γ "... ' ~ _ 10
2l 2 Z1

N „ 1 »0 in c-■ — Ei0 —-------------a0 E->
Zi 2 60 Zi

1 m no
2 eo z\

Fa
m'2nl 2 τι 7- 1 £io | 3 „u . p■ ------ 2 a0 P2 «0 P-2 + ~ + 7 m eo J ao y Te0 zy z 1 2 z!

1 ,ηϋΝ „ i m no „
4-- m —5— a0 ra---- -------- aoT 2 z\ 2 eo Zi

so daß also bei Substitution in (44) eine Gleichung 3. Grades in entsteht, die aber analy
tisch nicht niedergeschrieben zu werden braucht, zweckmäßigerweise vielmehr nur nume
risch angesetzt wird. Für die Unbekannten e0 wie a0 sind zunächst Näherungswerte zu sub
stituieren, die sukzessive im Laufe der Rechnung zu verbessern sind. In Strenge sind die



6 Unbekannten a0, j 4, s-, und *' aus den 6 Gleichungen (44), (45) und (52) (s. den 
nächsten § 4) zu ermitteln; es kann aber wesentlich nur die numerische Rechnung ent- 
scheiden, ob der oben eingeschlagene Näherungsweg oder von vorneweg ein engerer An
schluß an die Gleichungen (52) am schnellsten und sichersten zum Ziel führt.

Dagegen ist nun von den weiteren Koeffizienten E01 von höherer Ordnung und darf des
halb m 1. Näherung gleich o gesetzt werden, was dadurch plausibel ist, daß ein entsprechen- 

61 gQ™ C°S ζ m der Dlfferentialglcichung für 5 [s. die entsprechende Gleichung (6)] im

von -abhängigen Hauptteil überhaupt nicht auftreten kann, soweit es sich zunächst um 

einen Beitrag niedrigsten, also o. Grades in * resp. 4 handelt, sondern erst vom 1. Grade

sein kann, wenn man den Divisor * des 1. Teiles rechter Hand von berücksichtigt - der
0Ω at '

2. feil, von -g- abhängig, ist erst vom 2. Grade. Dagegen ist der zu einem Terme in E10

führende von |S abhängende Teil vom o. Grade, und zwar abhängig von dem Hauptgliede 

6 cos *= 111 80 daß ^01 von einem um 1 höheren Grade als E10 ist.

In analoger Weise ergeben sich nun sukzessive die ersten Näherungen der folgenden 
Koeffizienten; unter Substitution in die erweiterten Ausgangsgleichungen ergeben sich 
dann die 2. Näherungen für zunächst ,x und und dann für die usw! wöbe! nunmehr 

• " dle Kc”nrtniS de" Integrationskonstanten «0 und e0 vorauszusetzen ist. Diese ergeben 
ch aber auf Grund der Beobachtungsergebnisse in folgender Weise. b

§ 4. Die Bestimmung der Integrationskonstanten nebst Kontrollen 
und Verallgemeinerungen.

/ =Lmtiimmwg InteSrationskonstanten *0, *0, und 4 erfolgt mittels der für
g gen erte (d)0, (e)0, (ζ)0 und (ζ')ο der entsprechenden Veränderlichen, indem:

(52)

1 · (d)0 = «0 + 2 Σ Axß cos (az0 + ß4)

2. (e)0 = e0 + 2 Σ Ea£ cos (<xz0 + ß4)

3· (ζ)ο = s'o + 2 Σ Zaß sin (az0 + ß4)

4· (ζ')ο = 4 + 2 Σ Z'afi sin (ots0 + ß 4) J

und wobeaChtCn 1St’ daß dle ^«f» Ze„ und Funktionen von a0 und e0 sind,

(53) Cöo — /0 — 2 4 + ω0 und (ζ')0 = l0~i 4 + ω'

durch die Anfangslängen /0, Γ0 und die Perihellänge ω0 gemäß (1) definiert sind.
München Ak. Abh. 1935 (Wilkens) 9



In l. Annäherung ist unter Vernachlässigung der und ZQ 

(54) ■s’o — (ζ)ο und 4 = (ζ')ο.

so daß

(55)

| a0 = (d)o— 2 Σ Aaß cos (a,s0 + ß4) 1 
| g0 = (f)0— 2 Σ Saß cos (ag0 + Mo) j

nachdem die a0 und e0 in den Axß und erstmalig durch (a)0 und Q)„ ersetzt sind.

Die Substitution der numerisch erhaltenen Werte in die Difinitionsgleichungen für *1( 

y und die Koeffizienten liefert dann die 1. Näherung dieser Koeffizienten und die sukzes
sive Verbesserung infolge Resubstitution dann die 2. Näherung usw., bis keine Änderung 

mehr eintritt und damit die Endwerte der Koeffizienten wie der Integrationskonstanten

erlangt worden sind.
Die für eine beliebige Zeit gültige Perihellänge ω folgt dann noch mittels der Glei

chungen für ζ und ζ', so daß ω — ω' = ζ — ζ' und somit:

ω = ω' + ζ0 — 4 + Oh— *ί) t + 2 ^ 5111

. ζ[ die säkulare Perihelbewegung fixiert.

(56)

wobei z ^
Eine Kontrolle für die Rechnungsergebnisse bietet das Integral von Jacobi, falls 

e' = o an dessen Stelle bei 4ψθ das von mir erweiterte Integral tritt, wie auch ein zweites im 
Falle nahezu kommensurabler Bewegungen gültiges Integral von T iss er and, das eben

falls von mir auf den Fall 4 ψ o erweitert worden ist(s. Astron. Nachrichten, Bd. 228, .417 ■

sowie Sitzber. der Bayer. Akademie der Wiss., 1934, Math.-naturwiss. Abt., S. 195 f·)· 

erweiterten Integrale lauten:

Λ2
a)------Y kn' ya( 1 ■

2 a
■ e2) + Ω

b) (h + 0 k i k ya (1 ■

fdÜ
~ J dt

____ . f 3Ω
-ί2)—35'

dt = Ct 

d t —

wo der Quotient , das kritische Verhältnis der mittleren Bewegungen mittels der

ganzen Zahlen h und * fixiert, und wo und C% die Integrationskonstanten sind. In die 

Ableitungen der Störungsfunktion sind noch die Delaunay-Reihen zu substituieren, be

vor die Kontrolle der Rechnungen möglich ist. Bei der praktischen Anwendung, die der 

vorliegenden Theorie folgen wird, werde ich hierauf zurückkommen.

Die obige auf den schwierigsten Fall der Störungstheorie gemünzte Theorie ist in gleicher 

Weise auf alle anderen Typen anwendbar; bei allen Typen, bei denen allgemein das λ er-

-r, ........ 2 + i n j p-leich dem Verhältnis zweier aufein-
hältnis der mittleren Bewegungen—j— — dlbo



^ynBrrnuSS^mmm i ιιιιιιμ—ιι i ^wriiir >'—-

67
ander folgender Zahlen ist, bleibt die Schwierigkeit der Darstellung dieselbe, dagegen ist sie 

schon erheblich vermindert, wenn das Verhältnis der mittleren Bewegungen ~ = i + 2, 

also gleich dem Verhältnis der um 2 Einheiten verschiedenen ganzen Zahlen ist” wofür der 
Hestiatypus mit JjU den charakteristischsten Fall darstellt. In diesem Falle sind die

kritischen Glieder der Störungsfunktion erst vom 2. Grade der Exzentrizitäten und weiter
hin vom 4, 6. Grade usw., so daß hier in der Störungsfunktion wie in ihren Ableitungen 
und deren Entwicklungen nach *0, A, E, Z und Z' eine wesentlich verminderte Zahl 
von Gliedern auftritt, so daß die Bestimmung der Koeffizienten der Delaun ay-Reihen 
wesentlich erleichtert ist. y


