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In memoriam Georg Aumann

Zur Theorie der Integralsitze von Gaull und Green.

Von Georg Nobeling

In der Literatur werden diese Sitze vielfach zunichst fir Ge-
biete G mit glattem Rand 0G bewiesen und sodann durch Zusatz-
iberlegungen auf Gebiete ausgedehnt, deren Réander endlich
vicle Ecken, Kanten usw. haben. Anderseits existieren aber auch
Beweise der Sitze direkt fiir Gebiete mit nicht glattem Rand.
Ein einfacher derartiger Beweis findet sich bei Aumann-Haupt,
Einfithrung in die reelle Analysis, II1., de Gruyter 1982, § 8.1

Dort werden die Sitze von Gaull und Green bewiesen fir
Raumstiicke K im #z-dimensionalen euklidischen Raum £” (mit
orthonormalen, cartesischen Koordinaten x4,.. ., x,). Ein solches
Raumstiick ist folgendermaBen definiert. Im £” sei eine (simpli-
ziale) #-Pseudomannigfaltigkeit P = §;w ...« S, gegeben.
Weiter sei g: P — E” eine Injektion von P in den £” derart, daB3
fiir jedes 7 == 1, ..., j die Restriktion g|S; umkehrbar dehnungs-
beschrinkt ist. Dann wird K : = g(£) a.a.O. ein Raumstiick ge-
nannt. Solch ein Raumstick X liege vor. Wir werden uns mit
dem Rand 0K von X, der Orientierung von 0K und den Normal-
vektoren von 9K beschiftigen.

A. Vorbereitungen.

A1, Die Brauchbarkeit des Raumstlickes X = g(P) fir die
Integralsitze beruht darauf, dafl die Abbildung g in A*-fast
jedem Punkt p° des offenen Kerns £ von P differenzierbar ist, daf3
also, genauer gesagt, zu A"-fast jedem Punkt p°& P eine nicht-
singulire, lineare Abbildung /: £” — £* derart existiert, daf3

(1 lg(2), 2(p)| = o(12, 2°]) (€ P)

1 Die vorliegende Note kann als Ergdnzung dazu angesehen werden.
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gilt.?2 In jedem solchen Punkt p° existiert dann die Jacobische
Determinante
det Dg (p) = 80 280 4oy
(X1, - vy Zn)

und ist =F 0. Weil mit 2 auch P zusammenhingend und die Ab-
bildung g topologisch ist, ist det Dg in allen Punkten p% positiv
oder in allen Punkten p® negativ.® Wir geben hierfiir den (ver-
kiirzten) Beweis wieder, weil wir die dabei verwendeten Hilfs-
mittel spiter bendtigen werden.

Fur jedes #-Simplex 2'C P, jeden Punkt 2& 2 und jeden
Punkt v & g(2) definieren wir eine stetige Abbildung «, ;. , ,:
02 — 02 folgendermallen: Wir bezeichnen mit =" die Parallel-
verschiebung des £” in sich, welche v in # Gberfiihrt, und mit =
die Zentralprojektion mit dem Zentrum # der Menge 727 \ {»} auf
den Rand 02 von X dann sei o, ., ,i= 7o o g|02. Den Ab-
bildungsgrad dieser Abbildung bezeichnen wir mit /,. Nun
hingt /, von (&, %, v) stetig ab und die #(z 4- 3)-dimensionale
Mannigfaltigkeit aller Tripel (X, #, v) ist zusammenhingend;
also ist /, eine (von (2, #, v) unabhingige, ganzzahlige) Kon-
stante.

Zur Bestimmung von /, wiihlen wir einen Punkt 2 2, in
welchem g differenzierbar ist, und sodann ein 7-Simplex X' C P
mit 2 & 2. Mittels zweier Parallelverschiebungen des Z* in sich
kénnen wir erreichen, daB o.B.d.A. # und v = g(%) mit dem
Koordinatenursprung O zusammenfallen. Dann ist z* die Identi-
tit, also a, v 5 o =70g|02 und fir jedes #>o0 und jeden

Punkt y4=0 ist @ (%y) = z(y) (wir verwenden hier voraber-
gehend die vektorielle Schreibweise).

Fir x € 02 ist nun |g(¢x), /(¢x)| = o(#) wegen (1), jetzt mit O
statt p0 und x € P statt p & P. Fur ¢ — o gilt also %g(tx,—l(x)
— 0 gleichmiBig in x & 92, Folglich gilt auch m.g(tx) —
o {(x) — o gleichmiBig in x & 02. Daher konvergiert mog

2 Aumann-Haupt, a. a. O., §6. |., .| bedeutet den euklidischen Abstand,
Ardas Lebesguesche MaB. — ,, Differenzierbar bedeutet hier und im folgenden
immer ,,total differenzierbar‘,

3 Alexandroff-Hopf, Topologie I, Springer 1935, S. 475-477.
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|£0X, wegen #0X = 0¢X auch o g|0tE gleichmiBig gegen
7o /|02 und folglich «, , . o gleichmiBig gegen o, » o o Da
o, .z 0 o den Abbildungsgrad /, hat, ist folglich /, = /,.

Nunistaber /,= +1 oder =—1, je nachdem det /=det Dg (O)
positiv oder negativ ist. Dasselbe gilt dann ftr /,. Da nun aber
/. konstant ist und der Punkt 22 = O ein beliebiger Punkt & P
war, in welchem g differenzierbar ist, so folgt, dall det Dg in
allen Punkten von 2, in denen g differenzierbar ist, positiv oder
in allen diesen Punkten negativ ist. Im ersteren Fallist /, = +-1,
im letzteren /, = —1.

Wir setzen fur alles folgende voraus, daf3 die Jacobische Deter-
minante det Dg positiv ist in allen Punkten von £, in den g
differenzierbar ist, und nennen dann X positiv orientiert (durch g).

Az2. Nun sei R ein (7 — 1)-Randsimplex von P, etwa von S;
(7=1, ...,7); wir schreiben S statt S;. Weiter sei p° ein Punkt
im Inneren R = R\ 2R von R. Ist die Restriktion g|R in p°
differenzierbar auf R, so nennen wir den Punkt ¢%: = g(p% < 0K
reguldr. (Fur A"~1-fast alle Punkte p° von Rist g° = g(p% regulir.)
Die Regularitit von ¢° bedeutet die Existenz (genau) einer nicht-
singulidren Abbildung /: R — £” mit

(2) &0, 1) = o(1£, 2°D (pe R).
Weil Z umkehrbar dehnungsbeschrinkt ist, ist (1) dquivalent mit
3 lg(2), 1)1 = o(|2(£), ¢°D) (rc RB).

Der Punkt ¢° = g(p% sei regulir. Die Hyperebene 7" D /(R) ist
dann Tangentialhyperebene in ¢° an g(&). Mit /V bezeichnen wir
die Normale in ¢° zu 7.

Jede offene, hinreichend kleine Strecke s V mit ¢°& s hat
mit 0K nur den Punkt ¢° gemein. Sie zerfillt durch Tilgung von
¢° in zwei Komponenten s~ und s*; wir bezeichnen den End-
punkt ==0O von s* mit e. Wir behaupten, dafl nach eventueller
Vertauschung der Bezeichnungen s~ und st folgendes gilt:

(47 s=C K; (4¥)  stC En\ K.

Andernfalls gilte: s— st C K oder s—wst C E*\ K. Wir
widerlegen beides.
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Nach (3) existiert ein »; > o derart, dal3

HOROIESIUON Y

fir alle pE R mit |p, p°| <r. Weiter sei 7,:=|p% 0R|.
SchlieBlich sei #:= min(#y, 7). Mit U bezeichnen wir nun die
(2 — 2)-Sphire C K mit dem Radius 7 und dem Mittelpunkt p°.
Dann ist U**: = /(U) ein (# — 2)-Ellipsoid C 7" mit dem Mittel-
punkt ¢°; es ist mit der Geraden &V verschlungen. Weil

HOROIESIUORY

far alle p & U, ist auch U*:= g(U) mit N verschlungen. Wir
setzen schlieBlich noch 6:= |¢% U*|.

Angenommen nun erstens, es wire s7\ s¥(C K. Dann seien
7~ und p* zwei Punkte von § derart, dall g(p) E s, g(pt) & st
gilt, und die so nahe bei p° liegen, dal3 das Bild g([p~, p*]) der
Strecke [p~, p*] C S in der 6-Umgehung von ¢° liegt. Wir setzen
W\[g(p), g(pH) v glp~, pT]) =: N*. Dann ist U* auch mit
N* verschlungen. Dies ist jedoch falsch, weil V* fremd ist zum
g-Bild der (2 — 1)-Kugel C 0S5 mit dem Rand U.

Angenommen zweitens, es wire s~ st C £"K. Wir ver-
binden einen Punkt p'& S mit allen Punkten p& U durch
Strecken. Die Vereinigung aller dieser Strecken heile V. Dann
ist ¥ homoomorph zur (z — 1)-Kugel und es ist 9/ = U und
V'C S. Aus der Annahme folgt, dal3, wenn ! hinreichend nahe
bei p0 liegt, g(V) zu NV fremd ist. Also ist U* = 9(g (V")) nicht
mit V verschlungen. Dies ist abermals ein Widerspruch.

Ein Vektor vs=0 im A" heille ein Innen- bzw. AuBenvektor
von X in einem reguldren Punkt ¢° von 04, wenn fur hinreichend
kleines & > o alle Punkte ¢° 4 €b in K bzw. in £7 | X liegen.

B. Die Orientierung des Randes.

Die Faszination, die der Integralsatz von Stokes und die daraus
hergeleiteten Sitze von Gaull und Green immer wieder auf die
Mathematiker ausiiben, beruht darauf, daB sich in ithnen drei
vollig verschiedene Grundbegriffe in (berraschend einfacher
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Weise zusammenfiigen: 1. die orientierbare, #-dimensionale
Mannigfaltigkeit 47 im R” und ihr Rand 947 2. die alternierende
Differentialform o und ihr Differential dw; 3. das Integral Gber
M und oM.

Leider tritt in der Literatur die Schonheit dieser Sitze vielfach
nicht voll zutage, weil die durch die Orientierung von 4/ induzierte
Orientierung des Randes 04/ unzweckmiBig definiert wird, wo-
durch ein entstellender Vorzeichenwirrwarr entsteht. Dies 1408t
sich durchaus vermeiden, indem man sich an die in der algebra-
ischen Topologie ubliche und bestens bewidhrte Definition der
Randorientierung hilt.

Im vorliegenden Fall des Raumkoérpers X im £” lduft dies
darauf hinaus, dall man in jedem (72 — 1)-Randsimplex R von K
Koordinaten (Parameter) y,,. .., ¥, einfihrt, die konsistent sind
zu den Koordinaten zq,. . ., x, in K. Damit ist folgendes gemeint:
Sei wieder R ein Randsimplex des #-Simplexes S = S; mit den
Ecken ay,..., a,, und zwar seien aq, ..., d,, ..., a, die Ecken
von R. Wir fihren nun in der R enthaltenden Hyperebene des £”
ein orthonormiertes cartesisches Koordinatensystem (v, ..., %,)
so ein, dab} folgende zwei Bedingungen erfillt sind: erstens hat die
Transformation der Koordinaten x, in die Koordinaten y, die
Determinante = -}~ 1; zweitens ist fur die Ecke @, von S die
yi-Koordinate << o (m.a.W. der Einheitsvektor der positiven
¥y-Achse ist in jedem Punkt von R ein Auflenvektor von §). Wir
nennen dann 2 und ¢2 durch das Koordinatensystem (xq,. . .,x,)
in 2 und die Koordinatensysteme (¥,, ..., »,) in allen (z — 1)-
Randsimplexen R von P konsistent parametrisiert. Bei dieser
Definition der im Rand von 2 induzierten Orientierung treten
keinerlei Vorzeichenschwierigkeiten auf.*

Diese konsistente Parametrisierung steht im Einklang mit der
in der algebraischen Topologie {iblichen Orientierung des Randes
eines orientierten kombinatorischen Simplexes. Es sei ndmlich
die durch die Reihenfolge (ay, ..., a,) bestimmte Orientierung
des aus den Ecken ay,...,a, bestehenden kombinatorischen
Simplexes positiv, d. h. es sei die Volumendeterminante

* Vgl. Haupt-Aumann, a. a. O., § 8, oder etwa G. Nobeling, Integralsitze
der Analysis, de Grayter 1979 (insbes, S. 40).
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0 0
1xl xﬂ
.......... >0
= n
129 X,

(#,..., x> die x-Koordinaten von a,; v =o, ..., n)). Weil die
Transformation der x, in die y, eine positive Determinante hat,
ist auch

0 0
1-1,1 Va
.......... > 0.
1 ”
1}/1 ce yn

Nun ist y} = o fiir alle 7<= 4, hingegen ¢ < 0. Also folgt durch
Entwicklung nach der zweiten Spalte

0 0

LG5 i s Y, |

1A= },ﬁ_lj -

1 b+ 1 /K' t+ 1

y;} : Jn )

1" ” |

J 2 J n
Also ist durch (—1)* (aq,...4,...,a,) bestimmte Orientic-
rung des kombinatorischen Randsimplexes mit den Ecken
@y, ... d,...,a, (also den Ecken von R) positiv. Dies ist aber

gerade die Orientierung, die in der algebraischen Topologie dem
Randsimplex aufgeprigt wird.5

C. Der Normalenvektor n auf dem Rand 9X.

Im £ liege vor ein Raumstiick & = g(/2); dabei seien 2 und
0P konsistent parametrisiert. Es sei ¢° = g(p® ein regulirer
Punkt von 0K. In diesem Punkt definieren wir

—1 1 O(gy, oo By oo Gn) .
n=(—1)" 5 TN - (v=1,...,n
. =0T 0y =11
mit . ) i %
Q:=12> (Q_(‘éfll;"'gtv"'¥1t))2 &3
s (¥ - ¥n) A

% Vgl. Alexandroff-Hopf, a. a. O., S. 165.
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Dann ist
n:i=ny,...,n,)

einer der beiden Einheitsvektoren, normal zur Tangentialhyper-
ebene 7" an g(R) in ¢°% Dieser Einheitsvektor n tritt (bei kon-
sistenter Parametrisierung) in den Integralsitzen von Gauf3 und
Green auf. Es ist wichtig zu wissen, ob er ein Innen- oder ein
AuBenvektor von X in ¢°. Wir behaupten:

(5) n ist ein AuBlenvektor von X in ¢°

Der Vektor n bleibt unveridndert, wenn wir die Koordinaten
X1y -+ -, %, im E7 und (oder) die Parameter y,,...,, in R eciner
orthogonalen Transformation mit det = 4 1 unterwerfen. Wenn
wir anderseits auf das Raumstick X (m.a.w. auf das System
&1y - - -, &, der Komponenten von g) ecine orthogonale Trans-
formation mit det = -1 ausiiben, so unterliegt n derselben
Transformation. Daher kénnen wir o. B.d. A. annchmen, daf die
folgende Situation vorliegt (dabei O der Ursprung der Koordi-
naten xq,...,x,):

6) SC{r:ix;ZL0}; RC{xixy=o0}; P'=0;

¢°=0O; 7"= {x:2; = o}; der (positive) Einheitsvektor
der xy-Achse ist Aullenvektor von & in O.

(7)

Die Normale NV zu 7 in O ist dann die x;-Achse; wir bezeichnen
fiir jeden Punkt o = (04, . . ., 0,) von N mit V, die abgeschlossene
Halbgerade {x:x; 2 01, 2, = ... = x, = 0}. Wir kdénnen dann,
indem wir nétigenfalls die Triangulierung von /2 verfeinern,
weiter annehmen:

®) £(S) "Ny = {O}.

(Denn fiir eine isotone Folge (S,), von z-Simplexen S, C 2 mit
() S, = {0} ist () (g(S) ~N,) =0 wegen (4%); der Cantor-
sche Durchschnittsatz liefert also die Behauptung.)

Wegen (6) kénnen wir als (mit den xy,. .., x, konstistenten)
Parameter in R die Koordinaten x,,..., x, wihlen. Wegen (7)
ist n = - ¢. Die Behauptung lautet daher: n = ¢. Es geniigt also
zu zeigen:

"

1 Minchen Ak. Sb, 1981
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RACORLUT ONy(o) Sry

0(%y, .., Xn)

Wegen (47) und (6) konnen wir in s~ einen Punkt z = (2,0, . . ., 0),
21 < 0, so wihlen, dal3 die halbabgeschlossene Strecke N, \ N,
C g(S) ist, Nach (8) gilt dann

©) 8(0S) NV, = {0},

Zufolge (6) kénnen wir z auBBerdem so nahe bei O wihlen, daB
auch z& S gilt.

Nun sei ein # > o so klein gewihlt, dafl erstens fir die ab-
geschlossene (7 — 1)-Kugel U, C 7 mit dem Radius 27 und dem
Mittelpunkt O eine Teilmenge von & ist und zweitens fur jeden
Punkt p & U,, gilt:

(10) 1&°(2), 1) < Yala],
(1) |&°(2), 1(2)] < Y2l2(2), O,
was moglich ist wegen (3).

Wir setzen g%:== ¢|0S und definieren eine ncue stetige Ab-
bildung ¢*: 95 — £” folgendermalen:

(12) auf 85\ U,, sei g' = g%
(13) auf Useigl=/;

) auf jeder radialen, abgeschlossenen Strecke [z, 4] mit
(14 ac oU,, & 0U,, sci g* linear.
Dann gilt zufolge (10):

fur jeden Punkt p von U,, haben g%(p) und g*(p) Abstéinde
(15) _ 4
< Yy |z | von T.
Wegen (9) und (11) gilt
(16) g10S) n NV, = {O}.
For jedes £ mit 0o << ¢ <C 1 definieren wir schlieBlich eine stetige
Abbildung gf: 0S5 — £” folgendermallen. Fir jeden Punkt

P € 95 mit g°%(p) = g'(p) sei £°(p) = £'(p) = g'(p); fur jeden
Punkt p € 0S5 mit g°(p) +g'(p) sei g(p) der Punkt der Strecke
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[8°(2), £* () mit |£°(2), &' (P)]: | & () £ (p)] = ¢: 1 — 2). Die
Abbildungen g‘ mit o < # < 1 bilden eine stetige, g° und g ver-
bindende Schar, Wegen (10) und (13) gilt:

auf 05\ U,, ist g/ = g% fur alleo < # < 1; fir jeden Punkt
(17) p von U,, und alle 0 <¢ <1 hat g/(p) einen Abstand
< Y |zy| von T.

Fir #:= zund v:=z gilt «&€ S und v & g(); die Parallel-
verschiebung 7" ist also jetzt die Identitdt und daher «, ¢ _ .
=mog®(vgl. A1 mitX :=5). Wegen (17) sind fur alleo <z <1
die stetigen Abbildungen meo g’: 0S5 — 85 definiert. Sie bilden
eine stetige Schar. Daher haben o g% und 7 ° g! denselben Ab-
bildungsgrad. Zufolge der positiven Orientierung von K hat
wog® den Abbildungsgrad - 1. Also hat auch @ g! den Ab-
bildungsgrad + 1.

Wegen (16) hat die (kompakte) Menge g!'(95 \ U,,) einen posi-
tiven Abstand von der Halbgeraden NV,. Wegen (11) und (14)
gilt fir jeden Punkt p einer radialen Strecke [a, 6] mit a & U,
b€ 0U,, die Ungleichung |g(p), NV,| = |/(a), O]; ist also & der
(positive) Abstand der (kompakten) Menge /(9U,) von N,, so
hat die Menge g'(U,, \ U,) einen Abstand =& von N,. Ins-

gesamt hat daher die Menge g1 (85 \ UU)) einen positiven Abstand

von V.. Dasselbe gilt dann auch fiir jede abgeschlossene Halb-
gerade V. mit dem Anfangspunkt z, die mit A, einen hin-
reichend kleinen Winkel bildet. (Diese Halbgeraden . sind
Projektionsstrahlen der Projektion @ von £7\ {z} auf 0.5 mit dem
Zentrum z; vgl. A1)

Nun ist gt |U, = /|U, nach (13). Folglich besitzt der Punkt O
einc Umgebung ¥ in R, auf welcher die Umkehrung von z e gt
eindeutig, und zwar gleich der Umkehrung von =z ¢ g! eindeutig,
und zwar gleich der Umkehrung /-1 von / ist.

Hieraus folgt, daB3 der Abbildungsgrad von 7z ° g* positiv oder
negativ ist, je nachdem die Determinante der linearen Abbildung I,
dhih i )

(75, = - =5 %n)
vorhin gezeigt, der Abbildungsgrad von z ¢ g! gleich 4 1. Folg-
lich ist -2{£2 -2 £n)

O(xy, ..., xn)

in O positiv oder negativ ist. Nun ist, wie

O) >0, w.z.z.w.

3*



