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Beweis des Moessnerschen Satzes
Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am 4. Mai 1951

Der Moessnersche Satz lautet:!

Wenn man aus der Reihe der natiirlichen Zahlen jede 2% aus-
streicht und von der ibrigbleibenden Reihe die Summenreihe
bildet, sodann aus dieser jede (£ —1)% Zahl ausstreicht und wie-
der die Summenreihe bildet, aus dieser sodann jede (4 — 2)* Zahl
ausstreicht und abermals die Summenreihe bildet und diesen
ProzeB3 fortsetzt, bis man schlieBlich beim (£#— 1)%*" Schritt jede
zweite Zahl ausstreicht und dann die Summenreihe bildet, so ent-
steht die Reihe der 2% Potenzen: 1%, 2%, 3% 4% .. ..

Zum Beweis des Satzes ordnen wir die natiirlichen Zahlen,
nachdem jede £% ausgestrichen ist, in Zeilen zu je £#— 1 Zahlen:

1, 28 R T
E+1, 42, £4+3, ..., 2£—1,
28+ 1, 242, 2k4+3, ..., 3£—1,

Wir schreiben dafiir

1 1 1
Agl)) AgQ)’ OSAEARY Ag,)lz—l,

1 1 1
Agl)’ A(22): Ll O Ag,)k—,—l’

1 1 i
A(Sl)! Agz): 00,00 Ag,)k_p

so daf3 also
() AV =(m—1)k4+v @B=1,2,3,..;v=1,2,...,k—1)

ist. Nun bilden wir die Summenreihe und ordnen sie, nachdem

jede (#— 1)™ Zahl daraus gestrichen ist, in Zeilen zu je 2 — 2
Zahlen:

! Siehe Seite 29 dieses Bandes der Sitzungsberichte.
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2 2 2
A A o by Al
A A A

2 2 2
Agﬂ)’ Agsz): Qg 0.9 Ag},)k—2:

Jetzt bilden wir wieder die Summenreihe und ordnen sie, nach-
dem jede (£ — 2)* Zahl daraus gestrichen ist, in Zeilen zu je £#—3
Zahlen. So fortfahrend erhalten wir, nachdem wir zum (A — 1)**
Mal die Summenreihe gebildet und jede (4 — A 4 1)* Zahl dar-
aus gestrichen haben, das Schema

PN A Iy
Agl)) Agg), c e ey Ag,)k—l’
x 2\ A
Agl)r A‘(ze): & 0.9, Ag,)k—)\’
N 3 A
A gl) y A gz) y e vy A g},)lt—)- )

Indem wir nun zur nichsten Summenreihe iibergehen und
daraus jede (4—2)" Zahl streichen, ergibt sich fiir A%} augen-
scheinlich die Formel

n—1 h—2X L
(2) Agfl) Z" Z 442“) Z’A()\) (71—1,2;3y~..

e v==1,2,...,A—h—1

wobei die fiir z = 1 entstehende leere Summe gleich o zu setzen
ist. Der Moessnersche Satz besagt dann:

(3) D A(pkl—l) = nt (@ =% 7% el

p=1
oder, was dasselbe ist:

@) ALY =gt —(n—1) (=1,2,3,...).
Um (4) zu beweisen, leiten wir die allgemeinere Formel her:

72I==1% 273 P

I3 (7) v+—_1 k = b
) Z ( ) GZ) (r—1) ve=1,2,..., b=\’

die speziell fir v =1, A = £— 1 tbergeht in:

h—1 kR—1

A= Z (o= @0 = §o Ol
= [1 + (r— D — (e —1)",
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also in (4), so daB mit (5) insbesondere auch der Moessnersche
Satz bewiesen sein wird.

Die Formel (5) lautet speziell fiir A = 1:

V==L 12

AO =f-(n—1) +v (”=1’2’3"" )
-1

was nach (1) richtig ist. Die Allgemeingiiltigkeit von (5) beweisen
wir nun durch SchluBl von A auf A+1. Aus der angenommenen
Giltigkeit von (5) ergibt sich nidmlich durch Einsetzen in die
Rekursionsformel (2) zunichst

n—1 k—2

A= 5 2 Gl CE i

p=1 p=1 =0

D Z (‘“” O GG

: 1 _z k=2
=2 § GE) = § (GO
)
5 =Z; Gr) (r—1) " Z (Eg=)

Nun ist aber
m
21 Coa A= )
B =
so daBl obige Formel iibergeht in:
AtD T %
AR = Z 26 EOR G

A
%—: G Ei e

Wegen
( y ) (k—HT) A 2! (£-~x+1)!
A—z 41 | T =)l (—AFD)!  GF1)! (F—r—1)!
= k! k! A41)!

A=+ F—a—1)! I D! —a—1)! =) (z+ 1)}

= e

3 Miinchen Ak. Sb. 1951
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148t sich die letzte Formel auch folgendermalBen schreiben:
n—1 A o
A = ko) 21 Z’o G —u"
p=1 t=
A
L) ) =
n—1
= GiD 21 G o e @i
p=
A+1 )
55 21 (Gl i) (R (@ O T
A+1
= Gf) — 1+ + Zl GRS R e o B

A1
N e TR =

Das ist aber gerade die Formel (5) mit A41 an Stelle von X\
W Zz5b e



