BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

ABHANDLUNGEN - NEUE FOLGE HEFT 76

GOTTFRIED ECKART

Uber die Streuung elektrischer Wellen

an Zonen dielektrischer Turbulenz

(Zweiter Teil einer Theorie der Streuung elektrischer Wellen

in turbulenter Atmosphire)
Mit 4 Abbildungen

Vorgelegt von Heren Winfried O. Schumann

am 11, November 1955

MUNCHEN 1956

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
IN KOMMISSION BEI DER C.H. BECK’'SCHEN VERLAGSBUCHHANDLUNG



Druck der C. H. Beck’schen Buchdruckerei Nérdlingen
Printed in Germany



HERRN A BESTELMEYER
ZUM 80. GEBURTSTAG GEWIDMET



INHALT

Ubersicht . .

1.

IT.

1.

Iv.

Einfihrung . .
Die Strahlung einer Stér-Zone bei Erregung durch eine
kontinuierliche Welle . .

A. Die Entwicklung der DK-Stérung nach FouRriER in
Raum und Zeit . g

B. Die Streustrahlung

Die statistische Verteilung des gestreuten Ieldes .

A, Die dquiphasen Ebenen im Falle eines Senders und
eines Empfingers .

B. Die statistische Verteilung des Empfangsfeldes

1. Die erste Haufigkeitsfunktion des gestreuten Feldes
a) Allgemein . —
b) Spezialisierung auf den Gauss-LarLacEschen Fall

2. Die zweite Haufigkeitsfunktion .

a) Allgemein . . . . . . ..
b) Gauss-LarracEscher Fall .

Die statistische Theorie des Ultrakurzwellenfadings

A. Der Zusammenhang der statistischen Kenngréen der
Stoérzone mit denjenigen des Fadings im komplexen

Fall . . .
B. Spektren und Correlationen
C. Weitere Eigenschaften des Streufeldes

D. Komplexes Fading und reines Amplitudenfading

Literatur

10

12
13

13
15
15

15
18

23

23
26

33
33
35
35

36



UBERSICHT

Das Problem der Streuung elektrischer Wellen an Zonen dielektrischer Turbulenz,
d.h. Zonen, in denen die Diclektrizititskonstante des Mediums — in unserem Falle der
Troposphire — kleinen raumzeitlichen Schwankungen unterliegt, bietet einen doppelten
Aspekt:

1. Aus der rdumlich-zeitlich als bekannt angenommenen Storung der DK ist die Streu-
ung einer die betreffende Zone durchlaufenden elektrischen Welle zu berechnen;

a) direkt,
b) wenn die Stérung nur in ihren statistischen Eigenschaften bekannt ist, statistisch,

2. Aus geeigneten Beobachtungen der Streustrahlung ist die Verteilung der DK-Stérung
zu ermitteln, ebenfalls nach a) und b).

In dem vorliegenden Bericht wird das Problem 1 vollstindig behandelt in einer Form,
die auf das Problem 2 direkt hinfithrt. Eine vorldufige prinzipielle Lésung von 2 wurde
schon in [1] gegeben. Eine viel weiter reichende Behandlung ist der Gegenstand einer
Arbeit, die auf die vorliegende folgt.

I. EINFUHRUNG

Im folgenden soll die Streuung elektromagnetischer Wellen an kleinen Inhomogenititen
der Dielektrizititskonstante des Ausbreitungsmediums untersucht werden. In einer vor-
hergehenden Arbeit [2] waren diese Inhomogenititen als Funktion von Raum und Zeit
besonders auch als stochastischer ProzeB studiert worden. Dabei wurde die Erscheinung
entsprechend einem Vorschlag von Herrn FRAGER als ,,dielektrische Turbulenz® bezeich-
net. Da im vorliegenden Falle das Ausbreitungsmedium durch die Troposphire gebildet
wird, so wollen wir mit diesem Wort die kleinen Stérungen der Dielektrizititskonstante
(DK) bezeichnen, die zusammen mit atmosphirischer Turbulenz auftreten, etwa in Form
von Luftschlieren, die sich bei ungleichmiBiger Erwdrmung durch heterogene Sonnen-
einstrahlung ergeben, oder die durch eine Mischung der Luft mit Sandkérnchen in einem
Sandsturm auftreten. Um nun die Rechnung einigermalen Ubersichtlich zu gestalten,
gehen wir von der Annahme aus, daf} eine rdumlich begrenzte Zone gestorter DK von
einem weit entfernten Sender mit einer Welle angestrahlt wird, die in der Stérzone als eben
angesehen werden kann und einen gemeinsamen Faktor 1/R besitzt, wo R der Abstand
des Senders von einem geeignet gewihlten Punkt der Stérzone ist. Ebenso sei der Emp-
fanger von der Stérzone so weit entfernt, daBl in ihm das gestreute Feld den Charakter
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ebener Wellen hat, die noch den Faktor 1/R’ haben, wobei R’ der Abstand des oben-
genannten Punktes vom Empfinger ist.

Da nun dabei die genannten Stérungen der DK zeitlich schwanken, so beobachten wir
im Empfianger schwankende Feldstiarken, d. h. wir haben es mit einer Fadingerscheinung
zu tun. Wie bereits in der Ubersicht bemerkt, ist es von erheblichem Interesse, die Zu-
sammenhinge zwischen DK-Stérung und Streufeld in beiden Richtungen zu studieren.
In der vorliegenden Arbeit wollen wir ausschlieBlich das Streufeld aus der DK-Stérung
berechnen. Die Umkehrung, d. h. die Berechnung der DK-Stérung aus dem Streufeld ist
schon einmal in [1] begonnen worden; dies Problem soll in einer folgenden Arbeit
griindlichst neu aufgerollt werden.

Wir wollen zunichst ausgehend von einer Fourierentwicklung der DK-Stérung in
Raum und Zeit das Streufeld berechnen; sodann wollen wir aus den statistischen Kenn-
groBen der Stérung die statistischen Kenngrofen des Streufeldes ermitteln. Wir bekom-
men auf diese Weise eine Fadingtheorie.

Teile des vorliegenden Problems wurden schon von GARDON-BOOKER [3] sowie von
StarAs [4] behandelt. Das wesentliche Ergebnis der GArpDON-BookERschen Arbeit ist
die Erkenntnis, daf} sich durch solche DK-Stérungen Reichweiten ergeben, die iiber die
von einem Duct herriihrenden weit hinausgehen. Diec BookErsche Arbeit ist mathematisch
nicht ganz einwandfrei. STARAS erweitert die BookERsche Betrachtung, doch ist aus keiner
der beiden Arbeiten eine feinere kausale und statistische Theorie des Streufeldes zu ent-
nehmen.

II. DIE STRAHLUNG EINER STOR-ZONE BEI ERREGUNG
DURCH EINE KONTINUIERLICHE WELLE
Zunichst geben wir die geometrische Anordnung unseres Problems:

Lmplangsrichtung

Storzone : .
Linfallsrichtung

Abb, 1 d,ﬂ,/

Es seien a, fi, ¥ beziehungsweise die Cosinus der Winkel der Einfallsrichtung mit der z,
v, z-Achse; a*, 8%, 9* die Richtungscosinus der Richtung Stérzone - Empfianger. Wir set-
zen R und R’ als sehr groB3 gegentiber den Abmessungen der Stérzone und der Wellen-
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linge voraus. Die Werte der DK-Stérung seien so klein, daB Mehrfachstreuung unbe-
riicksichtigt bleiben kann, wir also nur die erste Reflexion zu betrachten haben. Fir die
Gangunterschiede konnen wir dann, wie es in der klassischen Beugungstheorie {iblich ist,
einfach die Projektionen der streuenden Punkte auf die Einfalls- und Empfangsrichtung
wihlen.

In der Stérzone falle also eine ebene Welle ein, deren elektrische Feldstirke irgendeine
Polarisationsrichtung senkrecht zur Richtung a, §, ¥y habe. Die Zeitfunktion sei exp
(—jw#). Dann sei, wenn die einfallende Welle die Amplitude 1 hat,

(1) E, = ; exp [jh(ax + By + y2)], b= ~21n

wo 4 die Wellenldnge in der ungestorten Atmosphire sei.

Ein Volumenelement v im Punkte x, ¥, z erzeugt im Empfinger einen HErTzschen
Vektor

(2) ﬁ = Ré' 4‘::;1' As(x,%z) exp []'é ((a - aX) X + (ﬂ === ﬂx)y + (7 — ,yx)z)]’

wo wir statt dv auch dx, dy, dz schreiben kénnen. Der HERTzsche Vektor hat dieselbe
Richtung wie der Vektor E. Ae(x, y, 2) ist der Wert der &-Storung im Punkte x, v, 2. Die
elektrische Feldstirke £ am Empfangsort driickt sich durch IT folgendermal3en aus:

(3) E gy = — BIT sin 9,

wobei 4 der Winkel zwischen der Richtung von Z und der Empfangsrichtung ist. Die
Richtung von £ bestimmt sich aus der bekannten GesetzmiBigkeit des Fernfeldes der
Herrzschen Losung (Abb. 2). Den Faktor exp (j£(R + R')), herrithrend vom Abstand

3

o

Efern
—

17

Abb. 2

des Nullpunktes von Sender und Empfinger, haben wir unterdriickt, da er nur einer be-
liebigen Wahl des Zeitnullpunktes entspricht. Der HERTzsche Vektor des Streufeldes der
gesamten Stérzone lautet dann:

W =4 R’]T”isf JJ Ae.,2) exp [k (@ —a*)x + (B—B)y + (= y)2)] du dy d.

Miinchen Ak, Abh. math. nat. 1956 (Eckart II} 2
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Dabei soll noch auf folgenden Umstand hingewiesen werden:

(3) und (4) geben das Empfangsfeld nach Groe und Phase; ein Empfinger mit einem
Gleichrichter wiirde aber nur die Grolle erkennen lassen. Um die Phase in Evidenz zu
setzen, mull dem Streufeld im Empfinger ein Dauerfeld iberlagert werden, das etwa tiber
eine ungestorte Kabelleitung vom Sender zum Empfinger gelangt. Wir werden spiter
sehen, dal} es fiir eine Analyse der DK-Stérungen aus dem Streufeld notwendig ist, auch
dessen Phase zu kennen; deshalb miissen wir bei Fadingbeobachtungen darauf achten.

A. DIE ENTWICKLUNG DER DK-STORUNG NACH FOURIER
IN RAUM UND ZEIT

In ciner vorangehenden Arbeit [2] war die Storung der DK der Atmosphére als Phino-
men in Raum und Zeit in Form einer FourIiEr-Entwicklung angesetzt worden. Dann
wurden die Fourier-Koeffizienten als Zufallsvariable angenommen und im Rahmen einer
statistischen Theorie die Verteilungsfunktionen des Vorganges in Abhingigkeit von denen
der Fourier-Koeffizienten studiert; ebenfalls wurde die umgekehrte Betrachtung durch-
gefiihrt.

Mit Hilfe der genannten FouRIER-Entwicklung der e-Stérung wollen wir nun das Streu-
feld berechnen. Wir nehmen dabei an, dal die zeitliche Variation der e-Stérung sehr
langsam gegeniiber der Variation des elektrischen Feldes ist, d. h. also, daB dic in der
DK-Stérung auftretenden Frequenzen um mehrere Groéflenordnungen kleiner als die der
einfallenden Welle sind. Fur die einzelnen in der Entwicklung der DK-Stérung auf-
tretenden Fourier-Koeffizienten berechnen wir jetzt das Integral (4). Dabei ergeben sich
(vgl. [2]) verschiedene Moglichkeiten. Zunichst: das Entwicklungsintervall erstreckt sich
{iber die ganze Storzone; aullerhalb deren sei A& = o. Man kann nun das Entwicklungs-
intervall als ganze Periode in jeder Verdnderlichen wihlen; wir nehmen es symmetrisch
zum Nullpunkt, dann kann man entwickeln

a) nach trigoncmetrischen Funktionen,

b) nach Exponentialfunktionen,

Dann bekommen wir (vgl. [2])

00 oo ss58 T e 8 7 Q G
3> e sin 'zt sin /ax sin may sin nmz
= Wimn €05 I cos X cos YV cos Z

a) (5) delx,y,2,6) =

It
o

M
i1t

4 l m=0

wobei fir jedes Quadrupel von Werten £/, /, 72, n alle moglichen 16 Kombinationen der
Sinus und Cosinus auftreten miissen und die oberen Indices an den € die Sinus- und
Cosinus-Kombination andeuten. So lautet z. B. ein Term:

e V¥ 7 lnx BRI, S

Wl Sl A COSs X Vv s Z
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wobei also die obere Indexfolge sccs bei der fest gegebenen Reihenfolge 2, /7, m, n die
Reihenfolge sin, cos, cos, sin bedeutet. Das Entwicklungsintervall ist gegeben durch:

wo X, ¥V, Z, T" jeweils die Halbperioden darstellen. Schreiben wir die Entwicklungs-
komplexe an, so bekommen wir:

b) (6 i
Aellmyyyiait)— Z_’ 1 ;‘ Z_’ Z_‘ By 1y X cxp[ ('—~+ l;x e mny e nnz)].

Zu einer Kombination von Absolutwerten £, Z, 72, 2 gehéren dann alle 16 Kombinationen
der positiven und negativen Werte, z. B.

+é/, +l) +77Z, +n7 _k/) _Z) — M, —n,; _l—kl) —Z) +m7 —n; —_él: +Zy — 77, +7’L
Dabet ist immer
(7) Cimp = aik’—l—m—-n

fiir irgendeine solche Kombination, wobei der Stern den konjugiert komplexen Wert
bedeutet.

Man kann aber auch das Entwicklungsintervall als Halbperiode ansetzen und dann nach
Cosinus allein oder nach Sinus allein entwickeln. Dann hat man zu einer Kombination von
Werten £, 7, m, n, die dann alle positiv sind, nur einen einzigen Koeffizienten. Dabei
bekommen wir die Entwicklungen:

(8 Ae(x, y,2,8) = gv fv Sv Ev By cos;é’;l cos%aé:; cos f.’f.;i’ cosﬁg?,
=0 I=0 m=0 n=0
oder
© 0 0 5
© Asy,s,)= 3 3 3 3 b, "EX mizz snmay snns:
=0 I=0 m=0 n=0
in
RS T A R R -

Dabei haben wir stets das Zeichen £’ gewihlt, um diesen Zahlindex von der Kreiswellen-
zahl £ zu unterscheiden. Natiirlich kann man auch die obigen Entwicklungsmoglichkeiten
kombinieren, z. B.

in £ nach cos in der Halbperiode

in 2 nach sin in der Halbperiode

in ¥ nach cos in der Halbperiode

und so fort entwickeln, eventuell auch nach einer Variablen in der Halbperiode, nach einer
anderen in der ganzen Periode entwickeln. Wir wollen aber diese Moglichkeiten nicht
weiter verfolgen.

2*
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B. DIE STREUSTRAHLUNG

Somit haben wir nach (4) folgende Integrale auszuwerten:

+X+Y 42

N Iz z ) . T
) 2 [ [ [ oota oy o0 na ol ib(aaY BBy + (r—p)2)) i dy d,

sin sin
-X -V -Z

2 17 &
§ 3

s JJ‘J“ cos 'zxcos ﬁm’J’;oj”;Ze p [/&{(a—a”)x+(B—P)y + (y—y™)z)|dxdyd=.
00 0

sin sin

Man sieht sofort, dal} jedes dieser Integrale das Produkt von 3 Faktoren ist, die jeweils
durch Integration nach einer Variablen gewonnen werden kénnen. Wir geben die einzelnen
Faktoren in der folgenden Liste getrennt an:

+X
lnx ; x (—1) 2é(a—ax) sin ,é(a—aX)X
(1= :[{ cos —‘%ﬁ exp [jA(a—a*) x| dx = e
a J(—1)- 2—1” sm,é(a-—ax)X
(13) Ism Lexp [jhla—a*)x] dx = )
—-—X ,éZ(a_aX)z X2
—Jk(a—aX)

X
(1) [ cos 5% exp [jh(a—a*)x] dw = (=1 (— 1Y exp[jA(@—a*).X])

,éﬁ(a aX)?— I;’:’

In
(15) J‘sm—v exp [je(a—a*)x]|dx = — ~v—-~-lX_.l,ﬂ,;' (—14 (—1)exp[j4(a—a*)X])

A2 ((1 X )2 e

Die anderen Integrale in » und z gehen aus diesen hervor, indem wir vertauschen:

[/ mitm bzw.z
X mit ¥V bzw. Z
a mitf bzw.y
a* mit 8* bzw. y*.

Es liefert jeweils das Produkt_von 3 solchen Integralen ein Glied in der Strahlung, und
zwar im Herrzschen Vektor 17 geschrieben. Das wirklich beobachtete ZZ-Feld erhilt man
daraus durch Multiplikation mit 4% sin &; dieser Faktor ist dann immer jedem Produkt
von 3 der obigen Integrale beizufiigen. Wir sehen sofort, dall in den Stellen, an denen ein
Nenner verschwindet, auch der Zihler Null wird. Dort nehmen die Integrale die folgenden
Werte an:
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Integral (12) wird X
Integral (13) wird X
Integral (14) wird X/2
Integral (135) wird 7 X/2.

fur £2(a—a*) — Ia/X

Die Werte der anderen Integrale gehen aus diesen wieder durch die schon genannten
Vertauschungen hervor.

Betrachten wir zunichst den HERTzschen Vektor ﬁ, so sehen wir den von der FOURIER-
Integration herrithrenden Effekt des RiEMANN-LEBESGUEschen Lemmas: mit zunehmen-
den Werten von 7/, 7, » nehmen die Integrale asymptotisch wie die negativen ersten oder
zweiten Potenzen dieser Zahlen ab, wenn wir £, d. h. die Frequenz festhalten.

Ferner zeigen die trigonometrischen und Exponentialfunktionen im Zihler, daf3 bei zu-
nehmender Frequenz das Richtdiagramm sich stark in einzelne Lappen aufspaltet. Es
bleibt noch die Aufgabe, die Frequenzabhingigkeit dieser Integrale zu studieren, wenn
wir, um % zu bekommen, noch die Produkte von 3 solchen mit £ multiplizieren. Wir sehen
die Abhéngigkeit von Frequenz und Richtung dadurch miteinander verkoppelt, daf3 £ nur
in den Verbindungen £2(a— a™), £2(f— ), £(y — ™) vorkommt. Dies wird weiterhin noch
zu einer interessanten Folgerung fihren. Zunichst sehen wir aber, dal3 ein Produkt aus
drei nicht verschwindenden der obigen Integrale, auch wenn es mit 42 multipliziert ist,
mit £ auf alle Fille verschwinden muB. Dabei werden die oben angegebenen Werte O/O
und Maxima und Minima durchlaufen.

III. DIE STATISTISCHE VERTEILUNG DES
GESTREUTEN FELDES

A. DIE AQUIPHASEN EBENEN IM FALLE EINES SENDERS
UND EINES EMPFANGERS

Haben wir einen Sender und einen Empfinger, die so weit von der Stérzone entfernt sind,
dafl wir nach dem obigen Verfahren mit ebenen Wellen rechnen diirfen, so sieht man
leicht, daf3 unendlich diinne Schichten, die parallel zur Halbierenden des aus Einfalls- und
Empfangsrichtung gebildeten Winkels und senkrecht zu der aus diesen beiden Richtungen
gebildeten Ebene liegen, eine gleichphasige Strahlung zum Empfinger senden. In (Abb. 3)
sei die Zeichenebene diese Ebene aus den Geraden: Sender — Bezugspunkt in der Stérzone
und Bezugspunkt - Empfinger. Wir wihlen die Koordinaten so, dal diese Zeichenebene
die xy-Ebene wird, und zwar so, daf3 die x-Achse die genannte Winkelhalbierende wird.
Die z-Achse stehe senkrecht zur Zeichenebene. Man sieht nun elementargeometrisch
unmittelbar ein, dal die Winkel AOC, COB, A'O'C, CO'B’, COB = arccos a = arccos a*
sind. Somit ist das Dreieck OD O’ gleichschenklig, und die Gangunterschiede OF' = O'E
sind gleich. D. h. die xz-Ebene strahlt gleichphasig zum Empfinger, oder besser gesagt:
ein Stiick der xz-Ebene, dessen Abmessungen schr klein sind gegeniiber R und R'. Fiir
die Richtungscosinus gilt dann die Beziehung

(16) @ =g f="—f y =9 =,
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Damit wird, abgesehen von den Faktoren 1/RR' exp [—j4 (R+R")], die am Empfinger

Die statistische Verteilung des gestreuten Feldes

ankommende Strahlung in b7} geschrieben:

Gy I =?]——~ Iffda(x,y,z) exp [j&((a—a)x +(B—p%)y + (y—y™)2)] dxdy ds.

ey

Storzone

Dies wird mit (16)

b 4
A
A
afc“‘ofﬂ A’
0/
0
° . f
fl
5’ _4en
400}0’ lanend
NG 5
e 8ot e
e . n
(= o%o fra
Abb. 3
(18) II = 4;61 III Ae(x, y,2,t) exp[—j2£B* y]dx dy dz.

Stdrzone

Hier wihlen wir die unmittelbar einleuchtende Bezeichnung:

(19) JI Ae(x,y, 2, ) dx dz = szz(y, By
St

dann bekommen wir:

(20) =2, [ 35,0 expl—j2ips)dy.

Storzone
(y-Achse)
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Die Richtung des Vektors IT ist dabei nach (Abb. 2) zu bestimmen. Wenn wir das empfan-
gcncﬁ in Abhangigkeit von 2£28* betrachten, so sehen wir, dal wir die Fourier-Trans-

formierte der Mittel der zur xz-Ebene parallelen Schichten in A6 (¥) beobachten. £ ist
dabei 27t/4, wobei 4 die Wellenlidnge in der ungestdrten Atmosphire ist.

B. DIE STATISTISCHE VERTEILUNG DES EMPFANGSFELDES

Wir denken uns jetzt die Storzone in eine sehr grofle Anzahl sehr diinner unter sich zur

xz-Ebene paralleler Schichten zerlegt. Das Schichtenmittel Axg(y) ist abhingig von y und

¢, und wir denken es uns als einen sich zeitlich entwickelnden stochastischen ProzeB3.
Zunichst jedoch sehen wir von der zeitlichen Entwicklung ab. Wir denken uns also eine

sehr grofle Zahl von solchen Schichtungen realisiert, so daf} zu jedem y-Wert eine Hiufig-

keitsfunktion fiir 4 & (¥) gehort. Weiterhin denken wir uns dann als nichste Stufe eine /V-te
Hiufigkeitsfunktion der Ae-Mittelwerte der /V-Schichten gegeben, wobei fiir V keine
obere Schranke existieren soll. Nachher denken wir uns den Prozel zeitlich ergodisch und
stationir, so dall wir nacheinander eine groBe Zahl von Zeitmomenten herausgreifen, fiir

jeden das A'e (¥) angeben und so die aufeinanderfolgenden Phasen des Prozesses als seine
Realisierungen betrachten, aus denen wir die Hiufigkeitsfunktionen entnehmen. In [2]
hatten wir schon geschen, daf} diese Verteilungen Gauss-LapPLacEisch sein miissen.
Wenn wir dann aus unserer Kenntnis der Verteilungen der Schichtmittel heraus die Ver-
teilungen des Integrals (20) berechnen, so bekommen wir damit die Verteilungen des
Fadings, da (20) abhingig von der Zeit einfach das Empfangsfeld in seciner zeitlichen
Variation also das ,,Fading* darstellt. Wir kénnen dabei noch mit annchmen, dafl das
Empfangsfeld von einem vom Sender dem Empfinger zugefiithrten Dauerfeld {iberlagert

wird. Es wird sich namlich herausstellen, dal Schliisse aus dem Fading auf A (¥, ¢) nur
méglich sein werden, wenn man das Streufeld nach Gré3e und Phase betrachtet. Dabei
liefern die folgenden Rechnungen beide GroBen.

1. DIE ERSTE HAUFIGKEITSFUNKTION DES
GESTREUTEN FELDES

a) Allgemein

Wir miissen nun die erste Haufigkeitsfunktion des komplexen Wertes von (20) ermitteln.
Jede der V Elementarschichten liefert uns einen Elementarvektor, der gegeniiber einem
Anfangsvektor eine zeitliche Phasenverschiebung hat. Wir haben die Haufigkeitsfunktion
der Summe dieser Elementarvektoren zu ermitteln. ,,Vektoren‘‘ heif3t hier: raumlich haben

alle diese Vektoren IT dieselbe Richtung, zecitlich sind sie gegeneinander phasenverschoben.
Wir nehmen nun an, dal} die Stérzone einen Bereich von y; bis y, lings der y-Achse erfiillt.
Um nun die Haufigkeitsfunktion des Integrals (20) ermitteln zu koénnen, gehen wir auf die
Definition des Integrals im RiEmaNNschen Sinn zuriick und zerlegen, wie bereits mehrfach
erwihnt, die Storzone in N Schichten, die so diinn sind, daf3 ihre Dicke projiziert auf Ein-
falls- und Empfangsrichtung sehr klein gegentiber der Wellenlinge sei. Die Anfangs-
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phase, d. h. die Phase der Schicht in ¥, wo die Stérzone beginnt, nehmen wir als reell an.
exp [— 74 (R+R"] lassen wir weg, was einfach einer willkiirlichen Wahl des Zeitnull-
punktes gleichkommt, zu der wir berechtigt sind. Wir kénnen auch so sagen: den von der
Schicht in 1, kommenden Vektor nehmen wir als reell an. Dann ist der aus der 2. Schicht
oberhalb ¥ kommende gegeniiber dem 1. um einen Winkel in der Phase nacheilend ver-
schoben, den wir ¢ nennen wollen. Nehmen wir alle Schichten gleich dick an, dann ist
der Vektor der 3. Schicht um 2d¢ gegeniliber dem ersten verschoben, allgemein der Vektor
der n-ten Schicht um (z—1) d¢. Die Betrige dieser in ihrer Phase festliegenden Vek-
toren sollen Hiaufigkeitsfunktionen unterliegen, die noch voneinander abhingen sollen.
Dann haben wir also die Haufigkeitsfunktion der Summe von &V 2-dimensionalen (reelle
und imaginidre Komponente) Vektoren zu finden, deren gegenseitige Phasenlagen oben
bestimmt sind. Die Phase des zur Schicht in y gehérigen Vektors ist — 2 £8* y nach (20).

Zur Auffindung dieser Summenverteilung bedienen wir uns der MARKOFrFschen Me-
thode, die in [5] von CHANDRASEKHAR eingehend dargestellt ist. Wir nennen den Vektor
der 7-ten Schicht @;. In Darstellung seiner 2 Phasenkomponenten

(2 1) ¢z’ = (Q;’ ¢:> e (¢}, ¢:2)

Die oberen Indizes 7 und 7 bedeuten wie 1 und 2 die reelle und imaginire Komponente.
Dann wird

(22) ?, = (2, 0),
(23) ¢$l) = :i: |¢tl Cos (Z_ 1) dqj) QDS'Z) = j: |®t| Sin (Z' — 1) d‘P:

wobei |®,] noch mit einem negativen oder positiven Zeichen versehen sein kann. Wenn wir

von der von der Lage in y herrthrenden Gangphase abschen, kann A'e (¥) an der Stelle y
positiv und negativ sein, und @, ist einfach

(24) @, = ~—Ae(y)dy.

4me
Nun sollen die GréBen @; noch folgenden Hiufigkeitsfunktionen unterworfen sein:

(25) O, 1y (D), Dyt (Dy| Py)
= bedingte Haufigkeitsfunktion

Dy Ty Py | Pyyy Pyg . - - Py, Py, Dy).

Bezeichnen wir mit X" die reelle Komponente des Summenvektors, so gilt:

N N
(26) X=320W= >+ |D,|cost—1)dyp.

i=1 i=1

Bedeutet ¥ die imagindre Komponente, so ist

N N
(27) V=3 0@ =3 4 |&|sin(i —1) dg.

i=1 i=1
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Nun haben wir dabei aber noch folgendes zu beachten: Die Haufigkeitsfunktion einer
sicheren GréBe, die als Grenzfall einer Zufallsgré3e gedacht werden kann, bei der beliebig
kleine Abweichungen vom Mittelwert die Wahrscheinlichkeit Null haben, ist einfach die
Diracsche Zackenfunktion. Dies ergibt in unserem Fall folgendes:

Es sei 7,(P;| D,,...D,) die Haufigkeitsfunktion fiir @,. Wenn nun aber die reelle
Komponente von @, den Faktor cos (— 1) d¢ hat, so bekommen wir nach [6] S. 167 fiir
D, cos (71— 1)d ¢ die Hiufigkeitsfunktion

(1) (1) (1)
(28) 7 ( P; P ;7 (15(1)) :

cos(i—1)dp \cos(i—1)dp | cos(i—2)dp ' cos(i—3)de ~ 1
Unterliegt also @; der Hiufigkeitsfunktion 7(®;| @, .. @,), so unterliegt seine reelle
Komponente @; cos (i — 1) dp der Hiufigkeitsfunktion (28).

Ist aber @; und @: cos (i—1) dg einmal gegeben, so liegt seine Imaginirkomponente
@, sin (7 — 1) dp als sichere Gréf3e fest; es ist

(29) D, sin (1—1)dep = D, cos ¢ —1)dp-tg (—1)dy
= OM tg (i — 1) dy,

das heif3t aber, daB} die bedingte Hiufigkeitsfunktion von @® unter der Voraussetzung
cines gegebenen Wertes von @1 die Form hat:

(30) (PP — DY tg (i — 1) d),

wo 6 die Diracsche Zackenfunktion bedeutet. Mit 4, (g,, 0,) bezeichnen wir dann wie
CHANDRASEKHAR die charakteristische Funktion = FouriERr-Transformierte der ersten
Haufigkeitsfunktion W), (X, V'), worin der Index & die Summierung {iber V-Schichten
bedeutet. Dies schreibt sich folgendermaflen:

+ o0 o0
X dv )
30 WX, V)dxdy ="5" [ [ 4@, 0) exp [—j@X + V)] doide,.

—00 —00

Die GroBe A4 (o, 05) erhilt man durch eine einfache Anwendung der bei CHANDRESEKHAR
dargestellten Methode:

+ o0 + o0
(32) Ay e)=f...... [P ddP 4P ... dBP DY x

—00 - 00

(2N=-1) fack

§ = ‘v A’ N T"
x |op [ 00 + 0 2 00| 1 g g O leosiimnapl - #P)
N
x II 8(PP — DY 1g —1)do)t.

Die Integration nach den @ kénnen wir sofort ausfiihren:

! Wir schreiben @; von jetzt an fiir den pos. oder neg. Wert von - |®; .

Manchen Ak. Abh. math. nat. 1956 (Eckart II) 3
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giAcS gies ¥ N
(33) Avlered=[..... dDP ... dDY exp [j o1 2 PP+, 3 PP tg(i—l)a’ovl]x
- SIS i=1 i=1
ooNfa:h
e (q&(ll), o . - 2%) )
11‘77 cos (i— 1) dp cosdg’ cos(VN—1)de |’

-
I
-

wo nach dem Satz der verbundenen Wahrscheinlichkeit = fir das Produkt der 7; steht.
(Dol D, ist die Haufigkeitsfunktion /V-ter Ordnung fiir die von dem 1., 2., .. ...
N-ten Schichtmittel herrithrenden Vektoren, die einfach gleich 1/47e; mal den Werten
dieser Schichtmittel sind.

b) Spezialisierung auf den Gauss-LaprrLacEschen Fall

Wir hatten in [2] gesehen, dal3 die 7, Gauss-LarLAcEschen Charakter haben miissen, und
wollen deshalb solche Haufigkeitsfunktionen fiir die 7; einsetzen. Nach CRAMER [6] wihlen
wir dabei folgende Bezeichnungen:

(34) m, = Mittelwert von &,

(3 5) }‘ii = 012'1' = E(¢z - 7”:')2 s
wo £ die ,,Erwartung‘‘ bedeutet. Allgemein schreiben wir:
(36) hv=E((D;— m) (D, — m,)).

Dann wird im Gavuss-LarLAacEschen Falle die charakteristische Funktion, also die Fou-
riEr-Transformierte von 7 (®;. . . .. 0] IS B R )

= ' N N
(37) @) = cxpl— ; '?1 likz‘,.tk] exp []21 m; z‘,.]
= (ty, . ... %y) bedeutet den Vektor mit den Komponenten #, . ... ¢,. Wir bezeichnen
nun mit
Aig =5 cndyp |
(38) 4=
A A

die Momentenmatrix der Verteilung mit 4;, = ,;, die also symmetrisch ist und mit 4,,
das algebraische Komplement (= den Cofaktor) von 4, in |4| = Determinante der 4;,.
Dann erhiilt man nach CrRaMER [6] fiir die Verteilung der &;

. -
(39) T(D)=71(D;.... Dy = (-2;:)”/2 l/ll/ll exp [— 2l1/1| D Ay (D, — m) (P — mk). :

i Ak=1

Die Funktion (39) ist, wie in [6] S. 118/119 gezeigt ist, die Fourier-Transformierte von
@(?) in (37). Mit diesen Voraussetzungen wollen wir jetzt die 1. Verteilung von X; ¥V im
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Gauss-Lapraceschen Fall berechnen. Wir beziehen uns dabei auf [6] S. 162, 166 ff. Aus
der Verteilung der @; in (39) ermitteln wir jetzt die Verteilung der reellen Komponenten
der zu addierenden Vektoren. Fiir

1 1 1
1 (@(1) o) o o) )

.Nli_l " nd(p 1> o (pd(p ;S—Z—*d;; BT aON) COS (-N._ l),d;P_

n=1

erhalten wir dann im GaAuss-LaprrLAcEschen Fall:

! (@m— m;cos (i—1) dp)

O Pl o A f

= Nﬁl cos nd<p (2”)N/2V[A| =8 [ 2|/1| i ?1 cos (f—)dp
n=1

X

(diil’— my, cos (£— 1) d(p)
cos (b= 1) dp '

Damit wird die Fourier-Transformierte der Haufigkeitsfunktion A4 ,,(pq, 05):

(41
+ o N N "
Ay (01, 09) = I fd@m ...a’@f,&)exp[jIQIZ'QQ) + 0, ) PV tg(z—1)de Jx
— oo —00 i=1 =
N fack i
X - - e ijv f g P — m;cos(i—1) dqz) (@21) — #1,,c08 (£— 1) d(p)
C = Nz ;/[71_| ~, 14| cos(i—1)dg cos (B—1)dg ;

n —
Il cosnde (o)
n=1

Dieses FouRIER-Integral werten wir jetzt in der bei CRAMER [6] S. 118/19 angegebenen
Weise aus. Wir schreiben zu diesem Zwecke:

(42) eXp[ ‘e Z;¢“’+9 ;;@“’tg(z l)dtpl]:

= exp [F{PP o1 + PP (01 + 02 tg d9) + P (01 + 0o tg 2d9) ...
N
-+ B (o + 02 tg (N—1) do}] = exp [J§ DD (01 + 02 tg (1 — 1) d¢)]
und fithren die Bezeichnung ein:
(43) o+ 0 tg vdp =vy,.

Ferner nennen wir die quadratische Form im Exponenten von (41)

L A;p ((P(l)—m cos (z—l) d(p) (Q)l-—mk cos (£—1) dtp)

(44) _—2—,;1 |A| cos (2—1) de ik cos (£— 1) do

1 Q_l (1155.1)— m; cos (i—1) d(p) (le)— m, cos (k— 1)d<p)
= cos (f—1) dp cos (k—1) dp
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Wir schreiben Q7' deswegen, weil diese Form die reziproke der Form mit der Matrix (4,,)
ist. Dann wird mit [6] S.118/119 und S.311 die charakteristische Funktion der gesuchten
1. Haufigkeitsfunktion von X, V:

+ 0

1 1 1 .N=1 (1) i
(45) AN(QI’Q2)= £ 5 N k ’V:A' IJ‘ CXp JZQ:’:'-;-N/’; X
IT cos ndyp (2m) 2 [4] ps i=0
n=1 N fack
X exp l'— ! Q-l']dqsg”....d@g,) -
N
— exp [— 3.2 cosi=1) dy cos (1) dplys (e -+ s 1g G=1)dy) X

— :
X (e1te:tg (A—1)dg) exp IJ'Z m; cos (i—1) dg (e1+ e tg(i—l)dtp)J-

L f=s1
Wir ordnen jetzt die quadratische Form im Exponenten nach gy, 0, um, indem wir schreiben:

(46) (91+ 02 tg (7 —1) d‘P) (91 + 0 tg (£—1) d‘P) =
oit+oitg G—1)dp tgb—1)dp+ o, 0, (1gC—1)do -+ tg(k—1)dyp).
Also wird:

: N N
Ay (0, 02) = exp [] (01 Z m;cos ({ — 1)do + 05 2 msin(i —1) d‘P) X

i=1 i=1

%
X exp [—-—'; Igf D Agcos(t—1)dpcos(k—1)de

f,k=1
(47) E
+ 02 Y Aysin(G— 1)desin(d—1)dy
T
N
+ 0100 3 A,cos(i— 1)a’q)cos(k—1)d¢p(tg(z'—1)dq7—|—tg(,é—1)a’<p) ]
ik=1

Um nun die Haufigkeitsfunktion zu finden, miissen wir A, (g, 05) nach FOURIER inver-
tieren. Nun wissen wir aber aus [6] S. 118/119, daf} hier einc Gauss-LarLacEsche Verteilung
entsteht, deren quadratische Form im Exponenten die reziproke Form der Form in (47) ist,
und deren beide Variablen dann (X —X) und (¥ —Y) sind, wobei X, ¥ die Mittelwerte
von X und V bedeuten. Die Matrix der 2. Momente dieser Haufigkeitsfunktion ist ja
gerade die aus (47) ersichtliche Matrix der Form, deren Variable g; und g, sind. Nun
erinnern wir uns aber, dal} wir unsere Summenverteilung als die Verteilung der Niherung
cines Integrals angeschrieben haben. Es erscheint zweckmiBig, jetzt wieder zum Con-
tinuum {iberzugehen, indem wir die Summen in (47) in Integrale Gberfithren. Wir haben in
diesen Summen insofern eine Kontrolle unserer Rechnungen, als ja die Mittelwerte der
Summe gleich der Summe der Mittelwerte sein miissen und ebenso die Summe der Ab-
weichungsquadrate gleich dem Abweichungsquadrat der Summe.

Zum Zwecke des Ubergangs zum Integral fithren wir die folgenden beiden kontinuier-
lichen Variablen ein:

7—1 k—1

(48) = HFreu (o<, <)
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Dazu bemerken wir folgendes:

Wir legen den Anfang der Stérzone nach ¥ = o, ihre Héhe sei V'; dann haben wir bei NV
Schichten je Schicht die Dicke Y/V; der Phasenwinkel der z-ten Schicht ist nach (20)
—2 £B* (i—1) Y[y, also ist mit (48) dieser Winkel:

(49) ((—10)Ad¢p = —2k% Y.

Wenn wir etwa die Summe der Mittelwerte = Mittelwert der Summe als Integral berech-
nen, so haben wir in » von o bis 1 zu integrieren. Ferner: 4;, ist die Covarianz zwischen
der Z-ten und £-ten Schicht, also zwischen £2//V * ¥ und /N * ¥, also mit N — oo zwischen
»¥Y und ¢ Y. Dann wird:

r=1

N
(50) 4_‘:1 m o G—1)dp — J‘ mpY) N (—2kf*vY)dvY

= M, im Cosinusfall
= M, im Sinusfall.

Ferner wird:

¥y N
(51) 2 2 Ay sin(f—1)dy sin(£—1)dp = ayp
im1 A=1

= f f sin (u 2% Y) sin W 248%Y) COoY,uY) c(uY) (v ¥)duY dvY,

v=0 u=

worin wir in {iblicher Symbolik schreiben:

(52) Aip = €;4 0; 04

¢;» = Korrelationskoeffizient
2

™ Mittlere Schwankungsquadrate.
T =

Analog haben wir:

M
M=

(53) Ay cos (i—1) dg cos (k—1)dp = ay

=1 k=1

j j cos (2B kY) cos (u2kBXY) c(uY,vY) o(uY) oY) duY dv¥Y
und:

N N
(54) g; g; iy cos G—1) dop cos (h—1)dy (g ((—1) dy + tg (b—1) dg)

=28 — [ [cuV,vY) oY) oY) sin[(n-+) 24 V]duY dvY.

y=0 pu=0



22 Die statistische Verteilung des gestreuten Feldes

Dann lautet die charakteristische Funktion fur

W(X,Y) = lim Wy(X; V)

N— o0
(35) @t ty) = exp[j (Mt + Myty)] X exp [— ;‘ (an 8 +-ana 5 + 2415 1 fz)]-

Wir verweisen darauf, dal die Variablen 4, # keinerlei Zeiten bedeuten. Diec Haufigkeits-
funktion W (X, V) wird dann nach [6] S. 118/19 mittels FouriEr-Inversion:

(56)
WX, Y) = 22 exp [— % (du (X— M)+ Ay (V— M) + 240y (X—83) (Y—013)
wo

I ‘
(s7) A = Det |1 %12 i Ay = Ay

31 422‘
und

Ay = %fl, Agy = %1114, Aqp = — 5;113 ist.

Damit haben wir die erste Verteilung angegeben und miissen nun die Abhédngigkeit ihrer
Kenngréflen von w und %, also von £und g* studieren. Die KenngroBen sind aber die
Mittelwerte und die zweiten Momente. Nun hingen alle diese GréBen nur von dem Pro-
dukt £ ab. Wir nehmen einmal 2 Werte £ und 2 Werte f* so an, daf}

(58 kBl = ko By sei.

Dann miissen die Kenngrofen des Streufeldes fur die beiden Fille dieselben sein. Wir
hatten frither schon auf diese Proportionalititen hingewiesen, die auch jede kausale Be-
trachtung des Streufeldes regiert und a fortiori dann fiir die statistische Betrachtung gilt.

Weiterhin: M, und M, sind bei einem festen 28* einfach beziehungsweise die FOURIER-
Cosinus- oder Fourigr-Sinustransformierte von 7 (»Y). Lassen wir £ von o bis co laufen,
bei festem * == o, so bekommen wir einfach die Fourier-Transformierte (sin oder cos) von
m(@Y) im Intervall o = occ. Die Bedeutung dieser Tatsache fir eine Analyse der Stér-
zone soll in einer weiteren Arbeit untersucht werden. Wir haben jetzt die Hiufigkeits-
funktion fiir die beiden orthogonalen Komponenten X und ¥ angegeben. Wir wollen
noch die Verteilung des Betrages |/ X2 - ¥* = B abhingig vom Phasenwinkel ermitteln.

Wir betrachten zunichst die quadratische Form im Exponenten und transformieren sie
auf Polarkoordinaten R, @ um den Mittelwert M, M, herum. Mit

(59) X—M=X; Y—M,=Y und
(60) X' =Rcos®@; V' = Rsin®; R = X't4 V2

tg @ = Y'[/X' wird die quadratischen Form im Exponenten:
(61) Ay R? cos? @ A Ay R? sin? @ + 24, R? sin @ cos @ =

= R?[2 (A + Ags + cos 2@ (A — Agp) + Ayp 2sin 2D).
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Hier tritt die Phase nurin der Form 2@ auf. Fird X dY = X' dY' sctzen wir R dR dP;
dann wird die Hiufigkeitsfunktion:

62) W (R ®RIRID = ]-;% exp [— 5; (A + Agy + cos 20 (Ay; — Ayy)

24y sin20)| R R a0.

2. DIE ZWEITE HAUFIGKEITSFUNKTION
a) Allgemein

Im bisherigen waren wir folgendermallen vorgegangen: Wir setzten eine groe Anzahl
aufeinanderfolgender Realisierungen einer Storzone voraus und berechneten die Hiufig-
keitsfunktion fiir die reelle und imaginire Komponente des Streufeldes. Die aufeinander-
folgenden Realisationen der Stérzone konnten wir uns auch so denken, dal} wir dem zeit-
lichen Ablauf des Vorganges folgten. Wir nahmen dabei noch an, daBl in dem von uns ge-
wihlten Zeijtraum der ProzeB ergodisch und stationir war, wozu wir noch folgendes be-
merken wollen: Man denkt sich eine groBe Anzahl solcher Prozesse ablaufen und beob-
achtet fiir jedes y die Schichtmittel kontinuierlich mit der Zeit, wobei der Zeitnullpunkt
jedesmal der Anfangszeitpunkt des Prozesses sein soll; dann nimmt man fir z = o, # = 7,
t=ty, ...t =1, (¢ immer auf den Anfang des Prozesses bezogen) aus ciner sehr groflen
Zahl von solchen Prozessen die Hiufigkeitsfunktionen der Schichtmittel auf. Wenn sich
heraustellt, daf3 diese Hiaufigkeitsfunktionen in einem bestimmten Teilzeitintervall un-
abhiingig von der Zeit sind, dann konnen wir in diesem Intervall die Mittel Gber die Reali-
siecrungen durch Zeitmittel ersetzen. Wir hatten die Hiufigkeitsfunktion v der @; ange-
geben. Mittels

©3) &, = 4;61 [[[ 4¢3 2 dxdydz expljE—1)dg]
Volumen
der 1 ten Schicht

koénnen diese @; aus den Ae-Schichtmitteln genommen werden. Die Haufigkeitsfunktion

7 kénnen wir uns auch in (Axé),. gegeben denken. Wir miifiten eigentlich dieser Funktion
in (33) noch den Parameter ¢ beifiigen, den wir aber unterdriicken konnten, wenn 7 in dem
betrachteten Intervall von # unabhingig wird. Wenn sich der Vorgang aus einem unge-
storten Medium heraus entwickelt und spéter wieder verschwindet, so kann (vgl. [2]) cin
solches stationires Zeitintervall existieren. Auf dieses soll sich dann die obige Gauss-
LaprrLAacE-Verteilung beschrinken. Wenn wir jetzt zu einer zweiten Haufigkeitsfunktion
weiterschreiten, diirfen wir die Zeit nicht mehr unterdriicken, insofern, als wir uns die auf-
cinanderfolgenden Realisationen der Stérzone als einen zeitlich ablaufenden Prozel3 vor-
stellen, in dem eine zeitliche Korrelation existiert. Im Falle eines von 2. Ordnung statio-
niren Prozesses darf dann die Korrelation nur von der Differenz der beiden ins Auge ge-
faBten Zeiten abhingen. Wir berechnen jetzt eine Hiaufigkeitsfunktion W (X;, Y7, 4;
Xy, Vo, t5) d X, dY, d X, dY,, dievon der Streuzone herriihrt, die zunichst in V Schichten
zerlegt werden mége, wobel spiter V — 0o gehen soll.

Wir schreiben die e-Stérung mittels (63) gleich in den Schichtmitteln @; und miissen die
Schichtmittel zur Zeit # und #, unterscheiden. Die Verteilung der Schichtmittel zur Zeit
#, soll auch noch von derjenigen zur Zeit # abhingen, so dafl die Verteilung zur Zeit #,
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also cine bedingte sein soll. Wir wollen soweit als méglich dieselben Symbole verwenden
wie bei der ersten Verteilung, wollen aber die Zeiten 4 und #, durch einen links unten
stehenden Index andeuten: , @’ ®, @@ 7 Dann fithren wir in erweiterter Analogie
zur ersten Verteilung die Haufigkeitsfunktionen ein:

(64)

AT ( 2P 2P :,@(111 e N
cos (1—1) do \cos (1—1) do | cos (f—2)dep’ ~°°7 7" cos del’ L
und
(63)

WTi ( i ot L 2P
cos ({—1) dop \cos (i—1)de | cos (i—2)de’ """ 77" cosdep’ cos(i—1)de’ cos(@—2)dep 777

1718
il =
..... e yRea e

wo also die Haufigkeitsfunktion zur Zeit #, noch von den Werten @) zur Zeit # mit ab-
hangen soll, worin sich die zeitliche Correlation ausdriickt. Multiplizieren wir alle ,7,

und ,7; (# = 1.../V) miteinander, so bekommen wir folgende Verteilungen:
(66)

b4 (1) (1) (1)

o, ,o=_— 4 _ (,q)(;), e WL T e |
L e N . cosdy  cos 2de cos (N—1) do
t=1 .

cos (f—1)d
z'1=]1 (i—1)dy

©7)

N 1 1 1 1

0 oam o  [op o292 WP g WP PP
s A, D cos @ cos (N—1)dg * B L2 cosd cos (N—1)d
i=1 ¢ 14

N
I cos (i—1)dg
j=1

Dabei ist also (67) die bedingte Verteilung der Projektionen der Schichtmittelvektoren zur
Zeit ¢, auf die reelle Achse unter Voraussetzung ihrer Werte zur Zeit #. Bilden wir nun die
Produkte der 2V Hiaufigkeitsfunktionen (je /V zu den Zeiten # und 4,), so bekommen wir
die verbundene Gesamthaufigkeitsfunktion der 2 V Vektoren , @, , @ (i = 1...N)

PR

(68)
N 1
I, ©..= 1%
i=1 (Hcos(z’—l)dtp
i=1

1 ik 1 1
et = B el D
)2 a1 7 cosdep  cos(N-1)de’ 1 cosde  cos(N—1)dp|

Fir die imagindren Komponenten, die bei gegebenen ,h,‘dis.l) einfach festliegen, haben wir
wieder Dirac-Funktionen als Hiufigkeitsfunktionen:
Es ist nimlich

(69) t.dj(;'g) = I,Qf’l) tg (d—1) do
(70) (PP = 0N g (G—1) do
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und die Haufigkeitsfunktionen der Imagindrkomponente unter Voraussetzung der Werte
der reellen Komponenten werden:

(i) 8 (,P —, OV tg (i—1) do)
und
(72) 0 (t,¢$'2)_1,¢$1) tg (1—1 d‘P)) S

Jetzt haben wir das Material zusammengestellt, das wir zur Ermittlung der 2. Hiufigkeits-
funktion brauchten: Nach CHANDRASEKKAR (l. ¢.) schreiben wir:

(73) WXy, Yt X, Vo ty) dX, dY, dX, dY, = (2—1,;)1 dX, dY,dX,dY, X
+oo “+oo +00

+oo
I J‘ f _[ A(01) 03, 03, 01) €xp [—7 (01 X1 + 0. Yy + 03Xy + 04 V) dioy oy dog do,y

01 ==00 Q3 =—00 @3 ="--00 04 ==—CC

(74)

+
Algyonono) = [ ..o [ 2,004,00..4,0904,09...4,694,00..d,004,89...d,09
LD coo BP0

N ” .
X iI=11 (t,fi t,Ti) 6(1,¢£‘1)—ll@£‘1) tg (1 —1) d‘P) 6(1.¢£‘2)_1,¢9) tgrli=1) d‘P) X

exXp [] (91 t‘@gl) + Q2 t,¢£'2) +' 03 :,Cpf-l) + 04 t,@f-z)) 0

In (32) hatten wir @¥ weggelassen, weil es identisch Null ist nach Voraussetzung. In (74)
lassen wir den Index in der Multiplikation von 1 bis /V laufen auch fir die Blindkompo-
nenten: dann ist die Hiufigkeitsfunktion von @ als Dirac-Funktion mit dem Maximum
in ) = o anzusetzen. Die Integration nach den ,@® und ,®®, die nur in solchen
Dirac-Funktionen erscheinen, kénnen wir sofort ausfithren: es wird also:

(75)
i - 1) (1) j (1) (1) j
A0, 02, 03, 01) = f --------- I 171 d:,d’ﬁ- a,P; £Tin Ty X €Xp [.7 (01 1,¢i + 0. t,@i tg(f—1) do
FO =) =
E QN fack e

+ 03 z.@?) + 04 :,¢$l) tg (1 —1) do)],

wobei das Produkt auch tber die 7 in der Exponentialfunktion zu erstrecken ist und fiir
. % ,T; der Wert aus (68) eingesetzt zu denken ist.

Setzt man dieses A4 (py, 09, 03, 04) in (73) ein, so erhilt man die gewlinschte Haufigkeits-
funktion.

Damit haben wir also die 2. Haufigkeitsfunktion des Streufeldes bei V' Schichten er-
mittelt. Den Ubergang zur kontinuierlichen Schichtung (V ~ o) wollen wir anschlieBend
in dem Gauss-LaprAcEschen Fall durchfithren. Der vorliegende Ausdruck ermoglicht es,
prinzipiell alle Momente der Verteilung, besonders die Matrix der Momente 2. Ordnung
riumlich, zeitlich und raumzeitlich des gestreuten Feldes anzugeben (vgl. [6] S. 204 ff.).

Miinchen Ak, Abh, math, nat. 1956 (Eckart II) 4
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b) Gavuss-LaprracEscher Fall

Wir wollen ausgehen von einer Gauss-LaprLacEschen Verteilung in den Schichtmitteln,
von diesen dann zu den reellen und imaginiren Komponenten {ibergehen.

Wir haben bei V Schichten zunichst 2V Variable: ,@;, ,®@,...,Dy; , D, , Dy, ..., Dy, die
fiir das Streufeld je eine reelle und eine imaginire Komponente ergeben. Diese 2 & Gréfen
denken wir uns nach GAvuss-LAPLACE verteilt. Die Verteilung ist definiert durch die Mittel-
werte und die Matrix der 2. Momente 4,,. Um diese Matrix verstindlicher zu machen,
denken wir uns die obigen GréBen , @y, ..., Py, , D, . . ., Py der Reihe nach von 1 bis
2 N durchnumeriert und nennen sie ¥;, 1 <7 <V bedeutet dann ecin Element, das der
Zeit # zugeordnet ist, N <7 < 2 /V ecin der Zeit #, zugeordnetes Element. Dementspre-
chend bedeutet 4;,

mit a) 1 <7 S N; 1 < £ <N, i3 £ eine Covarianz zwischen den Schichten ¢ und £,
beide fur # = #,
7 = k einen quadratischen Mittelwert # = 7,

bYN +1Z7<L2N; N+1<£<2N, 7= £eine Covarianz zwischen den Schich-
ten 7z und £ beide fiir £ = 7,

7 = k cinen quadratischen Mittelwert, # = 7,

) 1 <7< N; N+ 1 < k< 2Neine Covarianz zwischen der Schicht ¢ fiir £ = ¢ und
der Schicht & fur # = #,; ist 7 = £ — V, so sind die beiden Schichten dieselben und
A;; bedeutet eine zeitliche Covarianz fiir eine Schicht.

DN +1<i<2/N; 1 <i2<N, 7=k eine Covarianz zwischen einer Schicht zur
Zeit ¢, und einer anderen zur Zeit # in Analogie zu c).

Die charakteristische Funktion = Fourier-Transformierte der Hiaufigkeitsfunktion
setzt die Matrix 4,, in Evidenz. In der Héufigkeitsfunktion haben wir 2 V Variable, also
ebenso viele in der charakteristischen Funktion: 7 = (B .ty

Da wir die Mittelwerte 7 nicht notwendig gleich Null setzen wollen, so lautet die cha-
rakteristische Funktion unserer Haufigkeitsfunktion, dic wir wieder in @;, d. h. jetzt in ¥,
schreiben an Stelle von A¢

= 2 T
(76) () = @(t, ty - . . Zay) = exp [j > t:‘mi—% #A f],
=1
wo
(77) /' = Zeilenvektor mit den Komponenten #; (diese #; sind mit den Zeiten
¢ = Spaltenvektor mit den Komponenten #; #; und £, nicht in Bezichung)

A = Covarianzmatrix mit den Elementen 4,,

# At ist dann in der iiblichen Schreibweise die quadratische Form in der Matrix 4,,.
Dann wird wieder dic Haufigkeitsfunktion selbst gegeben durch eine Exponentialfunk-
tion in den Variablen ¥, — s, mit der zu /A reziproken Matrix als Matrix der Form im

z

Exponenten. Dann ist also die Haufigkeitsfunktion der ¥, ([6] S. 310/311)
(78)
TW) =1 .. Wy = — -~17?7?rXexp [__;"1

[ 343
=

A,
. |;1/}I (Tz i mi) (SU/E - 7”,&)] H

B

T
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wo A, das algebraische Komplement von 4, ist. Diese Haufigkeitsfunktion ist in ¥; ge-
schrieben, die nur eine andere Schreibweise fiir die ,®;, ,®; und damit die Schichtmittel
sind. Je nach Frequenz und Einfallswinkel und Beobachtungswinkel, die immer dieselben
Schichten erzeugen sollen, sind die von den @; ausgehenden Strahlungsvektoren um Pha-

senwinkel ¢ verschoben:

Der Z-te Vektor zur Zeit yum (¢ — 1) do,

Der 7-te Vektor zur Zeit , um (7 — 1) do,

wo die duBerste NV-te Schicht den Winkel (N — 1) dp = 248 ¥V erzeugt. Dann wird mit
[6] S. 162, 167 {. die Verteilung fiir dic Cosinuskomponenten dieser Vektoren:

(79)
N
IO, 0=—g—— " = X
sl (ﬂ; cos (i—1) d(p) (ay¥ VAl
2N (1) (1)
S A, [Py —m;cosady Wil —mycos Bdop\ | ) sty
cXp [ 2 i,gl IAIﬂ ( cos wdyp ) ( COSﬂd(p == T(YI; ) Tb )’

wo
(80) U@ haeigV  und

e, = 99 und wo ferner

a=17—1 fir1 <i< N

B=r—1 fir1 << N

a=7—N—1 ” N f1<i<2N

B=rk—N—1 YO N+1<E<L2N

Mittels (75) kénnen wir uns jetzt A (o, 04, 03, 0,) verschaffen: es wird

(81)

N 1) 1)
Aler onono) = [ oo e e

— 00

1 1)
:,d’(l U 2N fach :gqj.(iv

N N N N N
exp [j (91 2 O el P g E—1)dpta X WP+ X PP tg ((—1)d <P)] 'd, 84,2,

i=1

Im Exponenten steht dann bei:

(82) PO die Variable g; + 0, tg(f — 1) d
(PP die Variable g3 + 0, tg (¢ — 1) dg.

Die , , ®* schreiben wir jetzt folgendermalen:

(83) :fpf'l) =PH 1 <; <N mit Mittelwert s,

2

O =PP . 1 <i<N mit Mittelwert my, . ;

f =it }
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Dann wird aus (81)

84 Ao onono) = [ .o [

N N 3 N
exp [i ( 2PV (otetg (—1)de) + 2 P (e teatg (1) d¢))J X I dPPdWg) ..
I =1 i=1 i=1

Wenn wir hier aus (79) die Funktion 7°(P®, ¥Y{) einsetzen, so erhalten wir fiir dic
Fourier-Transformierte der gesuchten Verteilung nach [6] S. 118/119:

(8s) N
A (04, 03, 03y 01) = €XP [j ( _21 m; cos ((—1)do (01 + 0y tg G—1) dp + my, ; cos G—1) do

ot ) d«p))]
X exp [— % (

_I_
ki

A (ortos tg(G—1) do) (0 + 05 tg (b—1) de) cos G—1) do cos (k—1)dy

s IMx

I
=

1/1,-15 (03 + 04 tg G—N—1)do) (05404 tg (b—N—1)dg) cos G—N—1)dp
+
X cos (A—N—1)de

N 2N
-+ ;1’ k_%l hp(or+etg (—1)dp) (gs+otg b—N—1)dy) cos —1) dg
X cos (A—N—1)de

2N N
+._§+1 2 tulestetgG—N—14dy) (at+etg k—N—1)dy)
cos ({—N—1)do cos (£—1) d(p)l.

Damit haben wir die charakteristische Funktion der 2. Verteilung. Die 4;, hingen je
nach den Werten von z und £ von # allein oder von 4, allein oder auch von # und ¢, zusam-
men ab. Im Exponenten haben wir eine quadratische Form in den vier Verinderlichen
01, 09, 03, 04 Stehen, und wir wollen jetzt, wie wir es oben bei der ersten Verteilung gemacht
hatten, die Koeffizienten fiir die verschiedenen Variablenpaare ausrechnen, die uns dann
die Grofen liefern, die wir fiir die Haufigkeitsfunktion brauchen. Wir miissen die quadra-
tische Form im Exponenten auf das Schema der vierreihigen Matrix bringen }’ A} wo Z’
den Zeilenvektor mit den Elementen gy, 05, 03, 04, # denselben Spaltenvektor bedeutet und
A die vierreihige Koeffizientenmatrix der Form ist, die wir nun berechnen wollen. Wir
haben also den Exponenten nach Gliedern g}, 03, 03, 05 0102, 0103, 0104 0203 0204 0304 ZU
ordnen. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir folgende Klammern aus:

(00 +otg(G—1)dp) (o1 +0tg(b—1)dg) =01 +- 03 tg (G —1) dop tg (k—1) dy
+ 010 (tg G—1) dp + tg (k—1) dp)
86) (a+otg(—1)dy) (s +ostg(b—N—1)dg) = 0,05 + 020, tg (— 1) dyg
tg(f—N—1)dp + 005 tg((—1)do + 010 tg (A—N—1)dyp
(05 + 04 tg((—N—1)dp) (01 +0: tg(h—1)dp) = 0,05 + 010, tg (—N—1)dgp
+ 0205 tg(£—1) dp + 0304 tg((—N—1)do tg (b—1)dp
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Wir haben nun die 17 Elemente der Matrix zu ermitteln und kénnen, wie wir es oben
schon einmal gemacht haben, die Summen in Integrale umschreiben. Wir bezeichnen die
Koeffizienten von g;0, mit ¢, nehmen fiir 2 =+ £ ¢;, + ¢;; zusammen, da wir ja unsere Form
so schreiben kénnen, und erhalten

N
7 = 3 3 hy cos(i—1)dyp cos (k—1) dyp
i=1 E=1

N %
Cog = Z’ 2 Ay sin (—1) do sin (b—1) dy

1 =1
2N 2N
= 2 2 A cos (—N—1)de cos (b—N—1)de

= 2 Ay sin((—N—1)de sin (b—N—1)dy

brg Ty = dig sin (F +k—2) dy
=1 k=1
N 2N
st em = D Aip cos —1)dep cos (—N—1)dy
i1 k=Nl
2N N
+ X 2 A cos ({—N—1)deo cos (—1)dy
=N+l k=1
N 2 ¥
-t ey = Z Ay sin (f—N—1)de cos (1—1) dg

o
e
x
Il
=
A

Aip sin ({— N—1)do cos(k—1)dy

+
L
My

=Nl k=1
N 2N
bty — D 2 Ay sin(f—1)de cos (F—N—1)dy
=l k=At1
2N N
+ > Aipsin(A—1)dep cos (—N—1)de
PN+l A=l
N 2N
bty = 2 A, sin(f—1)de sin (f—N—1)dg
=1 E=Nt1
2N N
+ 2 2 A, sin((—N—1)de sin(k—1)de
=N+l k=1
aN 2w

Gog gy = 2 dysinG+AE—2N—2)dy.

f=N+1 k=N+41

Wir wollen nun mit N — co, d¢ — 0, Ndg — 2 £ ¥ zur kontinuierlichen Form iibergehen:
Wir setzen

(88) Gt =2 5:'/5 ik 4
i=£k,

’
e

11 22

und koénnen die Matrix in den ¢, als symmetrisch ansehen. Wenn wir nun wieder
die Zahl der Schichten bei abnehmender Dicke unbegrenzt zunehmen lassen, dic



30 Die statistische Verteilung des gestreuten Feldes

Substitutionen (48) verwenden und (49) berticksichtigen, so kénnen wir die Summen in
Integrale umschreiben. Der maximale Phasenwinkel ist stets scinem Betrage nach:
2£6* Y.

Indizes > NV sind jeweils dem Zeitpunkt £, Indizes </ dem Zeitpunkte # zuzuordnen.
Wenn in 4;, Indizes dieser beiden Arten vorkommen, so bedeutet dann 4;, eine Covarianz
zwischen den beiden Zeiten.

Wir wollen jetzt die obigen Summen in Integrale umschreiben und beginnen mit den
einfachen Mittelwerten:

N 1
cos ., g 2 1COS
(80) { mi g (=1 dp — [ V) o @A Y)dvY
v=0

= ,M; im cosinus-Falle

= , M, im sinus-Falle

N 1
Z; My g ;o: —1)dep — J m@Y) :lO; (2v&f*Y)dvY
= v=0

=, M, im cosinus-Falle

= , M, im sinus-Falle.

Fiir die zweiten Momente erhalten wir dann:

(90)
1 EI I |
A=y — f j WY, vY) oY) oY) cos (2ubf*Y) cos 24vp*Y) du¥ dv¥;

u=0 y=0

1 1
do=rcw —~ [ | 1e@¥,2Y) 0(u¥) 00Y)sin (24pp* V) sin (24" Y) du¥ dv¥;

#=0 v=0

e
g Sy B J J‘ WY, vY) , a(uY), cY) cos (2kup*Y) cos 2kvp*Y)duY dvy

p=0 y=0

11
— J J‘ WY, vY) ,0(uY), oY) sin (2-up*Y) sin (2£vf*Y)du¥Y dvyY

p=0 »=0

/
€y = C44

1

1
2y =cutem = — [ [ V,v¥) oY) ,00Y)sin[2k(u+)p*V]duY drY

pn=0 y=0

11
2"13 =l t+ o — J J [¢ (lll't s t,”Y) t,o'(:u Y) :,O'(VY) + 5(:./‘ ¥ :,”Y) :,G(:u %) ,‘O'(VY)]
u=0

p==0

X cos (2&up*Y) cos [2£4vB*Y)duY dvY

15 21
2y =yt —— | [ [(nY, 27) 0@Y) oY) cos (2kpp*Y) sin (24vp*Y)
p=0 =0

Fe(uY, pY) ,0@Y), c(Y)sin(2kuf*Y) cos 2kvf*Y)]
X duY dvY
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1
2699 == Co3 + €35 — — f I [e(uY, yY), oY), oY) sin(2£uf™Y) cos (24vf*Y)
e e kel e e
X duY dvY
1 1
26 =cutin ~ [ [ [0nY, 27),0@Y) 00Y) +c(pY, 2Y) 0@ 007

n=0 y=0
X sin (22uf*Y) sin (2£vf*Y) duy¥ dvY.

ik 1
2t =cutim —— [ [ c@¥0¥) oY) 00V)sin 2k (u+)p*V]dpY dvY.

pn=0 =0

Damit koénnen wir jetzt die zweite Verteilung angeben:

(1) W(Xy, Y31, 4, Xy, Vs, 8) dX1dY, dX,dY,
- (27 _ 1
=dX,dY, dX, dY, . Vo O [ Lo J
wo Q! die quadratische Form ist, deren Matrix die reziproke derjenigen Matrix ist, deren

Elemente ¢,;, wir soecben angegeben haben; C ist deren Determinante und die Form ist ge-
schrieben in den Verinderlichen:

(&= M), (VNi—= My), (Xo— M), (Yi—,M,).

Damit haben wir fiir das Streufeld die Verteilungen 1. und 2. Ordnung gegeben.

Wenn wir das Streufeld als zweidimensienalen stochastischen Prozel3 betrachten in den
GroBen X, Y, so haben wir jetzt die charakteristischen GréBen bis zur 2. Ordnung ange-
geben.

Es bleibt noch tibrig, (91) in Polarkoordinaten anzugeben: Nennen wir C;, die Koeffi-
zienten der Form Q! und setzen wir:

(92) Xy — M) = Rycos gy, (Y7—,M,) = R;sing,
(X2_1,M1> = R, cos @, (Yz—:.Mz) = R, sin @,
Xm dY1= RldR]_d(Pl! dX2dY2=R2dR2d(P2,

so erhalten wir fur die Verteilung:

W(Ry, @1, Ry, ¢3) Ry dRydpy Ry d Ry depy

= —{;Tl%); exp [— —% (Ciy RS cos? @y + Cyg RE sin? ) + Cyy K2 cos? gy + Cyy R sin? ¢,
+ 2 Cyy R} cos gy singy + 2 Cig By Ry cos ¢y cos gy + 2 Cyy Ry R, cos gy sin g,

4 2 Coys Ry Ry sin gy cos g, + 2 Cyy Ry Ry sin @y sin @, + 2 Cyy B2 sin ¢, cos <p2)]

X Ry Ry dRy dRydpy dop,.
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IV. DIE STATISTISCHE THEORIE DES ULTRAKURZWELLEN-
FADINGS

Wir betonen nochmals, daB3 wir uns in dieser Arbeit auf Empfangsschwankungen be-
schrianken, die von einer endlichen Zone dielektrischer Turbulenz hervorgerufen werden.
Dabei miissen wir aber noch folgendes beachten:

Unter ,,Fading® verstecht man gemeinhin Schwankungen der Empfangsamplitude.
Nun haben wir aber in dem bisherigen Teil der Arbeit gesechen, dal das Streufeld nach
Grofle und Phase ermittelt wird, was schon allein daher kommt, daf3 es sich aus Bestand-
teilen variabler Phase zusammensetzt. D. h. aber, da3 wir uns beim Studium von Fading-
erscheinungen, die von solchen Streuzonen erzeugt werden, keinesfalls auf die Unter-
suchung der Amplituden des Streufeldes oder seiner Uberlagerung mit einem stationiren
Dauerfeld beschrinken diirfen; wir miissen die Phasen in Betracht zichen.

Als experimentelles Schema legen wir die Abbildung 4 zugrunde:

Storzone
Stabre UZerfz
JSender Lmpfanger
Abb. 4

Zwischen Sender und Empfinger nehmen wir zusitzlich eine amplituden- und phasen-
stabile Ubertragung an, die etwa in einer Leitung bestehe, deren Eigenschaften keinen
Schwankungen unterliegen, deren Gréenordnung mit denen der dielektrischen turbulen-
ten Zone vergleichbar sind.

Das dariiber iibertragene Signal gebe eine Norm fiir die Amplitude und Phase, der
gegeniiber das Storfeld beobachtet werde.

Wenn bei einer Beobachtung die Frequenz tiber ein weites Band hinweg variiert wird
(= durchgedreht wird), so miissen im Empfanger und in der Ubertragungsleitung solche
Schaltungen vorhanden sein, dall das Stérfeld nach Amplitude und Phase laufend beob-
achtet werden kann. Wir werden noch sehen, was man durch Verzicht auf eine Messung
der Phase verliert.
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A. DER ZUSAMMENHANG DER STATISTISCHEN KENNGROSSEN
DER STOR-ZONE MIT DENEN DES FADINGS
IM KOMPLEXEN FALL

Zunichst nehmen wir an, dafl uns aus Beobachtungen als Material zur Verfiigung steht:
der zeitliche Verlauf des gestreuten Feldes nach Grée und Phase, und wir diskutieren die
Beziehungen, die die statistischen Daten der Schichtmittel der Stérzone und diejenigen des
Streufeldes zueinander haben.

In (31) (33) (41) (44) (435) (47) (53) (54) (56) haben wir die 1. Verteilung speziell im
Gavuss-LarLacEschen Fall charakterisiert. Die 2. Verteilung ist mit (84) (85) (87) (89) (90)

(91) gegeben.

Wir hatten in dem ProzeB ein ergodisch stationires Intervall angenommen, in dem wir
die Mittel als Zeitmittel berechnen koénnen. Die statistischen Daten des Streufeldes sind
einfach Fourier-Transformierte verschiedener Art der Daten der Stérzone. Uber die
Moglichkeit, die Betrachtung umzukehren und aus dem Streufeld auf die Stérzone zu
schlieBen, soll in einer spiteren Arbeit gesprochen werden. Ist der ProzeB stationir von
2.Ordnung, miissen ¢}y, g, 3, €14, €12, €sq und , My, , M,, My, , M, unabhingig von der
Zeit sein, ¢35, oy, C1a, €93 Miissen von 4, —#,) abhingen.

B. SPEKTREN UND CORRELATIONEN

Wie wir gesehen haben, miissen wir das Streufeld nach GroBle und Phase oder aber seine
reelle und imaginire Komponente studieren. Wir werden also Autocorrelationen und Spek-
tren in X, in ¥ und wechselseitige Correlationen zwischen X und ¥ betrachten. In Analogie
zu (5) (6) (8) entwickeln wir die Schichtmittel nach Fourigr und haben die Erleichterung,
dal3 durch die Mittelung Gber die Schichten der ProzeB rdumlich eindimensional wird.

Wir schreiben:

Y R - Et 2 . ke
(94) Ae(y, ) =) a5 cos iy R LU a.l, cos i TR i
=0 Y 7= 4 T
e Y 07 (1T 2nk't G5 e 2ANY e 2R
T @, Sin 5% €08 ——r— - @)% sin —5= sin —— .

Y und 7 bedeuten hier die ganze Periode im Gegensatz zu (5), wo sie die Halbperiode be-
deuten. Wir berechnen jetzt die reelle und imaginire Komponente des Streufeldes, wobei
wir die Stérzone in — ¥/, <y < ¥/, annehmen. Abgesehen von einem Phasenfaktor, der
von der Laufzeit zwischen dem Empfianger und der Stelle ¥ = o herriithrt und den wir
unterdriicken wollen, haben wir dann:

+Y/g )
1 =% .
95) e ,yf/ A6 (y,8) exp [—2j4B* ] dy.
)

Miinchen Ak, Abh. math. nat. 1956 (Eckart I1) 5
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In Analogie zu (12)~(15) haben wir hier nur die beiden Integrale auszuwerten:

+Y/2
©6) [ cos2mn L exp—j2kf Y dy = (—1)sin kFY ,,.f, ‘ﬂ;; A
/s 24%2
+¥/[o anf
(97) J‘ sin 2 - exp [—j24£8°y]dy = (—j) (—1)"sin (4°Y) o e - o
~V/s - Y

= (=NLEA.

Man beachte den Zusammenhang mit 2.2 Gl. (12)—(15). Durch die Mittelung tiber x und z

cos lnx cos nmz
T sin 2 heraus aulBer den cos-Gliedern mit 1 = # = o.

Also geben die cos- Gheder in (94) reelle, die sin-Glieder imaginire Komponenten. Da-
mit kénnen wir jetzt die relle und imaginire Komponente des Streufeldes angeben:

fallen dann alle Glieder m1t

(98) ZO g as Jo (BB cos 2ZEL L e, Jo (k%) sin 277
(09)  jY=—j 2“2 . Jo(B) cos 2EL g, Ji (k) sin 22EY

Damit kénnen wir die obenerwihnten Correlationen aus Spektren angeben:
Wir denken uns das stationire Intervall sehr lange ausgedehnt; dann kénnen wir unter

Vernachlassigung eines Fehlers der Ordnung } fir die Autocorrelation zunichst in X
schreiben:

(100)
1 *ire s 2nk't o . 2akt | T &
lim . :7[/ dz[ké:) cos 2228 (g @, Jo (kB )) + 3 sin 2t ( Py AC ))]
x [ £ cos 2L B it srep) + £ sin 2T 3 e r2 )|

= Z(Z awsen) + (5w rier ))} Rl

was direkt das WIENER-KHIUTCHINEsche Theorem verifiziert.
Analog bekommen wir fiir die Autocorrelation in ¥

(101)
1 L = 2k Z e Zn,é 4
71‘1_{1;10 '"7“; J‘ dt [k’z" COS — T (Z nk'/ (éﬁ )) + kZ’ sih=—— = (Z ank']n (kﬁ ))]
-7y =0 n= =0

x| £ cos 2ZEEE0 (£ i o) + S uin 2G5 e (éﬂ"))]

=0 n=0

o0

- ZE s rer ) + (2 a5 Ji ) | cos T

#=0 =0
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Fiir die wechselseitige Correlation von X und Y erhalten wir:

(102)
lim -1-+j1“/2dt[ wcosznkt(zd YUMo )) i MZ(Z JL (kBT ))]
Tosoor AI° = sl nk' S n g = nk

X [f cos ZELED( 5 ats J1 >) e (Z’ WA >)J

=0

= ;;(Z CAWACT )) (Z’ @ S (kP )_Zd”y]’(éﬁ )) Eﬂ’_f

(g)a,,y Loy )) (2 2, TE (hBE )_ZQM, < (4 B )) = znh_

Damit haben wir die Correlationen und Spektren mittels der Entwicklungskoeffizienten der
e-Storung und der zahlenmiBig leicht auszurechnenden GroBen /5 (28*) /2 (£8) in Evi-
denz gesetzt.

Wir konnen dies noch mit den Verteilungsfunktionen in Bezichung bringen: bei deren
Berechnung waren wir davon ausgegangen, daB die Stdrzone in o <y < ¥ gelegen sei
und nicht in — ¥/, <<y < ¥/,. Die Entwicklung (94) wiirde dann in o <y < ¥ gelten
und die Integrale (96) (97) in den Grenzen o, ¥ zu nehmen sein. Gehen wir dann analog
zu oben vor, muf die Autocorrelation in X durch ¢} gegeben sein, das dann nur von #,—#
abhingen darf, da der Prozef} stationir von 2. Ordnung anzunchmen ist. Ebenso wird die
Autocorrelation in ¥ nur von #,—¢ abhingen und durch ¢, gegeben sein. Die wechsel-
seitige Correlation von X und ¥ zu einer Zeit muf3 dann durch ¢}, und ¢35, gegeben sein, die
gleich sein miissen, wenn der ProzeB stationir von 2. Ordnung ist.

C. WEITERE EIGENSCHAFTEN DES STREUFELDES

Wir hatten schon darauf hingewiesen, daf} in allen Bezichungen iiber das Streufeld die
GroBle 2 £ auftritt; wir sehen hier, daB3 das Streufeld fiir verschiedene Einfallsrichtungen
und Frequenzen identisch ist, wenn

(103) 0B = wofls ... = w,f.

Wenn wir fiir ein £ und ein geniigend breites Frequenzband die Schwankungskurven der
Streufeldkomponenten zur Verfiigung haben, so kénnen wir fiir andere Einfallswinkel
und Frequenzen die Fadingerscheinungen berechnen; dabei ist natiirlich vorausgesetzt,
dafl immer dieselben Ebenen als dquiphase Ebenen auftreten.

D. KOMPLEXES FADING UND REINES AMPLITUDENFADING

Wir hatten bisher die Storfeldstirke in 2 Komponenten zerlegt, die zeitlich senkrecht
aufeinander stehen. Wir wollen einmal sehen, wie die statistische Haufigkeit sich gestaltet,
wenn man auf die Phase verzichtet und nur die Amplitude studiert. Um die 1. Verteilung
allein der Amplitude des Streufeldes zu bekommen, brauchen wir nur (62) nach ¢ von
Null bis 27 zu integrieren.

s*
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Wir haben zu bilden:
2a
(104) [ W o) RaRdg = W(R) dR.
p=0

Dies wird mit (62)
(105)
2n
W(R)dR = % ‘f exp [——;—Rz(/ln cos?p + Ay sin@p 424, sing cos¢p)] dy
iy

2x
2n

= Vi [ exp [—% R2((Ay —|-—A22)+cosztp(All—A22)+2A125in2¢)]a’g0.
0

Mit
(106) 2 =9, (= V(A11"‘A22)2+Af;
x = arctg TIA_I—;;
geht (103) tber in
o b
(107) W(R)dR = "Vilgl exp [—% R2(A4,, +A22)] _,,L exp [— CR? cos (p—2)] dp

(2m) 1

— Vi P [— 5 B (u+ 4w Jo (£ CRY.

Diese Funktion eignet sich nicht fiir eine Umkehrung, d. h. die Ermittlung der DK-Sto-
rung aus dem Fading, da die Matrizeneclemente nicht mehr eindeutig zu entnehmen sind.
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