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211

Flächen eines dreifach unendlichen linearen Systems,

welche mit einer gegehenen algebraischen Kaurn-

kurve eine Berährung 3. Ordnung eingehen.

Von Dr. Frans Thalreiter.

Die Lösung des vorliegenden Problems verlangt die Eii-

mination der Parameter X und /n, der homogenen Yariabeln

^t« ^» ^4» Differentiale dx^^ dx^ dx^^ dx^t der Di£feren-

tiale sweiter imd dritter Ordnung d^x^ d^x^, d^x^ und

d^x^, d^x^, d^x^, d^x^ aus folgenden Gleichungen:

9? + + + = 0

dtp xdxp -|- Xdx + ^fl* — 0

^ « 0, — 0, J^^r = 0, d'y = 0.

Mit v^, to sollen ganze homogene Funktionen von

derselben Ordnung s bezeichnet werden, mit f und g zwei

ganze homogene Funktionen n^' bzw. m**' Ordnunf^.

Es soll hier dieselbe Methode anjrewandt werden, die

Herr Professor Lindeniann in der Arlx'it ,Sur les courbes

d'un systeniL' lineaire tiois fois intini (jui touclient une courbe

algebrique donn^e par un contact du troisieme ordre ''.^) ge-

Cf. BuUetin de la Societo Matbematique de France, Tome dixieme,

pag. 21.

it07. BUumtßlb, 4. mth.-ph7«. KL
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212 SitiQog der maib.-pbjs. KluM vom 0. Joli 1906.

geben hat. An Stelle der Kuiren des dreifach unendlich

linearen Systems treten hier Flächen, während die gegebene

Kurve, mit der eine lierührung Ordnung' erreicht werden

soll, mit einer algel)raischen Kaumkiirve vertauscht wird.

In der Ebene wurden zu diesem Zwecke die Punkte l»e-

stimmt, in denen die BerUhrung stattünden soll, und diese

wurden als Koinzidenzpunkte einer gewissen Korrespondenz ge-

funden. £beiiiO kann auch im Haume die KorrMpondens an-

gegeben werden, rermOge deren jedem Punkt x die ihn ihm

die Raumkmre berührende Flache eines Bflschels oder Netzes

entspricht. Die benutzten Sätze Uber Korrespondenz in der

Ebene können ohne weiteres auf den Raum Obertragen werden,

wie dies Herr Hrill in der Arbeit ,Zur Theorie der Elimination

und der algebraischen Kurven" ') gezeiyi^^ hat.

Nimmt man Ebenen statt der Flächen des dreifach un-

endlich linearen Systems, welche mit der Kaumkurve eine

Berührung 3. Ordnung haben sollen, so kommt man auf das

Problem von Cleb»^ »Über die WendungsberQhrebenen der

Raumkuryen*,*) so daß die hier behandelte Aufgabe die allge-

meinere ist, der sich als Spezial&U die von Glebsch unter-

ordnet.

Wie in der zitierten Arbeit des Herrn Professors Linde-

mann soll zuerst eine Berührung von der 1. Ordnung unter-

sucht werden.

9 l Beröhrung I. Ordnung.

Die algebraische Raumkunre soll, um symbolisch rechnen

zu können, als Schnitt zweier algebraischer Flächen dargestellt

werden:

f» 0 oder / " — 0

und

^ = 0 oder ^ (a;,, x^, u,, xj = 0.

Ferner sollen die Definitionen gdten:

1) Mathematische Annalen, Band 4, pag. fiflSL

>) Grelles Journal, Baad (18.
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F. Tbalreiter: Flächen eines dreifach linearen Systems. 213

' ndXi ^ m dXi

Es müssen zuerst die Fiüclieu eines Büschels:

(1)

bestimmt werden, welche die ßaumkurve berühren. Zu diesem

Zwecke kann man die Berührungspunkte der yerlangten Flächen

auf der Raumkurve suchen. Diese Funkte sind durch die

Eorrespondens gegeben:

= 0.

Setzt mau in dieser Gleichung y< =^ ^ 4~ ^ wird:

Die dXi sind bestimmt durch die Gleichungen:

(2)

f^dx^ -f /;
dx^ -f /; arg -h f/a-^ « 0

g^dx^ y^dx^-^- g^dx^-j- g^dx^ 0

nnd ferner durch die Idendität:

j<, dx^ + X, dx^ -f >«8 ^^^i ~ ^»

wenn zwischen den die Relation besteht:

Ans den Gleichungen (3) und (4) erhält man:

Qdx^ =/4(»t^»— iifi*i)H-y4(/i«i - ^%fd—^4.U%g%- g»f$)

Qdx^= /'i(^t5'4—^'•'«4)—^iC^t/i—^i«*) ^1 (ff»U—9Jt)

Q^i^fi(Pt^f^P^- ff Oll«•—«19^ -I- /• Pi«i)-

16»

(3)

(4)
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214 Sitzung der math.-phys. Klaase vom 6. Juli 1907.

Diese Werte führen wir in obiger Determinante ein nnd

ündeu

:

Setzen wir jetzt:

also

80 geht Gleichung (5) über in:

Hier kann nun der Faktor = x, -\- x^x^-\- y^T^ t-^i^a

leicht abgespalten werden durch Anwendung der Uelation:')

Und da = 0, 6j — 0, = 1, so wird die Gl. (5):

Die gesuchten Berührungspunkte sind also die

Sclinittpunkte der durch f= 0 und 7 = 0 dargestellten

itaumkurve mit der Jacobischen Flüche bezüglich der

Flächen des Systems:

*) Diese Formel kann leicht ans der entsprechenden fOr temftre

Formen gewonnen werden.
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F. Thalreiier: Flächen eines dreifiMh linearen S/sienu. 215

wo

und

§ 2. Bariihrung 2. Ordnung.

G^ben ist ein zweifach unendliehee lineares System:

Die Gleichung der Fläche von der Ordnung s, welche

obi«^em System angehört und tlie Kurve / = 0 und fj == 0 in

einem i'uukt x berührt, ist, wenn y der variable Punkt ist:

(f9VX)9(Sf) + {f9X9)M»(y)+ (f99V}x(jlf) — 0 (2)

oder

-f (aa y a)y;- ' a;-
» + (aa a^a;- ^ jö;- ' yya;

- 'a';
"

»
-

wobei folgende Definitionen eingeführt werden sollen:

a** = 6" » c" = 0
• » •

and

a'J = 6' = c' = 0.

Diese Gleichung (3) kann man auch in der Form schreiben:

ü
(3)

v(y) z(y) 0 0

xM

= 0. (4)

Man bat ferner noch die Kelationen:

;r(a;) = a;,;^» + ^sZs + ^4 Pf*

^(«) -* »i9i + «lÄ + ^9$ + «iS^i
=
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216 m^mg dflr iiia1ih.-phji. KImm vom 6. JuU 1M7.

Setzt man nun:

so gehen die Glieder der 1. Horizootalreibe obiger Determi-

nante über in:

(«-l)ai-2a;5., is-l)ßl-'ßl. is-l)yl-^Yl^,

(•t-l)a:-«aj., (-1-1)0;— «a^,.

Wir berechnen zuerst den Ausdruck

aj.= {afynf = {aaa'x) (abb' »)a;
-

' 6;
" * tt^*"- ' - '

. (5)

Und es ist:

L o» (a & 6' x)» x« (abb'a)— 6« (a 5 xa)+ bg(a

V

xa)— a«(& b*x ä).

II. 6« (aaa >c)= xjja aa b)— a»(a ax b) a,{adxb)— a«(ad x b).

Wendet man dies auf den Ausdruck (5) an, so wird, da

die Glieder mit den Faktoren a^" und 6^"* verscbwinden

:

Q- aj^= a; - - 6;- 2 a'm - » - >

[6, x, (a a a' b) (a x o)

+ at,bg(ad xb)(ab'xa) — agbt,{ad xb){ab' ho)

— a99tg(aadb)(bh'xa) ^ amXt(mdK b) (abb' a) (6)

-\- x^{aa d b) (a b b' a) -f (« h) (n h II d)

— aaas(ad xb){bb'Ha)+ al[adxa)(bb' x&)],

Durcb Anwendung der ii'ormel Ii geht das 1. Glied über in

:

a^-'b^-'d'^-^ b''^-^lU^{aadb){aadx) -\- d^b,{aaxb){aad b)

— agbg (aaab) (a a'xb)-\- ^(a aa'6) (aa'x 6)].

In diesem Ausdruck verschwindet das 1. und 2. Glied

identisch wegen d^= 0 und bf^^O, das 3. and 4. Glied heben

sich mit dem zweiten und dritten des Ausdruckes (6) auf und

das 4. Glied von (6) geht durch V'ertauschung von d und b'

in das 5. Glied über. Also wird:
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F, Thftlreiier: Flftohen eines dreifMh lineuvn Bpiwaa, 217

4- a* (a a' « 6) (6 6' « a) — 2 (a a' xb)iab b' a) (7)

— (a a' x b) (bb' x a) + a^x^ (a a' x i») (a & 6* a)].

Diese Belation kann noch weiter yereinfacht werden;

durch Yertauschung von a und b und indem man die halbe

Summe des alten und neuen Ausdruckes bildet, geht das letzte

Glied über in:

aj -
1 -

« a;^
-

»
d

>
(a a' X 6) (a 6 6' a)

= i a; - - *-

~^^T'^^x ^ ^' ^) L«,
«' « ^) " ^ <*>)J

« 1 a;
-

« ä;
-

« Ä,— » d/»
~

»
(od a) [a,(a a' X d) - X,(aaa'd)]

;

Ebenso erzielt man durch Yertauschung von a und b:

= ia;-*ft;-«a;»-> 6;" - • (66' X a) [(a^ (a a' x 6) - x,(a aa' 6)].

Der Ausdruck (7) erhftit jetzt die Form:

4- ia2(aa'x6)(66'xa) r a^x^(aa' x 6)(a66'a)].

Für die 4. und 5. Kolonne der Determinante (4) pag. (5)

läit sich der Ausdruck (8) noch, mehr umformen. Setzt man

zuerst a == c, dann kommt:

(»— 1) <5 -« ft; -2 a;«- > j;«- 1 ' (a a' X 6) {phV a)

= 1(« - l)a; -''6;-2c;--aj"-'6/-*x^-(c66 a;-L(aa'xcjc^

— (ea' xd) — (aa* xtf) 6J

=
J (
» — 1 )

a;- ^ - - c; - - - 1 6 » x;^ (ca a ' 6) (c 6 6' a).

Und weil nocli die Gleichungen gelten:

/=0 und df^O,
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218 Sitiaiiff der iiwtli.-ph7B. KUuae tom 6. Juli 1907.

SO wird schließlich:

Seiasfe man aber in (8):

80 verschwindet das 3. Glied identisch und es bleibt:

Multipliziert man die vier letzten Reihen der Deter-

minante (4) mit:

(«— 1) (a 6 i ),
(aa' x6) a;

-
« ä;- * a/- 1 h;;

-
' x,,

(,_l)(a66'),(aa'x6)a;-2 6j-2o;--»6;"- 'x,,

(« — 1) (a 6
6

'
j,

(a a ' X 6) a;
- 2 6;

- 2 -
' 6,*"

-
» x^

,

and sieht diese Produkte 7on den Gliedern der 1. Reihe ab,

80 werden diese:

i («— i)(aaa' b) {ahb'a) aj- a
6j
~ ? a.« - • 6^— i oj- »xj,

4(5~l)(^aa'6)0?66'a)a;--&;-^«;«-'6^'»-'/?«-2x],

i (s— 1) (y a a' 6) (y a; - fc;
- 2^^« - 1

j^m -
1 y • - 2 ^2

^

i (m- 1) (c' aa' bb' a)a;
-

« 6;
-

» a^»" - ^ 6^"
-

' c.- " * xj

.

Durch diese Operationen ist der Faktor vollständig

abgespalten, und die x^ kommen in den Gliedern der Deter-

minante nicht mehr vor.

Die Punkte unserer Raumkurve, in denen eine

Fläche des Bttschels (1) pag. (215) eine Berührang von

der 2. Ordnung mit ihr hat, sind ihre Schnittpunkte

mit folgender FUche:
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F. Thalreiter: i«'iächen eines dreifach linearen Sjatems. 219

—1)0 (8
3

(m 1

9i Vi 9x

9% Vi /. 9%

9% Vi u U 9%

Vi U 9a

.0 (11)

wo:

!F= a a •

6)0? 6 6' a) a;
-

« 6;
- 2

a^«.
1 - 1 ^. - 2

« (c'aa'ft)(c'6fc'a) a;
-

« 6j
- - a,— ' ft;-

-

»

In dem Ausdruck (5) jiag. 216 wurden zu seiner Berech-

nung die Symbole a, ( der Form a|j =
6jJ

. . . in den Formeln I

und II zusammengefaßt. Statt dessen kann dies auch in anderer

Weise noch geschehen. Hier soll s. B. von den Formeln:

— [a a' X b')

ausgegangen werden.

FOhrt man in analoger Weise wie Torher die Rechnung

durch, 90 findet man, daß die Fläche (11) von vorher jetzt

durch folgende Flüche ersetzt wird:

(5-l)!Pi («-1).Y, (n-l)Ji !^^^^Gi

=0 (12)

in.

IV.

Vi Vi Xi U 9i

Vi Vi TL* ft 9t

Vi Vt X% f. 9%

Vi V« Xa 9a

Digitized by Gt) ^^.»^



220 Siteang dw maih. phjä. Klaaim vom 6. Juli VJ07.

WO die Definitionen gelten:

01 ^(aaa' b') (a b b'a*)d^-H'^~«a;- > ij- > o«-«

« (y aa • 6'
) (y 6 6'

a
')
a^»- 2 2 a;- *

*J
-

»
yj-

«

N I X s See

Setzt mau nun 5=1, so geht das FlächenbOschel (1)

pag. 215 in das EbenenbOschel aber:

und die Gleichungen (11) und (12) werden:

(«1- 1) G (9. v- Xn - - ^ (9 y'X9) = 0

—3— G^i («? VZ/) - (»- 1) (y V^J^f) « 0.

Durdi ümreelmnng kann man aber seigen, daß:

Ji =
I

und G= y

.

Für den Fall s= 1 sind also die beiden Flächen (l 1)

und (12) identisch.

§ 3. BeriUmiiig 3. Ordnung.

Nach den voraus^t'ht'nden Iit'sultaten kann man leicht

die Gleichung einer Fläche von der s'*" Ordnung aufstellen,

welche dem Süach unendlich linearen System:

angehört, und welche die Baumkunre » 0 und ^ » 0 in

einem gegebenen Punkt x von der 2. Ordnung berOhrt. Diese

Gleichung ist bei variabeln y:
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F. Thalreiter: Flüchen eines dreilach linearen Sjttemg. 221

0 V

(s-l)0 (s-l)r (s-l)X (s

n4-2 <?—

;

o
zl (m-1

9i Vi Xi »1 9i

99 Vi CO, f. 9%

i vt Vi ;i:t 0), 9%

1 V4 Vi 24 94,

0 (1)

Die Größen 0, X, J und G sind durch (11) pag. 219

deüniert, und es sei noch:

m m m

Dieee Gleichung (1) wird befriedigt fBx y jf
»TS-^dx

und y^x-^2dx d^x, wie man durch Anwendung der

Torausgehenden Betrachtungen sehen kann.

Nehmen wir: y — x ~\- 3 dx ^(P x d^x, um eine Be-

rührung :1 Ordnung zu erzielen, so transformieren sich die

Elemente der 1. Keihe in:

3(»- l)a;-»a,.a^. + (,-l)(, -2)o'-»a;.,

3 (n-lja',-%,a^,+ (»- l)(»-2)a; " ^oj.,

3(m-l)a;—»ai.«;^. + (m-l)(m-l)a;—«a;».

(2)

Multipliaiert man (8) pag. 217 mit a^~~^ und diflbrenaert,

so kommt:

dg (3)

+ (m-l)a;-«^-«a;2»-«6J'-»a;-«xJ(aaa'6)(o66'a)a;,
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222 Sitzung der niath.-pb78. Klaue vom 6. Juli 1907.

^2{n-2)a'^-H'; 'a;^-^b';^--'a'-^x^{aa'xb)(ahb'a)a^^

+ 2(m-l)a;-^e5-2a;r-26,'--iai-»x,(aa'j<6)(a66'a)a;,,

+ {s—)al~^b2-^a;'-^b'^-^a'-^x^{aa'xb)(abb'a)a^^.

Es ifli weiter:

ff «d-. = ^* «I
~

^
c*""^

=a» [(ioee*a)x^ — (acxo)c]^+ (ac*xa)c^ — (cc'Ha)aJ cj cj"- *

wobei aber immer güi:

<?J
= 0 und c^"» = 0.

iielation (3) geht dann Uber in:

+(m-l)a;-«6;-2a;'"-«6;r~X"*«J<5"*«?'"H«««'ft)(aftft'a)(o'cc'x)

-|(«-2)£5^4;-«a^->d;^»<^«x;<5-^c^->(aaa'6)(a66'a)(c(?'xa)

+ (n - 2)a; - 8 a;«
-

' ft;^"
-

1 a« a^^ • q {aa' x b) {b b' x a)

+(m-l)a; «i,
• Q (aa'xh)Qfh'Ha)

+ |saJ-2 6;-'^a;"'' ^^^""'a'-'a^^- ij{aa' y.h)[bh' xa)

+2{m A)a*'-^bl-'a^-W^-^ a*-^x^<i^^'U'^-\aa' xb)^^^^

Dies kann man anders schreiben:

- ;^ *"- ?iLi^rzi *" + (2 «+ »- 5)x,

+ («- 1) ii»> - (m- 1) 2(m-1>«,*^".
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F. Thalreiter: Flächen eines dreifach linearen Systems. 223

Hier bezeichnen A und Ii Größen, welche die Sjmbole a

nicht mehr enthalten und wir setzen:

« {aaa'h){abb'a){avc'a}a^~^h» ^a'^-^h'^^ «^'^^~^^x'"""^ (^*)

^' « (aaa'6)(a6&'a)(xcc'a)aj-äi5-*a^-iftj—'<^-«<5-»cJ—

S

0"' = {xaa'b)[ahh'a)(xcc'a)al-*y^'^a';;^^h'^^^

wo:

^ (aa'Jc6)(a66'a)(ac<?'a)a|;!-«6;-«a;"-'^;;•"--»c;-^^;;•"-'aJ-^

wo:

Den Ausdruck fttr cPiv wollen wir noch weiter behandeln.

Es ist:

Das 1. Glied wird gleich 0", das dritte vei*schwindet durch

Vertauschung von a' mit c' identisch, und es bedeutet:

0 X C <B X S S

Dann ist:

tf»»v^ i(6cc'a)(aa'xa)[(a66'a)(;,- (acd'a)Äir] •

=— i(6<?«'a)(«a'xa)[ax(a66V)— ax(6Ä'«(?)

+ 6,(a6ac)].//

da das 3. Glied verschwindet wegen ^ 0 und das 1. Glied

wird:
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224 Sitzung der math.-phjg. KlaMe vom 6. Jnli 1907.

Definieren wir noch:

= -^'6'. 9.. (5")

80 geht die rechte Seite des Ausdruckes (5) Aber in:

+ Ä<p + BcJ^)—(m— l)xl 4 2(«— 1) X, ^w.

Studiert man den Ausdruck so kommt:

= «« « ^ X X. s r X X

— i xi(aaa'6)(a66'a)(acc'Ä)ap«6; -«aJ'-^ÄJ'-» c;-» oj-» (7)

Durch Anwendung der Relation:

{aee'Hya^^-^c'^'^ [(acc'a)*,- (c«'>ia)aj<5-» (8)

erhält man:

Multij)liziert man die Gleichung (5) bzw. (6) mit ^ is 1

)

und zieht davon die mit \{s — l)(s— 2) multiplizierte Gl. (9)

ab, so erhält man das Besultat:

Ml

+ 8(m-l)(«-l)K,*^,
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F. Th&lreiter: Flüchen einen dreifach UnOtfen Systems. 225

Auf dieselbe Weise erzielt man andere Relationen, die

uus (lU) hervorgehen, indem man n durcli 7, d nacheinander

ersetzt. Nimmt man aber d an Stelle von a(<^ «= aj = 0), •

so geben die Ausdrücke (5*) Aber in:

r = {daa'h){dhh' a){dcc' a)a'*^
- «6;-' 6;* - >

> = 0 ( llj

J"=(rfaa'Ä)(d66'a){xcc'a)a;-»6;-M;-2a,"- »

• c;-^ c;«-

»

J"'=(xaa'6)(rfÄ6'a)(xccV/)a;-»ft;-«d5-»a;-->5;»-»(--»<?7»-» =

J^=(6<Jc'a)(aa'xd)(c6'a6)a;-»6;-«d;-'a^"-»6.~-*c;--c,~^^

J^>a(<laa'6)(<l66'a)(xcc'a')«; -2(/---'a;"-2fe;— ' c;- ^ c;—

'

J^"=(xaa'6)(d66'a)(xccV)o;-*6;-«(;^-'a,«-='6,-»-'<5-'c.-'-'.

Daß P identisch verschwindet, sieht man sofort l)ei Ver-

tauschung der iSjmbole a und d. Veriauscbt mau in ä"* b

mit 80 wird:

J'" = \{xcc'a){dhh'a^\{y.aa'h)d,

— (aa'6d)xj aj-« 6;-^ <i;j-- a^- ' 6^—» c;«^»

Letzteres Glied ist aber NuU, da:

i [(xo'6d)(x cc'a)— (xa'a<Q(xcc'6)— (xa'6a)(xcc'<i)]

Ebenso behandelt man J^'^:
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226 Sitsimg der matli.oplijs. Klaase Tom 6* JuH 1907.

Das 3. Glied ist gleich J^S das 2. Tenchwindet bei Ver-

tauschung von a* und 0' identisch, und geht bei Yertauschung

. von a mit d in über. Also wird:

Uleichung (10) nimmt dann die Form an:

8 (« - 1) «r '«rfx 'Kns 2) a; "« aj^

« - 3(n - l)e»a[ßa;-2aj,—4(n—l)(it-2)J"xJ (12)

.

Ebenso erhält man ähnliche Belationen, wenn noch

o = rf' (<!;« = a;- = 0) in (10) gesetzt wird:

= (rf'aa'6)(rf'66'a)(x <? c' a) aJ-'Ä^^^;--»»;—» ' «

(T'" = (xaa'J)(d'66'a)(p<cc'a)o; 3^j-2a;;"-'6,"-'<^-»c^«-»d^^^^

6?^ = (Ä<?c'a)(ao'j<rf')(c6'o/>)a'' V/' \/
» rT— » = 0

Ö^" « (xaa'6)(<f'66'a)(if tfc'a) aj-'ftj -^a^—«ft^— 1 c;—' ei';."-» » 0

(7'", (7^ und Q^^ yerschwinden identisch, wie man durch

Vertauschung der Symbole b* mit d\ a' mit und b' mit

sieht, so dafi man fttr Gleichung (10) erreicht:

3 ^» (m- 1) a^-^ a^, «i^ « + (« - 1) (m- 2) a?-> aj^ (14)

— — 3(m-l)ß»rf^a;—2a^2^— |(m-l)(»» + m-3)pc2G"

Nach denselben Methoden wie bei g 2 kann man die

Glieder

- 3 (* 1) a-« a^^
- 3 (n - 1) rf^a-^aj,,

-.3(m-l)e»dea?-»a3'.
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F. Thalreiter: Flächen eines dreifach linearen Systems. ^^^7

vernachlässigen, auch in Ilinsiclit auf / = 0, (lf=0 und

// = 0, f/^ = 0 diejenigen, welche die Faktoren 9^' und ä<p

u. s. w. enthalten.

Damit auch die Glieder, welche iP'", X"' und Q"'

enthalten, wegüftUen, niufi man von dem 4. und 5. der Aus-

drücke (2) abziehen

:

i(s - l)(6n+2fi— 13)J'"x^«l(«- l)(6n-f 2s-13)J"x2,

Iis - l)(6n-h2«— 13)G'"x.= 0.

Ebenso entfernt man . . bzw. , . . durch Sub-

traktion Ton:

(25-1) a^x^^O,

bzw. 3(m-l)(5— l)x.zl^^' -(^m— -l)J^'»;c^,

3(m-l)(«-l)x,öv"«0.

Auf diese Weise erlmlten die Glieder der 1. Reihe unserer

Determinante folgende ii'orm:

— 2)xJ0'— f(s- l)(n -f- s-3)x3 0"

-|(m-l)(s-l)<P^'pc;,

4 - 1) («- 2) y
' - 1 - 1)(n + «- 8)

"

-}(m - 1
'/^vi^.^

i («- 1) - 2) xlX' - |(«- 1)(«+ «- 3) «2 -X"

-|(m-l)(5-l)X^«|,
(15)

4 (ä- l)(s— 2)x3 — f (s - 1) (« + s— 3) x2 £J"

-|(m-l)(«-l)övi^2,

- [i(n-l)(n-2)+ H*'— l)(3» + 2s— 7)]x^J"

-*(m-l)(n-H2«-3)<JVi^

J(m— 1) (m- 2) jc» ö'— I (m— 1 ) (m + n- 3) x5
ö*'

-i(m-l)^;c;avi,

1907. Sttemigsb. d. niatb.-p]i7a. Kl. |0
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Die Determinante selbst nimmt den Wert an:

D : - 1 --lim

wenn man setst:

r9 «•< UP 0

(S— l)(p (s— D'i' (s — \)Q

9\ Vi Xi

Vi Xt

V^s Xt 9t

V* Xt 9*,

o <I>" n X" oQ" r/f"

(«—1)0 (s— 1)!P(« («
— o'J (m-l)(;

ß= Vi Xi a>, /; 9t

v« Xt a>. ff 9t

<pt Vi Xz a>. 9%

V4 u 0I4 /; 9a

(16)

.(17)

(18)

(s-l)<P (s-l)«' (s-l)X («-l)fl o'J («-!)<?

Vi Vi Xi fl 9t

Vi Vf Xt 0), f. 9%

Vi x% f. 9%

Vi Vi Xi Ö>4 u 9a

ferner:

r'«(«— 1)(«— 2), ß= (m— l)(m + «- 8),

^= (m-l)(m 2), a'^-^ .

j

o = (s - 1) (n + «— 3) ,
<' «—j ,

r -=
i [(» - 1

i C«
-

2) + (s - 1 ) » + 2 s - 7 )]

.

(20)
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Es bleibt noeb flbn^. von den DetermüiaDten B und C
einen Faktor Xx abzuspulteu. Setzt man:

r "x fT X X X X 9 X ' i ^

ferner:

I

o(aaö'Ä){a56'a) . . . r{daa'V){tihya\ g(d'aa'b)(d'h}/a)
|

... d^dx^ dfdz

OgOx ... ^^dr, dsdj^

a^ci« ... d^dgf didg

Die zweite, dritte und vieite Kolonne dieser Determinante

sind wie die erste gebaut, nur ist das Symbol a bzw. durcb

die Symbole ß, 6 ersetzt.

Es wird dann:

B^E' (xcc'd) bxCxfz • H';

nan wendet man die Idendität an:

Dadurch wird B in eine Summe von vier Gliedern trans-

formiert. Das zweite und dritte Glied dieser Summe ver-

schwinden, weil sie die Faktoren » 0 and » 0 ent-

halten; das 1. Glied ist gleich B^ wie man erkennt, wenn man

a mit e, b mit /, a' mit und h* mit /*' Tertanscht Man

erhSlt also:

B^i'X,E' (ec& a)lhf^ • U\ (21)

Ebenso behandelt man die Determinante C\

I6»
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wo •

77" = . N'\

a? • äC ' JB 7 X 2 XX 'X

jr X X z X ' X ^

und F aus heirorgeht, wenn in E man eraetst r durch o',

f>
durch w — 1, und o durch (s— 1).

Durch Anwendung der Idendität:

geht die Determinante C, in ähnlicher Weise wie oben jB,

Uber in:

C^\H,'F{^cc'a')b;il' ir. (22)

Das Resultat unserer Untersuchung ist also:

Die Punkte, in denen eine Raumkurve von einer

Fläche des linearen Systems:

von der 3. Ordnung berührt wird, sind ihre Schnitt-

punkte mit der Flüche:

D ^ — 3-B^— 3(m— 1) C/o = 0 (23)

wo A, B, C durch die Ausdrücke (17), (21) und (22) definiert

sind, und:

gesetzt ist.

Setzt man in der Fläclio (23) .9=1, so erhält man eine

Flüche von der Ordnung G m-f 6« — 20. welche die

Kurve /'=0, y — (> in den nnt{^m 6»— 20) Berührungs-

punkten von Wendungsbertthrebenen schneidet.

Die Oleichung dieser Fläche erscheint in der Form:

i(m-2) • J • G'-{pcc'a)I{ • l(n-2){(laa'b)(dbb'a)(d'e(r f) (</' / /^ e)

-(m'^n-S)(d'aa'b){d'bb'a)(dee'ß(dtf'e)} (24)

^{m-l)(c'cc'a*)S' [(da a* b) (db b*a) (d* ee'f) {d'ff e)

- (d'nn'h) (^d'hb'u){dee'f){dff'€)'\ = 0.
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Hier sollen die Definitionen gelten:

S X X X Z 'X XXX XX 'x 9

X *'» **x ^x '* *äe "« Ix 9

und für J und G' gelten die Bezeichnungen von p. 219 und 226.

Die Gleichung (24) kann aber noch weiter Tereinfacht

werden, da die beiden Glieder in der 2. und 3. Suninie durch

Vertnuschung von n mit e, b mit /', a' mit c' und b' mit /

'

ineinander Ubergelien. £s wird Gleichung (24) jetzt in der

Gestalt erschemen:

» (m - 2)AG' - \(m -}-2n-S){ecc'a)R-\-2ifn - l)(e'cc'a')Si

• {daa'b)iäöb'a)(d'ee'f)(d'fre) = 0.
^^^^

Diee ist die Gleichung der Clebsch'schen Fläche in sym-

bolischer Form. Die Unsvmetrie rührt davon her. ilatä der

Ausdruck (o) p. 216 in verschiedener Weise behandelt werden

kann, wie am Schlüsse von § 2.

Digitized by Gt)


