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Uber die Holderschen und Cesaroschen Grenzwerte.
Von Georg Faber in Strafiburg i. E.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 8. November 1913.

Man hat sich neuerdings vielfach mit den sogenannten
Holderschen und Cesiroschen Grenzwerten beschiiftigt, die-
selben lassen sich bekanntlich folgendermafen einfithren: Ge-
geben ist die fir #! <1 konvergente Potenzreihe

>

() B@) = Yoa,w

1

(dat; hier in P(x) das Absolutglied a, fehlt, ist unwesentlich, bewirkt
aber eine kleine Vereinfachung)

und es existiere der Grenzwert

&) o= lim B(2),

wobei man sich z etwa reelle Werte durchlaufend denke. Die
Koeffizienten der Potenzreihe fir P(z) (1 — )~ "+D wo »n
eine positive ganze Zahl ist, seien b:

(3) B(z) (1 — z) =0+ = 32, 50 g

1
und n! 0™ -y~ werde mit S bezeichnet). Der nt¢ Cesaro-
sche Grenzwert S" ist dann definiert durch
) 8" = lim S" |
v
=0

falls dieser Limes existiert; es ist dann immer S = ¢.

Die Holderschen Grenzwerte s sind in rekurrenter
Weise definiert durch die Gleichungen:

1) Diese DBezeichnung weicht von der iiblichen ab; sonst wird
gewdhnlich unter S die von mir mit 6% bezeichnete Grofe verstanden.
34*
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5) 50 =g + ... +a,

gle—1) e+ st—=1)
(6) W= 7 fir n=12...,

3

7 s = lim s,

v=w
immer vorausgesetzt, dal der Limes auf der rechten Seite
von (7) existiert.

Nachdem Herr Knopp!) gezeigt hatte, dafi die Existenz
des nter Holderschen Grenzwerts stets diejenige des nie® Cesaro-
schen nach sich zieht, gelang Herrn Schnee?) auch die Um-
kehrung dieses Satzes. Ich bewundere diesen Beweis des Herrn
Schnee als eine Kraftprobe analytischen Scharfsinns, finde ihn
aber gleichzeitig so verwickelt, dat es mir einfacher erschien,
die Siitze der Herren Knopp und Schnee auf ganz anderem
Wege neu abzuleiten, als mich vollstiindig in die Beweisfithrung
des Herrn Schnee einzuarbeiten®). Ich bin bei dieser Gelegen-
heit zu einem bedeutend allgemeineren Grenzwertsatze gelangt,
dessen sehr einfachen Beweis ich hier auseinandersetzen will.
Bei allem Verstindnis fiir das Streben nach Reinheit der
Methode erblicke ich in der Benutzung funktionentheoretischer
Hilfsmittel bei dem vorliegenden Problem keinen Schinheits-
fehler, ist doch die ganze Fragestellung auf funktionentheo-
retischem Boden erwachsen.

Um mich spiiter leichter ausdriicken zu konnen, schicke
ich die Erklirung einiger Bezeichnungen, sowie ein paar Hilfs-
siitze voraus:

1) Grenzwerte von Reihen bei der Annitherung an die Konvergenz-
grenze. Inauguraldissertation. Berlin 1907.

2) Math. Ann. 67 (1909), S.110—125; daselbst auch weitere Lite-
raturangaben.

3) Ein mir erst nachtriiglich bekannt gewordener Beweis von Ford
(Am. Journ. of Math., Bd. 32 (1910), S. 315-—326) ist ebenso kompliziert
oder noch komplizierter. — Wiihrend der Drucklegung meines hier vor-
liegenden Beweises erschien ein anderer von I. Schur (Math. Ann., Bd. 74,
S. 447); ebenfalls sehr einfach, jedoch ganz anders angelegt und ohne
die von mir angegebene weitreichende Verallgemeinerung.
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Ich sage, die Koeffizienten a, der Potenzreihe 021.(1,.:6"
0

sind von geringerer Gréfenordnung als »*, in Zeichen a, <»*,

wo % jede reelle Zahl sein kann, wenn lima,»=* = 0 ist;

=%
dagegen heifen die @, von der Grofenordnung y»* in Zeichen
a, ~yv* wenn lima,»* existiert und gleich der von Null

verschiedenen Zahl y ist.
. —k

1. Hilfssatz: Die Koeffizienten {(— 1)"( . )der Potenz-

reihe fitr (I — x)~* sind, falls £ weder eine negative ganze
Se—1

Zahl noch Null ist, von der Grifenordnung ! ,(7‘)~ Dieser Satz
bedarf keines Beweises; er ist nichts anderes als die Definition
der [I'-Funktion.

Ich definiere ferner zwei auf Potenzreihen PB(z) =>ra, 2

1
anzuwendende Operationen: Div* P (z) und Int*P(z), wo der
Index « jede reelle Zahl sein kann:
() Div*B(x) ist die Potenzreihe 2740z fiir P (@) - (1 — 2)~*,
1

so dal also

Y — «

1
(10) Int*PB(z) = i, a, v x
1
fiir @ =1 ist also .
(10" Tt («) soviel wie J‘ %S’) dz.
0
Fiir positive a gilt noch die spiter zu benutzende Dar-

stellung

(10") Int: P (x) = riz)f](lg 1)‘—128(”) %t_

Die folgenden, ohne weiteres einleuchtenden Formeln be-
zeichne ich als den
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II. Hilfssatz:
(1) Divet+E P (2) = DivF (Dive P (2))
(12) Int“t# P (z) = Intf (Int* P (@)).

Weiter gilt der

IIT. Hilfssatz: Sind die Koeffizienten a, in P(z) =
i,. a,z” von geringerer Grofienordnung als v*, so sind die Ko-
1
effizienten 0% (9) der Potenzreihe Div*P(z) von geringerer
Grofienordnung als »*+¢, vorausgesetzt, dali % und a beide
>0 sind.

Nach Voraussetzung existiert zu jedem ¢ >0 eine ganze
Zahl w. der Art, dalBy fiir o> u,: I;lcl’,‘( < ¢ und erst recht
(13) a, <e-v* wird, wenn v > u > u, ist.

Fiir alle o dagegen gilt
(14) |a"u < G“U-,‘,
wo die obere Schranke G* von p unabhiingig ist.

Andererseits ist nach dem I. Hifssatze

(15) <—/Lu) < gt

fiir alle positiven Zahlen g; ¢ hidngt nur von « ab. Durch
Einsetzen von (13), (14), (15) in (9) ergibt sich

vt

n < l""k L/‘ (] /La 1 + G’)'k 2‘/1 /La' 1
»—p +1
41 vt
< erky J\‘ll""'l du+ G 1"‘.(/]‘14”' 1w
( 1 b) 0 r—fe,
i G . ‘(11 1 o (1,_\/(;;})/;“
- v
< a‘ (r + 1)"+“ —f— N . K = ) (1' ‘f‘ l)k.\\u

2 &
/(7’ -+ 1)kt bei hinreichend grofiem »;

dies heifst aber: 0% <v*+* w. z. b. w
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IV. Hilfssatz: Haben die Potenzreihen f‘;v a, x” und iv b,z
0 0

Koeffizienten von den Griofenordnungen a-»* und b -»/:
(17 ty~ a-v, b~ bif,
und ist sowohl @ als f>0, so sind die Koeffizienten ¢, der

Potenzreihe fiir

o w
Yot 2" Y ba”
0 i)

“ bgr_(f_ __}:}_) I.(@ +\D peetpt1
I'a+f+2)
abl'(a+1) I'(f+1)

18) ¢, =ayb, ey by~ o m N Bt
(A8) e =apby+a,b,_1+---+a, by T(atfie2 )

von der Grofenordnung

Nach dem ersten Hilfssatze kann man nimlich schreiben

a, = a-I'(a +1)(—1) (_ O:,—l> (14 &)

(19)

bo=orG Dy (TP as )
mit
(20) lim ¢, = lim ¢, = 0.

Y= P=00

Setzt man die Ausdriicke (19) in die rechte Seite von
(21) ein, so folgt

[ab I+ 1) I8+ 1)(— 1],

-2 (7))

21 '*%(_:"U%@(Tijl

,,,_‘ . — *1 - ﬁ -—
(A5
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Die erste Summe auf der rechten Seite ist gleich

)

also nach dem ersten Hilfssatze
pabitl
ST+
die letzte Summe ist dem absoluten Betrage nach offenbar

kleiner als die erste mal #,, wenn 7, das grofite der » -1
Produkte

1 1l
8‘” ér-—/l

(n=0,1...v)

bedeutet; wegen (20) ist lim#, =0, die letzte Summe ist also

P =00
von geringerer Groienordnung als die erste; die zweite Summe
stellt den Koeffizienten von 2" in der Potenzreihe fiir

a1, By g (=1 o
(1—ux 1-%14,.( b )(—1) x
dar; er ist nach dem dritten Hilfssatze (fiir unendlich wach-
sendes ») von geringerer Grofienordnung als »*+/+1 da die mit
(1— 2)=*=! multiplizierte Potenzreihe Koeffizienten = »# hat
(wegen des ersten Hilfssatzes und wegen (20)); genau so
ergibt sich, daf auch die dritte Summe auf der rechten Seite
von (21) von geringerer Grifienordnung als die erste ist; diese
gibt daher den Ausschlag und es ergibt sich, wie behauptet,

LAl DTG+
EPACE N )

Endlich beweise ich den folgenden

Y

V. Hilfssatz: Hat @(2) die Form

(1— 2y f‘_,,, a, ",
i
wo (>0, a, 3+ und k>1 ist, so kann man Int* @(z) auf
die Form (1-—-2) P, (z) bringen, wo die Koeffizienten von
B, () 2 v*~* sind; a darf jede reelle Zabl <k — 1 sein.
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Es sei zunichst a = —1; die Operation Int—! besteht
in Differentiation und nachtriiglicher Multiplikation mit z; es
ist also

Int=' (1 — 2) 3 a, 2
1

(22) . .
=—lz(l—a)" ' Yra, 2 + (1 —2z)Y,va,z;
1 1

der zweite Summand auf der rechten Seite von (22) hat die
gewiinschte Form, der erste aber lifit sich so schreiben:

—lx 21 o,z
o\ S
(1 ‘L) 1 —x 1
entwickelt man aber
—lz iv a,x”
1
l—x

nach Potenzen von x und wendet man auf die so erhaltene
Reihe den dritten Hilfssatz an, so sieht man, daf auch der
erste Summand und mithin die ganze rechte Seite von (22)
Koeffizienten - »*! besitzt.

Damit ist wegen der Iunktionalgleichung (12) zugleich
der Fall erledigt, daB « irgend eine negative ganze Zahl ist;
es geniigt noch der Fall 0 <a <1 zu beweisen, da dann wieder
die Funktionalgleichung (12) den Beweis auf alle moglichen «
erstreckt.

Es sei also zweitens 0 <a <1%); dann folgt aus (10):

1

@) 1) It (1 — 2/ B @) = | (1gizf)"_](1_m)ls3(m) (ff
O

und durch partielle Integration

1) Will man nur die Identitiit der Holderschen und Cesiiroschen
Grenzwerte nachweisen, so geniigt es hier « =1 anzunehmen; dann
vereinfachen sich die folgenden Ausfithrungen ein wenig, da man statt
Formel (10°) die einfachere (10') benutzen kann.
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1

— -y j (1s7) " pea

1 t
+ xlf(l — tx)l—lf (lg :>“—1 B (z ) Q: dtt~
0 0

Hier hat der erste Summand der rechten Seite, der ja
= (1— &y I'(a) Int* B(2) ist, die gewiinschte Form; im zweiten
Summanden liefert die innere Integration nach 7 eine Potenz-
reihe, die ich so schreibe:

@ 1 w—] 1 ' .
Yoboilg ; L= B (2);
1

die Koeffizienten 5, hiingen zwar noch von ¢ ab, doch ist un-
abhiingig von ¢: b,! < la,[; denn

t t

. 1\«! dr AT B 1\«1¢
J <lf—’,’ 1) Uit < (lg t) fr dr = <lbr i) L
0 0

ist nun 1 —1<0, so sind (die noch von ¢ abhingenden Ko-
effizienten) ¢, in der Potenzrethe

Xc,.-(lg(i))u-lt""lx” fiir 1(1—259;)’“‘-‘13,@)

offenbar <»¥~1+1-! gleichmifig fiir alle £ zwischen Null und 1;
integriert man nach ¢ zwischen Null und 1, so hat die vesul-
tierende Potenzreihe Koeffizienten < *~'—« und wenn man mit
a xix)l multipliziert, ergeben sich nach dem dritten Hilfssatze
Koeffizienten < v*=*; also lift sich auch der zweite Summand
in der Form (1—z)Q(x) darstellen, wo Q(z) Koeffizienten
< v« hat.

Ist 7—1>0, dagegen | —2<0, so wird der zweite Sum-
mand nochmals partieller Integration unterworfen, wodurch er
sich folgendermalien umformt:
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: 11 : A Zr(lt
Ja—e J@”) Bea)
(24) :(l_x)z_ljfog(i))“ P )(lrdt
(l—l)xf(l— L) - “"(lg ) ey )drdr([tf

und man sieht genau, wie soeben geschehen, dafi die beiden
Summanden die gewiinschte Form haben und zugleich auch,
dafi man durch fortgesetzte partielle Integration ganz all-
gemein zum Ziele kommf.

Nach diesen Vorbereitungen denke man sich
wieder die Potenzreihe

(1) P@) = a,2 + a,2° +
gegeben und unterwerfe sie der Operation:
Div'+ Intf Divee Int/ . .. Div Int’ 1)
die ich kurz Op, nennen will:
Op, B (x) = Divi+aInthr .. Div™ Int™ B (z)
(25) f: b @
1

ebenso unterwerfe man P(x) der Operation Op,, die
soviel als

Divite’ Intfi Divez Ints . Div [nt/»
sei:

Op, B (x) = Div'+< Int# . .. Div*m Int’ P (2)

e}
= 3 b
¢
1

1y Es soll zuerst DivH”‘, dann Intft usw. ausgefiihrt werden.
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a,, B», a;, P. seien lauter positive Zahlen, die
folgende Relationen befriedigen:

A R A
=dttap=fittpi=o

@) o F ot a>pt b+ B i v <n
29) ajdad @SB i+ B fir p<m.
Dann besteht der folgende Satz, dessen Ableitung

das Ziel der vorliegenden Note ist:
Existiert der Grenzwert

g |1 (e, + 1) ]'((i,__—_- /»’I-f—az—{ 1)
I’l—ﬁl'}—l) I'la, — p, + a, f)z'i_l

(27)

(30) ((l = /' -+ ay — ﬂ2 cee ﬂu 1 + oty -1 1) Iim 7)“)
I Vl _ﬁ] + (l + Ay /}n—l +1) ry=uw
so existiert auch der Grenzwert
S'— ]((l|+1) I((l|_ )|—‘,- U;"‘}-l)
(‘%1) I((ll—[)l—}—l) 1(([]‘-/':1 ~+ (lx—ﬁ -‘}—1)
) F(al - ﬁl C(_;_—— )‘ p:n l_l “m + 1) l”n [,l )

[W(all _°/-')i + (l-_'g - ["2 * + am S /‘7»: l+ ])’zf
und umgekehrt; und es ist stets
(31%) S=45.

Ein ganz spezieller Fall dieses Satzes liegt vor,
wenn

) qy=a,=..=aq,=f=f,=...f=1, aqj=[fi=n

ist. Dann besagt der Satz offenbar nichts anderes als
die Tdentitiit des Cesaroschen und des Holderschen
Grenzwerts »n'r Ordnung.

Zuniichst bemerke man, daf der Satz richtig ist, wenn
die Potenzreihe P(x) sich auf ein Glied a,z reduziert, und
dafi dann S = 8" =, ist. Ks ist ndmlich
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Div'te Inthi (a, )
eine Potenzreihe mit Koeffizienten

1 .
i~ sy B
a, » v=hs (e, + 1) (I. Hilfssatz),

Div!ta Int/s Divee Intéz (¢, z)
eine Potenzreihe mit Koeffizienten

(33) I(a,— f, +1) (L u. IV.

S e 1) (Tay 4 B, + a, + 1) Hilfssata),
usw.; schliefilich

Op,a,x
eine Potenzreihe mit Koeftizienten

[?((1] —/‘))]”-!- 1) R [W(a1 —/)JL -}ﬁn_l —ﬁ’ii+1l

~ "’ - e —

Dl t1)- 1 (ay=ptae ). I (a, - fy.. = foorran+1)

Auf Grund dieser Bemerkung geniigt es, den obigen Satz
in folgender, viel speziellerer Fassung zu beweisen:

Exisiert der Grenzwert S und ist er gleich Null, so existiert
auch S’ und ist ebenfalls gleich Null.

‘Wenn niimlich S existiert, aber von Null verschieden ist,
so wird durch bloBe Abinderung des Koeffizienten «, erreicht,
daf der neue Grenzwert S zu Null wird; m. a. W.

Op,(—S-z+4 PB@) = Op,(— Sz) 4 Op, P (x)

liefert einen Grenzwert S = 0; ist aber bewiesen, dafi dann
auch der aus Up,(— Sx -+ P (v)) resultierende Grenzwert S=0
ist, so folgt aus dem distributiven Charakter der IFunktionen
Op, und Op,, dats Op (P(x)) und Op,(V(2)) den gleichen Grenz-
wert liefern miissen, wie Op, (Sz) und Op,(Sz), niimlich S.

Die spezielle Fassung unseres Satzes fiir S =0, die einzig
noch zu bheweisen bleibt, ist eine unmittelbare Folge des folgen-
den Satzes:

Die Koeffizienten von 2" in der Potenzreihe fiir

Divi+a Intf Divee Intfe . . . Div™ Int” (),
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wo wieder

a1+a2+"'+u"=ﬂl+ﬁ2+"'+ﬂrt:0

1st und (28) befriedigt ist, konvergieren dann und nur
dann mit wachsendem » gegen Null, wenn die Koeffi-
zienten der Potenzreihe

(34) B (@) =1 —2)7"" B@)
< »° ausfallen.

Da niimlich in dieser Bedingung nur die Summe der «
und f vorkommt, gilt sie gleichzeitig fiir Op, und Op,.

Die Bedingung (34) ist erstens hinreichend. Denn
wenn P (z) die verlangte Form
(34 P@) = (1 — 2y P, ()
hat, so findet man unter steter Benutzung des fiinften Hilfs-
satzes;
DivitaInthr P(x) = 1 — x)y = P, (2),

wo die Koeffizienten von B,(z) <»” 71 sind;

Divi+es It/ Dive Intfs § (2) = (1 — a)7=~1 B (2),
(35) wo die Koeffizienten von P, (z) < »"~/1=/2 sind;

Divi+e Intfr Divee Int2. . . Div™ Int/» B (2) = PB,p1 (),

wo die Koeffizienten von P,1(x) <»° sind, w. z. b. w.

Die Bedingung (34) ist zweitens notwendig. Geht man
nimlich von irgend einer gegebenen Potenzreilie Q. (z) mit
Koeffizienten -3»° aus, so erhiilt man wieder auf Grund des
fiinften Hilfssatzes:

Int™"» Div™ ™ Q1 (@) = 1 — 2)"" Q. (2),
wo die Koeffizienten von Q, () ;i

Int P Div™"» Int ™ n—1 Diy =~ Qi (x)=(1 —x)a"+u"—] Qi)

wo die Koeffizienten von 9,1 (z) <»™* /=1 sind;

sind ;
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Int™ Div=“ .. . Int=A Div-a=1 Qu 4, (@) = (1 —2)"+' Q, (),
wo die Koeffizienten von £, (x} < »” sind.
Umgekehrt ist
Op, (1 — 2)'7 8, (#) = Qa1 (2);

jede Funktion, aus der durch die Operation Op, eine Potenz-
reihe mit Koeffizienten -<+° wird, muf daher die Form

(1— )+ Q (x),
d. h. die durch (34) verlangte haben.

Ich wollte die vorstehenden Entwickelungen lieher mog-
lichst einfach als moglichst allgemein gestalten; sonst hiitte
ich neben den Operationen Div und Int noch andere, z. B.

M — o ) It . m",. ,Aar oW
B =B 50—y, e BE) =L

sowie weitere mit iterierten Logarithmen einfithren und damit
viel allgemeinere Grenzwertsitze ableiten konnen.



