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Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie. 
Von Alfred  Priitgslieim. 

Vorgetragen in der Sitzung am 9. Juli 1930. 

IV. Über die Bezeichnung „Elliptische Funktionen" und 
die Umkehrung der Weier straß sehen Pe- Funktion. 

Unter der seit 100 Jahren üblich gewordenen Bezeichnung 
,.Elliptische Funktionen“ verbirgt sich bekanntlich eine völlig 
,,cllipsenîïemde“ Gattung eindeutiger, durch ihre besonderen Eigen- 
schaften höchst bemerkenswerter analytischer Funktionen, die man 
sinngemäßer als gebrochene („meromorphe“) doppelperiodische Funk- 
tionen zu charakterisieren pflegt. Jene erstgenannte, mit dem ein- 
zigen Vorzug größerer Kürze ausgestattete Benennung wird durch 
ihre historische Entstehung zwar erklärt, aber keineswegs gerecht- 
fertigt. Weil bei der Rektifikation der Ellipse (übrigens auch der 

P dx 
Hyperbel) ein spezielles Integral von der Form j*  —-j=.- erscheint 

y JR 
(wo P eine rationaleFunktion von x, P ein Polynom 4ten Grades), 
so bezeichnete Legendre die ganze Gattung dieser Integrale 
zunächst1) als „Transcendantes elliptiques“, späterhin2) als „Fonc- 
tions elliptiques“. Man wird schon diese Terminologie schwerlich 
als eine besonders zweckmäßige bezeichnen können3). Nichts- 

1) In dem Memoire sur les transcendantes elliptiques, lu à la ci- 
devant (sic!) Académie des sciences en avril 1792. L’an deuxième de la ré- 
publique (= 1793). 

2) ln den Exercices de calcul intégral sur diverses ordres de trans- 
cendantes et sur les quadratures (1811 —19) und in dem Traité des fonc- 
tions elliptiques cl des intégrales Eulériennes (1825—28). 

3) Weierstraß, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Funktionen 
(Werke, Bd. 5, S. 2): „Biese Integrale führen ihren Namen nach dem für 
die Theorie völlig gleichgültigen Umstande, daß eines von ihnen geeignet 
ist, den Bogen einer Ellipse darzustellen“. 

9 
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destoweniger erlitt sie noch eine merkliche Verschlechterung, als 
in den Jahren 1825—29 Abel und Jacobi ungefähr gleichzeitig 
durch Umkehrung von Legendres fonctions elliptiques de la premiere 
espèce das vorliegende Forschungsgebiet um ein neues Prinzip 
von hervorragender Fruchtbarkeit bereicherten. Jacobi benützte 
diese Gelegenheit, um die bei Legendre als /«te/ra/bezeichnung 
auftretenden fonctions elliptiques ohne weiteres als elliptische Funk- 
tionen zur Bezeichnung seiner Umkehrungsfunktionen sich anzu- 
eignen. Und dabei ist es, trotz Legendres lebhaftem Protest 
und Jacobis anfänglicher Bereitwilligkeit zu jeder gewünschten 
Änderung2), schließlich geblieben. Auf diese Weise erscheint aber 
die Quelle des Beiworts „elliptisch“ wieder um eine Etappe weiter 
fortgerückt. Und ich wüßte, um seine Provenienz definitionsmäßig 
deutlich zu machen, beim besten Willen nicht anders, als etwa 
folgendermaßen zu definieren: Unter einer elliptischen Funktion 
versteht man die Umkehrungsfunktion eines Integrals von äußer- 
lich ähnlicher Form, aber grundsätzlich anderem Charakter wie 
dasjenige, welches den Bogen einer Ellipse darstellt. 

Hiernach erscheint mir die fragliche Bezeichnung als eine 
der unpassendsten, welche sich in dem Wortschatz der Analysis 
vorfindet. Und wenn ich auch annehme, daß diese Ansicht ziem- 
lich verbreitet, ihre Erwähnung also trivial sein dürfte, so scheint 
es mir doch nützlich, sie bei passender Gelegenheit in Erinnerung 
zu bringen, auf daß man nicht glaube, wir Mathematiker seien 
„in der Gewohnheit trägem Gleise“ gegen so bedenkliche „Schön- 
heitsfehler“ unempfindlich geworden. Im übrigen ist dieser Teil 

h Brief Legendres an Jacobi vom IG. Juli 1820: „ Je devrai 
borner là ma lettre et ne vous parler des changements de nomenclature 
que vous proposez dans votre article 17 pag. 31 (sc. Fundamenta nova); 
mais comme d’autres personnes pourraient vous représenter qu’en cela vous 
avez fait une chose qui doit m'être désagréable, je ne vois pas pourquoi 
je vous cacherais ce que je pense de cette proposition. Je vous dirai donc 
franchement que je n'approuve pas votre idée et que je ne vois pas de 
quelle utilité elle peut être pour vous et pour la science. 
 Il me suffira de vous avoir témoigné ma surprise sur l’incon- 

venance et la bizarrerie de votre idée; elle n’altérera en rien les sentiments 
d’estime et d’affection que j’ai conçus pour vous et dont je vous renouvelle 
l’assurance. Le Gendre, (s. Jacobi, Werke 1, S. 451). 

-) Brief von Jacobi an Legendre vom 19. August 1829 (a. a 0. S. 452). 
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meiner „kritisch-historischen Bemerkung“ nur ein beiläufiges 
Nebenergebnis meines Zurückgreifens auf den historischen Ur- 
sprung der elliptischen Funktionen, das mich vielmehr in der 
Hauptsache zur näheren Untersuchung der folgenden wesentlich 
wichtigeren Frage angeregt hat: Ist die Tatsache, daß die soge- 
nannten elliptischen Funktionen, d. h. die gebrochenen, doppelperio- 
dischen Funktionen, durch die Zufälligkeiten der historischen Ent- 
wicklung als Umlcehrungsfunlctionen der elliptischen Integrale erster 
Gattung auf die Welt gekommen sind, ausreichend, um diese An- 
ordnung des zwischen den beiden Funktionsgattungen bestehenden 
Zusammenhanges als die natürlichste gelten zu lassen? 

Die Frage dürfte zuerst von dem hochbegabten, leider bereits 
im Alter von 29 Jahren 1S52 verstorbenen Gotthold Eisenstein1) 
angeschnitten und bis zu einem weiter unten noch genauer an- 
zugebenden Punkte durebgeführt worden zu sein, in einer um- 
fangreichen Arbeit, die 1847 im 35. Bande des Journals für 
Mathematik (8. 153 — 273), im gleichen Jahre auch in einer 
Sammlung Eisensteinscher Abhandlungen2) (8. 213—333) er- 
schienen ist und deren vollständiger3) Titel alles wesentliche des 
Inhalts angibt. Er lautet: 

Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodukte, 
aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zu- 
sammengesetzt sind, und der mit ihnen zusammenhängenden 
Doppelreihen (als eine neue Begründungsweise der Theorie 
der elliptischen Funktionen, mit besonderer Berücksichtigung 
ihrer Analogie zu den Kreisfunktionen). 

Die fraglichen Doppdprodulde bestehen aus den Linearfaktoren 
der Weierstraßschen a-Funktion ohne die zur unbedingten Kon- 

') Geb. 1823 zu Berlin. Die Bände 27—11 des Crelleschen Journ. f. 
Math. (1844—52) enthalten über 40 größere und kleinere Aufsätze von ihm. 

-) Mathematische Abhandlungen besonders aus den Gebieten der höheren 
Arithmetik und der elliptischen Funktionen von Dr. G. Eisenstein. Mit 
einem Vorwort von Prof. Dr. Gaufl(l). Berlin, 1847. 

3) Dieser vollständige Titel findet sieh nur in dem Inhaltsverzeichnis 
dieser Sammlung (Fußn. 2) hinter der Gaußschen Vorrede. In der ent- 
sprechenden Textüberschrift (S. 213 bzw. Journ. f. Math. S. 153) bricht der 
Titel schon hinter „zusammengesetzt sind“ ab. (An beiden Stellen findet sich 
übrigens in der Numerierung der Druckfehler IV statt: VI). 
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vergenz erforderlichen Exponentialfaktoren, sind also nur bedingt1) 
konvergent (wie durch Übergang zur Doppelreihe der Logarithmen 
bewiesen wird). Das letztere würde auch von derjenigenEisenstein- 
schen Doppelreihe gelten, die der Partialbruchreihe für p(it) ohne die 

Zusatzglieder 5- (in der von uns später augewendeten Schreib- 
^-4 fl V 

weise, s. § 1, Gl. (2)) entspricht, also der Reihe „ 4-Y' -, ^. 
u ,uv («—co/iry 

Aber Eisenstein hilft sich dadurch, daß er die in gleichem 

Sinne bedingt konvergierende Reihe V]' —subtrahiert und auf 
U V &) fl V 

diese Weise die übliche unbedingt konvergierende Partialbruch- 
reihe erzeugt2). Die entsprechende Reihe für p'(u) erweist sich 
(a ohne weiteres als unbedingt konvergent. Für diese als dop- 
pelperiodisch erkannten Funktionen gewinnt er dann durch wei- 
tere Differentationen und passende Eliminationen diejenige Form 
der Differentialgleichung3), welche der Gleichung (5) unseres § 1 
entspricht, also: 

/(«)* = 4 (pGO — P(a>)) {p(u) — p(rn')) (p(u) — p(co")) 
= 4 (p(u) — a) (p (u) — a) (p(u) — a") 

und schließt daraus, wenn p(u) = x gesetzt wird: 

1 dx 

2 V(x — a) {x — a') (x — a") 

Er hat somit bewiesen, daß als Umkehrungsfunktion von p(u) 
bei gegebenen Perioden co, co ein elliptisches Integral erster 
Gattung erscheint, wobei aber a, a , a" als bestimmte Funktionen 
von co, co' anzusehen sind, während die Frage nach dem ent- 
sprechenden Zusammenhänge hei beliebig vorgeschriebenen a, a , a" 
(vgl. § 1, Nr. 3) nicht berührt wird. 

1) Diese „bedingte“ Konvergenz ist in etwas anderem Sinne zu ver- 
stehen, wie es sonst bei Doppelreihen üblich ist. Vgl. meine „Elementare 
Theorie der unendlichen Doppelreihen“: dieser Berichte 37 (1897) S. 140. 

2) Die grundlegende absolute Konvergenz von V'-   für a > 2 /% »% � («% -<v)a 

hat er bereits als Spezialfall eines entsprechenden Satzes für beliebig viel- 
fache lleihen an früherer Stelle bewiesen (s. Journ. f. Math. S. 157ff. = Abh. 
S. 217 ff. 

3) Journ. f. Math. S. 22G = Abh. S. 28(1. 




