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Betrachtungen über Flächenabbildungen. 

III.  „Gleichmäßige“ Abbildungen. 

Von Frank Löbell in München. 

Vorgelegt von Herrn G. Faber am 7. Februar 1947. 

In einer kürzlich erschienenen Arbeit1 wurde der Begriff des 
Rißmaßstabes n einer Flächenabbildung £ —>- 9 für eine 
Tangentenrichtung eingeführt. 

Im folgenden soll der ausgezeichnete Fall näher untersucht 
werden, daß in einem Punkte der Fläche £ der Wert von n un- 
abhängig von der Richtung ist, der er zugehört; wir wollen 

die Abbildung £ -> 9 dann an der betrachteten Stelle gleich- 
mäßig nennen. 

1. Die notwendige und hinreichende BedingungderGleich- 
mäßigkeit wurde schon früher entwickelt; sie lautet2: 

E : F : G — E : F : G. (ta) 

Diese Beziehungen müssen nach Gleichung (10) der oben ge- 
nannten Arbeit3 durch eine einzige andere ersetzt werden können, 

nämlich durch die Beziehung n1 = n2, die gemäß (15)4 mit der 
folgenden gleichbedeutend ist: 

y2 + (31S)>-431Sa = o. (1b) 

Zunächst soll die Äquivalenz der beiden Gleichungen (1 a), in 
denen nur Fundamentalgrößen auftreten, mit der Gleichung (1 b), 
in der nur die Differentialinvarianten der Abbildung Vorkommen, 

mit Hilfe früher gefundener Formeln nachgewiesen werden, die 
aber, wie hier sogleich hervorgehoben sei, nur im reellen Bezirk 

statthat: Die Diskriminante der quadratischen Gleichung für die 

1 Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. KL, Jahrg. 1947, S. ljff.;  
per definitionem ist n = dyd\y. dy}. 

2 A. a. O. S. 16. 
3 A. a. O. S. 20. 
4 A. a. O. S. 21. 
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Hauptrißmaßstäbe,5 um die es sich bei dem Ausdruck auf der 
linken Seite von (1 b) handelt, ist bis auf den Nenner (EG—F2)a 

(EG + GE —2 FF)2 — 4 (EG —F2) (EG —F2) = 

((EG — F2) (EG — GE)2 + (EFG + F GE — 2 EGF)2) : EG) 

da EG —F2 j> o, kann sie ersichtlich nie negativ sein und nur 
verschwinden, wenn EG—GE = (EG + GE) F—-2EGF = o, 

folglich E: G = E : G und daher auch E : F — E : F ist, d. h. 
wenn (ia) erfüllt ist.6 Die benützte Umformung ist bekannt. 

Nach Gleichung (17) der anfangs genannten Arbeit ist es für 

eine gleichmäßige Abbildung charakteristisch, daß auch 
der Ouerrißmaßstab in einem Punkt von der Richtung 
unabhängig ist, und zwar ist er gleich dem negativen Wert 

der halben Schiefe an der Stelle. 

2. Jede gleichmäßige Abbildung läßt sich aus zwei 
Abbildungen besonders einfacher Art zusammensetzen. 

Zuvörderst bemerken wir, daß wir wieder eine derartige Ab- 
bildung erhalten, wenn wir die Berührebene z -in der zu e senk- 
rechten Richtung c auf eine nicht zu z lotrechte, sonst aber be- 

liebige Ebene z" projizieren; dadurch entsteht nämlich aus dl) 
ein Vektor d\) -f- / c, für den wegen cd7 = o dy (d\) +/c) = dydy) 
ist, so daß der Rißmaßstab n = dy (dx) + lc) : dy2 der neuen 
Abbildung z —*• s" dem der alten z —* z gleich bleibt. Insbeson- 

dere ist also diejenige Abbildung von e auf z selbst, die durch 
senkrechtes Zurückprojizieren des Bildes z von z nach s ent- 

5 A. a. O. S. 18, (7') und (9). 
G Etwas Ähnliches liegt vor bei der Winkeltreue, die sich entweder durch 

die Proportion E : F: G = E' : F' : G' oder durch die Gleichung V = o 
charakterisieren läßt, wo V das Verzerrungsmaß bedeutet; vgl. Nachr. a. d. 
Reichsvermessungsdienst, 1942, S. 306, (16), wo in dem Ausdruck für V der 
Zähler die Diskriminante sowohl der Gleichung (14) als auch der Gleichung 
(15) ist und in der Weise des Textes behandelt werden kann. Einen anderen 
Fall dieser Art haben wir bei der Bedingung (12) auf S. 433 der Math. Zeitschr. 
49 (1943), die dort von S. 432 an durchweg als erfüllt vorausgesetzt wird; dort 
kann % = ayu + ß jt„  + p.C, % = y jt„  + S fv + v C gesetzt werden, und es 
ergibt sich dann aus (12) a 8 — ßy 4= o und p. = v = o. Das Gemeinsame 
aller dieser Fälle ist, daß von einer gewissen Funktion die Annahme eines 
Extremwertes gefordert wird und diese Forderung im Reellen mehr als eine 
Gleichung ersetzt. (Es ist c = fu X yv: W = £4, also C2 = 1.) 
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steht, gleichmäßig, wenn es die Abbildung s -* % � z war, und um- 
gekehrt. Eine solche Abbildung ist aber, wie die geometrische 
Anschauung unmittelbar zeigt, eine Drehstreckung. 

Um das analytisch zu beweisen, legen wir in s ein recht- 
winkliges kartesisches Koordinatensystem x, y mit dem Ur- 
sprung 0 fest. Eine beliebige Affinität in z mit dem Fixpunkt 0 

wird dann durch Gleichungen der Form 

x = ax + by, y — cx -j- dy 

dargestellt. Soll sie gleichmäßig sein, so muß 

n — vi cos 'C = (xx -j- yy') : (x2 -f- y2) 
— (ax2 -)- (b -j- c) xy + dy2) : (x2 -f- y2) 

unabhängig von dem Wert von x : y oder 

(a — n) x2-f- (b-\-c) xy-+- (d —n)y2 = o, 
folglich 

a — n = b-\-c = d—n = o 

sein. Es gibt nun stets einen Winkel XI und eine Zahl m , für die 

vi cos X) = a, m sin X' = b wird, welche Werte a und b auch 
haben mögen, und wir finden, da dann c — —m sin Ç', d = m 
cos X' ist, daß die gleichmäßige Abbildung s —> E das Produkt 
der Drehung um O durch den Winkel X' und der Streckung mit 
dem Dehnungsfaktor m' von O aus ist: 

oc = m (x cos X' + y sin X'), ÿ = (—x sin X'~h y cos £')• 

Da es nicht möglich ist, daß alle vermöge e —>% � z den Punkten 
(x, y) von e entsprechenden Punkte von z sich in einen einzigen 
Punkt 0 von s projizieren, so muß m ={= o, also auch die Trans- 

formationsdeterminante ad — bc = a2-\- b2 — m2 =}= o sein. Weil 
demnach die Abbildung (x,y) —%º� (x', y) stets regulär ist, kann e 
nicht senkrecht auf z stehen, d. h. bei Gleichmäßigkeit der Ab- 
bildung E —> z ist sicher j1j2 =j= o. 

Wir erhalten mithin die allgemeinste gleichmäßige Ab- 
bildung einer Ebene s auf eine andere z , die zur ersten nicht 

senkrecht sein darf, dadurch, daß wir zuerst in s eine beliebige 

Drehstreckung um einen Punkt O, der, wenn s und z nicht 
parallel sind, auf der Schnittgeraden der Ebenen liegen muß, 
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ausführen und dann die Paralielprojektion' in der zu e 

senkrechten Richtung auf z folgen lassen. 

Hieraus folgt unmittelbar, daß bei Gleichmäßigkeit, wenn 

e nicht parallel zu z ist, die Schnittrichtung von e und z' 
Hauptrichtung in z ist; diese Aussage ist aber, wie leicht zu 
sehen, nicht umkehrbar. 

3. Aus diesem anschaulichen Aufbau der gleichmäßigen Ver- 
wandtschaften können wir auch ihre Bedingungen noch einmal 
herleiten : 

Eine Drehstreckung in z um 0 führt 

dy in m (dy cos Xi + c X dy sin Xi) 

über. Eine gleichmäßige Abbildung liegt, wie wir sahen, vor, 

falls es solche Werte von ni und Xi gibt, daß der Vektor 

dt) —ni (dp cos Ç' + cx dy sin Xi) 

auf z, d. h. auf yu und yv senkrecht ist, also dann und nur dann, 
wenn die vier Gleichungen erfüllt sind 

Tu (%~m' (Tucos C + c X Tu sin X')) = o, 

Tu (Vv—m> (h cos C + c X yv sin Xi)) = o, 
Tv (Vu—!" � (Tucos C + c X sin C)) = o, 
Tv (Vv—!" � (Tv cos C + c X Tv sin C)) = o 

oder, da yu (c X Tv) = — cTUTV = Wund h (c x O = CAA = 

W =j= o ist, 
E = ni cos Xi E, 

Fi  = ni cos C F — ni sin Xi W, , 

F2 = ni cos Xi F F ni sin X!_ W, 
G = ni cos Xi G. 

Aus d y (dt) —ni (dy cos Xi + c X dy sin Xi)) = o oder dydt) : 

dy2 = ni cos Xi folgt durch Vergleich mit m cos X = dydt) : dy2 

ni cos Xi = m cos X> (3) 

was auch anschaulich sofort einleuchtet. 
Aus (2) folgen als notwendige Bedingungen für die 

Gleichmäßigkeit einer affinen Abbildung, in Übereinstim- 

mung mit (1 a): 

E = nE, F — nF, G = nG\ (ic) 




