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VORWORT

Nichts ist so praktisch, wie eine gute Theorie® ist bekanntlich eine anschauliche Beschreibung des Begriffes ,,gute
Theorie”. Auch der mit der Satellitengeodidsie bestens vertraute Fachkollege wird feststellen, dass das Verstidndnis der
vorliegenden Monographie einen nicht unbetrichtlichen Arbeitsaufwand erfordert; leicht zu lesen ist sie nicht. Lohnt
sich das dann, ist es eine ,,gute Theorie*? Was ist ihre praktische Relevanz?

Satellitengeodisie beruht bekanntlich auf zwei Séulen, auf den numerischen und analytischen Verfahren der Integration
der Bewegungsgleichungen eines Satelliten sowie entweder den Bewegungsgleichungen von Bodenpunkten oder
weiterer Satelliten (Satellit/Satellit Technik SST). Fiir Routinearbeiten ist die numerische Integration &“uf3erst
zweckmiBig; die Arbeit kann man dabei weitgehend dem Computer iiberlassen, ein Grund, weshalb numerische
Integrationsverfahren in der Praxis vielfach bevorzugt werden. Analytische Integration liegt "off the beaten tracks",
wohl deshalb, weil dazu zumindest derzeit noch sehr anspruchsvolle theoretische Vorarbeiten erforderlich sind.

Die analytische Integration erweist sich andererseits von grofer praktischer Relevanz dann, wenn es darum geht, neu-
artige Verfahrensweisen zu entwickeln, zu analysieren und vor allem klar zu verstehen. Der tiefere Grund liegt darin,
dass nur analytische Integrationsverfahren eine sachgerechte Analyse der Problemstellungen im Spektralbereich zu-
lassen.

Das Grundkonzept der Analyse im Spektralbereich basiert darauf, dass man die Ergebnisse einer sog. Spektralsynthese
mit denen einer Spektralanalyse vergleicht. Die Spektralsynthese analysiert das geometrisch-mechanische Modell. Man
beschreibt dabei die Zeitabhingigkeit von Zustandsparametern (Orts- und Geschwindigkeitsvektor in generalisierten
Koordinaten/Impulsvariablen) als auch von Funktionalen der Zustandsparameter (d.s. synthetische Messdaten) mittels
periodischer Lie-Reihen (d. s. trigonometrische Reihen). Die Spektralanalyse analysiert die Messdaten. Man ermittelt
Amplituden, Phasenablagen und Frequenzen aus einer empirischen Zeitreihe von Messdaten.

Durch die derzeitigen Entwicklungen der Satellitentechnologie gewinnen Zeitreihen von (fast stets liickenhaften) sehr
grolen Mengen an Messdaten wie Radar- und Laseraltimeter, Satellit/Satellit Technik SST wie bei GRACE, GPS-
Phasen —und Codemessungen etc. immer mehr an Bedeutung fiir komplexe geowissenschaftliche Fragestellungen.

Im Rahmen der Spektralanalyse erlauben moderne Computer und neu entwickelte Methoden der multivariaten Mess-
datenanalyse, letztere basierend auf nichtlinearen Ausgleichungsverfahren, nicht nur die Berechnung von Amplituden/
Phasenablagen bei vorgegebenen Frequenzen. Sie erlauben nunmehr auch die Berechnung der physikalisch bedingten
Frequenzen in liickenhaften Zeitreihen von sowohl empirischen Messdaten als auch von durch Simulation erzeugten
synthetischen Datenreihen. Vor allem diese physikalisch bedingten Frequenzen bilden fiir die Praxis eine ungemein
wichtige Informationsquelle im Hinblick darauf, ob ein gewihlter funktionaler Modellansatz ausreichend ist, welchen
Informationsgehalt einzelne Datentypen im Hinblick auf eine stabile Bestimmung von Modellparametern besitzen etc.

Zur Spektralsynthese zerlegt man andererseits die 6 Bahnvariablen y;(z) bzw. deren Funktionale f (x;,r) in 3

Komponenten

Xj Zfi +le-+Axl-

(x; = Referenzbahn, dx; = stets periodische gravitative Bahnstérungen, Ax; = episodische Bahnstorungen durch Ober-

flichenkrifte, messbar mit Akzelerometer). Die Akzelerometerdaten bilden eine explizit von der Zeit abhéngige Reihe,
die direkt (numerisch) integriert werden kann; Einfliisse durch Oberflichenkrifte konnen aus diesem Grund durch
Reduktion der Messdaten beriicksichtigt werden.

Alle (stets implizit liber die Position) von der Zeit abhingigen gravitativen Bahnstorungen haben (bis auf spezielle
Resonanzeffekte) stets periodischen Charakter; sie konnen sehr effizient durch Lie-Reihen beschrieben werden. Dabei
hingt es in extremen Mafle von der Referenzbahn ab, wie kompliziert die Lie-Reihenentwicklung wird. Wihlt man
beispielsweise in der Satellitengeoddsie eine simple Keplerbahn als Referenzbahn, ist das Ergebnis eine duBerst
komplizierte Lie-Reihe, wihlt man eine sachgerechtere Referenzbahn, vereinfacht sich die Lie-Reihe betrichtlich.

Fiir die Wahl einer moglichst giinstigen Referenzbahn kommt der Mannigfaltigkeit von expliziten Losungen (elemen-
tarer Funktionen und endlich viele Quadraturen, d. h. Konstanten bestimmter Integrale) eines Bewegungsproblems eine
zentrale Bedeutung zu. Die theoretischen Untersuchungen dazu konnten, zumindest fiir alle derzeit ersichtlichen
praktischen Belange, mit der vorliegenden Monographie erfolgreich abgeschlossen werden. Damit sind die Grundlagen



geschaffen, alle die vielfiltigen Bewegungsprobleme der Himmelsmechanik (Satellitenbahnen, Planetensystem, Mond-
bahn, Erdrotation etc.) effizient und nach einem einheitlichen Verfahren durch analytische Integration zu losen und
damit die Modelle/Messdaten auch im Spektralbereich zu analysieren. Und meine langjdhrigen Forschungsarbeiten im
Rahmen der Fundamentalstation Wettzell ebenso wie an der TU Berlin haben stetig meine Uberzeugung gefestigt, dass
zu deren klarem und einwandfreiem Verstindnis Betrachtungen und Analysen im Spektralbereich unumgénglich sind.

Die vorgelegte Monographie ist das Ergebnis einer engen Teamarbeit zweier Spitzenwissenschaftler auf dem Gebiet der
Himmelsmechanik und der Satellitengeoddsie. Sie beruht auf langjihrigen Vorarbeiten beider Seiten, die vor allem
durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstiitzt worden sind. Ihr ist dafiir ausdriicklich zu danken; ohne die
DFG wiirde unter den heutigen gesellschaftlichen Bedingungen in Deutschland die stets langsame und daher langfristige
Grundlagenforschung im Hinblick auf alternative Methoden verkiimmern.

Der Baum neuer Erkenntnis ist nunmehr gepflanzt; wie die Friichte der praktischen Anwendungen schmecken werden,
das wird hoffentlich die nahe Zukunft erweisen.

Berlin, im Mirz 2005

Dieter Lelgemann



Zusammenfassung

Die Losung eines Bewegungsproblems wire bekannt, wenn man eine ausreichende Anzahl von Bewegungsintegralen
angeben konnte. Das ist beispielsweise der Fall beim Kepler-Problem wie auch bei den Stickel-Systemen, zu denen das
Kepler-Problem wie auch das Vinti-Problem zihlen.

Die Bewegungsintegrale implizieren meist Erhaltungssitze, welche Symmetrieeigenschaften des dynamischen Systems
widerspiegeln. Die Suche nach Bewegungsintegralen ldsst sich systematisieren, indem man diese Symmetrieeigen-
schaften aufsucht. Das bringt das Theorem von Noether zum Ausdruck. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die
Symmetrien eines Systems als Losungen der Killing-Gleichungen zu bestimmen. Eine weitere Moglichkeit ist, das
Gauf3sche Prinzip des kleinsten Zwangs heranzuziehen, um Bewegungsintegrale aufzufinden.

Es besteht also der interessante Zusammenhang:
Gauf-Prinzip - Theorem von Noether - Killing-Gleichungen

wobei die beiden letzteren mit den Symmetrien des betrachteten dynamischen Systems zu tun haben, alle drei aber Wege
zum Auffinden von Bewegungsintegralen sind. Andererseits werden durch Theoreme wie die Theoreme von Stickel und
Liouville ganze Klassen von integrablen Bewegungsproblemen erschlossen.

Von besonderem Interesse sind Theoreme iiber die Integrabilitit bzw. Nichtintegrabilitit von dynamischen Systemen,
vor allem, wenn sie notwendige und hinreichende Bedingungen hierfiir formulieren. Genannt sei hier das Nicht-
integrabilititstheorem von Ziglin. Weniger ergiebig ist bislang die Painlevesche Vermutung, jedenfalls aus himmels-
mechanischer Sicht.

Der Regelfall scheint aber nach aller bisherigen Erfahrung, dass viele himmelsmechanische Bewegungsprobleme
nichtintegrabel sind, man also nicht die ausreichende Anzahl von Bewegungsintegralen angeben kann. In dieser Situa-
tion sind Theoreme hilfreich, die es erlauben, wenigstens die existierenden Bewegungsintegrale aufzufinden. Genannt
seien hier die Theoreme von Bruns und Poincaré, aber auch die neuen Separationstheoreme und Korollare von Cui.

Die integrablen Bewegungsprobleme sind fiir die Ausarbeitung von Bahntheorien in der Himmelsmechanik von heraus-
ragendem Interesse. Die Losungen solcher Bewegungsprobleme konnen als intermedidre Losungen wenigstens in
zweierlei Weise verwendet werden. Zum einen als Losungsansatz fiir eine Storungsrechnung im Sinne der Variation der
Integrationskonstanten. Zum anderen als Zielfunktionen von Transformationen und damit zur genauen oder genédherten
Losung eines aktuellen Bewegungsproblems mit den Mitteln der Transformationstheorie, beispielsweise durch fast-
identische Transformationen basierend auf Lie-Reihen oder Lie-Transformierten.

In der Frage der Integrabilitit eines dynamischen Systems ist vor allem bedeutsam, dass geringfiigige Zusitze zur
Hamiltonfunktion eines integrablen Systems bereits zu dessen Nichtintegrabilitit fithren konnen. Hier kommt dem
KAM-Theorem eine kaum zu unterschitzende Bedeutung zu, gewihrleistet es doch, dass unter klaren Voraussetzungen
die Tori eines integrablen Systems durch eine Stérung nicht zerstort, sondern lediglich verformt werden.

Ein integrables System kann also unter bestimmten Bedingungen bei einer Storung durchaus integrabel bleiben. Das
Hauptproblem der Satellitenbahntheorie zihlt hierzu leider nicht, ist es doch nach Ausweis des Theorems von Ziglin
nichtintegrabel. Aber das davon geringfiigig verschiedene Vinti-Problem ist als Stickelsystem integrabel.

Damit ist die Frage aufgeworfen, welche Rolle die Nichtintegrabilitit spielt, wenn man ein nichtintegrables Bewegungs-
problem vermittels Transformationen auf eine integrables abbildet, dessen Losung als intermedidre Losung als Ziel-
funktion Verwendung findet. In anderer Form stellt sich die Frage aber auch in der Storungsrechnung, wenn dort die
intermedidre Losung als Losungsansatz fiir ein nichtintegrables Bewegungsproblem verwendet wird. Diese Problematik
wird vermutlich nur deshalb nicht wahrgenommen, weil in den Anwendungen weder die Transformationen noch die
Storungsgleichungen bis zu einer beliebig hohen Ordnung ausgefiihrt bzw. gelost werden konnen. Die praktisch ein-
gesetzten Losungsverfahren (nach von Zeipel, Hori, Deprit, Kamel einerseits, nach Poisson und Picard-Lindelof
andererseits, um nur einige zu nennen) wurden bisher auf die allerersten Schritte beschrinkt.

SchlieBt man an die geometrischen Uberlegungen zu den Bewegungsintegralen an, so konnte man daran denken, so
etwas wie Pseudo-Integrale einzufiihren, um Integrabilitéit eines dynamischen Systems zu erzielen. Man konnte sich an
einer Situation orientieren, wie sie beispielsweise bei der Auflosung linearer Gleichungssysteme mit verschwindender
Koeffizientendeterminante vorliegt. Hier behilft man sich mit der Einfithrung von Pseudoinversen. Ein anderer Fall ist
aus der Theorie selbstadjungierter Randwertaufgaben bekannt, wo man erfolgreich erweiterte Greensche Funktionen
einfiihrt (Schneider 1 1992).
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Abschnitt A

Einfiihrung in die Problemstellung

Wie erhilt man die Losung/Losungsmannigfaltigkeit eines Bewegungsproblems, das als Anfangs- oder als Randwert-
aufgabe gestellt ist?

Ein Weg, der nicht nur in der Himmelsmechanik wiederholt erfolgreich beschritten worden ist, nutzt die Kenntnis der
Bewegungsintegrale des Bewegungsproblems. Mit dieser Moglichkeit setzt sich die vorliegende Studie auseinander.

1. Kepler-Problem, Dynamische Systeme und Integrabilitit
Als einfiihrendes Beispiel sei gewihlt

1.1 Bewegungsintegrale des Kepler-Problems

Fiir das durch die Newton-Eulersche Bewegungsgleichung

mit =-m O E K, (1.
rr

definierte Kepler-Problem, das ecine Zentralbewegung unter der Kepler-Kraft Ko beschreibt. sind bekannt
(Schneider I 1992) die

e  Erhaltung des Bahndrehimpulses
rxr=C=CC, (1.2)
mit r Ortsvektor
r Geschwindigkeitsvektor
C Vektor des Bahndrehimpulses (Integrationskonstante),

e Erhaltung der Gesamtenergie

1._6M _, (1.3)
2 r

mit & bezogene Gesamtenergie (Integrationskonstante), ("bezogene” bedeutet hier und im folgenden eine Abkiir-
zung fiir ”auf die Einheitsmasse bezogene”)

e Laplace-Integral
ixC=GME+A (1.4)
r

mit A Runge-Lenz-Vektor (Integrationskonstante), sowie die
e  Kepler-Gleichung
E—esinE=M=n(l—t*) (1.5)
mit E, M und n exzentrische bzw. mittlere Anomalie und mittlere Winkelgeschwindigkeit (je
eine Funktion von r, r C undh)

t *=Zeit zum Apsidendurchgang (Integrationskonstante).



10 A — Einfiihrung in die Problemstellung

Das sind sechs Funktionen des durch (r,v:=r), die Phase der Bewegung, beschriebenen momentanen Bewegungs-
zustandes eines Teilchens. Diese 6 Bewegungsintegrale sind selbst Differentialgleichungen von je 1. Ordnung fiir die
Bahn r(t) des um den Zentralkérper M umlaufenden Teilchens m, die der Ordnung sechs der vektoriellen Bewegungs-
gleichung dquivalent sind und fiir die vollstindige Losung des Kepler-Problems ausreichen.

Anm.: (1) Beide Integrale (1.2) und (1.3) bestimmen die Gestalt und den Umfang der Bewegungsbahn. Wenn C#0,
dann erhilt man einen nichtentarteten Kegelschnitt als mogliche Bahnkurve, eine Ellipse, eine Parabel oder
eine Hyperbel, abhingig davon ob h<0, h=0 oder h>0. Fir C=0 erhdlt man einen entarteten
Kegelschnitt: geradlinige Kepler-Bewegung.

(2) Im Falle C#0 zeigt das Integral (1.2) die Ebenheit der Bewegung und die Erhaltung der Flichengeschwin-
digkeit. Das Integral (1.4) bestimmt in diesem Falle die Orientierung der Bahn innerhalb der Bewegungs-
ebene. Der Runge-Lenz-Vektor zeigt in die Richtung des Apsidenvektors der Bahnkurve. Da der Vektor A
innerhalb der Bahnebene und senkrecht zu dem Geschwindigkeitsvektor r liegt, ist dessen Richtung bereits
durch das Impulsintegral (1.2) bestimmt. Das Laplace-Integral ergibt also nur ein unabhéngiges Integral der
Bewegung. Im entarteten Falle besagt das Laplace-Integral nichts.

(3) Die Kepler-Gleichung stellt das 6-te unabhingige Integral fiir die elliptische Bewegung dar. Fiir eine
parabolische oder hyperbolische Bahn nimmt das 6-te Integral eine andere Form an.

(4) Zusammengefasst ldsst sich die nichtentartete Kepler-Bewegung durch die o.g. 6 unabhingigen Bewegungs-
integrale mit 6 beliebigen Integrationskonstanten (drei Komponenten von C, &, eine Komponente von A
oder eine Funktion von dessen drei Komponenten und ¢*) eindeutig beschreiben. Eines der 6 Integrale
hingt explizit von der Zeit ¢ ab.

1.2 Bewegung eines Teilchens im 3-dimensionalen Raum

Die Bewegung eines Teilchens lédsst sich durch die Newton-Eulersche Bewegungsgleichung

2
Lzrzf (1.6)
dt

oder dquivalent durch die Gleichungen, die aus ihr durch Variablensubstitution hervorgehen, d.h. durch

dr

Lev. und Y _¢ (1.7)
t

dr
beschreiben, also durch insgesamt sechs gewohnliche Differentialgleichungen je 1. Ordnung in der Zeitableitung. Ein

Bewegungsintegral ist dann eine (algebraische oder auch transzendente) funktionale Beziehung des Orts- und
Geschwindigkeitsvektors

@ (r,vit)=o (1.8)
bzw., wenn man die frei wihlbare Konstante o in die Funktion einbezieht,
¥(r,vir;0)=0. (1.9)

Ein nicht explizit zeitabhéingiges Bewegungsintegral &(r,v)=a lédsst sich meist als Erhaltungssatz interpretieren. Die

Bewegungsintegrale des Kepler-Problems ergeben fiinf Funktionen der Gestalt

O, (r,v)=0, (i=12...5) (1.10)
und eine zeitabhingige Funktion (vgl. Kepler-Gleichung)

O (r,vit) =0, (1.11)
also fiinf Erhaltungssitze und ein explizit zeitabhingiges Integral. Hat man allgemein sechs Bewegungsintegrale

@, (r,vit)=0, (i=12,..6) (1.12)
gefunden, so kann man diese Funktionen unter der Bedingung

20> (1.13)
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also einer nicht verschwindenden Funktionaldeterminante, nach den Zustandsvektoren auflosen. Man erhilt so als
Losung der Bewegungsgleichung

r=r(®,9,,.,0,)=r(0,0,,..,0) und v=v(®,,®,,.. .0 )=v(5;0,,0,,...,04 ) »

worin o,,a,,...,o,, die entsprechend der Ordnung des Bewegungsproblems, frei wihlbaren Integrations-konstanten

bedeuten, die entweder durch Vorgabe von Anfangswerten oder von zeitlichen Randwerten festgelegt werden konnen:
Determinierung des Bewegungsproblems (Schneider 1992ff).

Mit anderen Worten:

Kennt man sechs unabhdngige Bewegungsintegrale der vorgelegten Bewegungsgleichungen, so kennt
man deren Losungsgesamtheit. (Scharparameter sind die Integrationskonstanten.)

Die Unabhiingigkeit der Bewegungsintegrale wird sichergestellt durch das Nichtverschwinden der Funktional-
determinante (Invertierbarkeit der Jacobimatrix!)

Ein Integral ist dann und nur dann von anderen (un-)abhdngig, wenn seine partiellen Ableitungen nach
den Zustandsvektoren von denen der anderen linear (un-)abhdngig sind.

Ein anderes Kriterium zur Beurteilung der Abhédngigkeit ergibt sich aus dem Bestehen einer Beziehung
(D, P,,0,,..)=0 (1.14)
unter den Integralen @,,® @, ..... In einem solchen Fall ist mindestens eines der Integrale von den anderen abhéngig.

Ein von anderen abhdngiges Integral stellt eine logische Konsequenz der anderen Integrale dar: es bietet zwar keine
weitere Information als die durch die anderen Integrale gegebene Information iiber die Bewegung, aber eine neue
mathematische Darstellung der Informationen. Das kann fiir die Problemlosung hilfreich sein.

1.3 Dynamische Systeme mit V Freiheitsgraden

Die vorstehenden Uberlegungen sollen auf dynamische System mit V Freiheitsgraden ausgedehnt werden. Ein solches
System werde durch ein System von n=2v gewohnlichen Differentialgleichungen je 1. Ordnung, also ein System
Differentialgleichungen n. Ordnung

ﬂgf = (Yo yyil) (i=1,2,0n) (1.15)
1

beschrieben. Ein Bewegungsintegral ist eine funktionale Beziehung zwischen den zu bestimmenden Funktionen y, (z),

¥, (#)s-,y, (¢) und der unabhingigen Variable der Form
@ ()5 Vyseees ,31) = OLs (1.16)

worin o eine frei wihlbare Konstante bedeutet.

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem die unabhingige Variable ¢ nicht in den Funktionen f; der rechten Seiten
der Gleichungen (1.15) auftritt, d.h. die Gleichungen (1.19) die Form annehmen

dy,
dt

=fx.(y1,y2,...,yn) (i=1,2,...,n). (L.17)

Ein derartiger Fall wird stationir oder autonom genannt. Ein stationidres dynamisches Systemen liegt beispielsweise vor
beim Mehrkoperproblem, d.h. dem N-Teilchenproblem (Freiheitsgraden v =3N ) mit Newtonscher Gravitations-
wechselwirkung. (Das entsprechende Gleichungssystem ist von der Ordnung n=6N .)

In diesem Fall gilt allgemein:
Satz (1): Liegen n—1 unabhdngige Integrale der Form
D (y,yy,) =0 (i=12,..,n-1) (1.18)
vor, dann lisst sich die Losung des Systems durch eine Quadratur ermitteln.

Zum Beweis: Da die Integrale der Voraussetzung gemall unabhéngig sind, lassen sich n—1 unbekannte Funktionen mit
Hilfe der Integrale als Funktionen der Integrationskonstanten und der restlichen Funktion y, darstellen:
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Vi (y0, 0,00, )=0,  (i=12,.,n=1i#k).

Fiihrt man diese in die Gleichung fiir y, ein, dann bekommt man

d
5; = fx (yl (yK;OCpOCZ,...,OL,,,l)’Y2(yK;Oll,OCZ,...,O(,H),...,yk,...,yn(yK;OLl,O(.z,...,OLni]))
= F (104,040, ).
Falls
oF 0
dyx

dann erhilt man
yi = F(0,0,,...0,_ )t +0, (1.19)

mit der frei wihlbaren Integrationskonstante o, ; andernfalls ergibt die Quadratur

. yj dy (1.20)
o Fyeoy,on,..0,,)

zwischen je zwei benachbarten Nullstellen y (c=1,2,...) der Funktion F(y.;0,,0,...0,) [y, ] €(y7,y’"") worin

o, eine innerhalb des Intervalls ( v/, yf'*‘) frei wihlbare Integrationskonstante ist. Es besteht allerdings die Moglichkeit,

dass sich die Quadratur nicht tiber das Intervall (yf, yf'*‘) hinaus analytisch fortsetzen lésst. Eine der Nullstellen y° ist

dann ein Verzweigungspunkt des Systems, wenn keine analytische Fortsetzung der Quadratur moglich ist. Auf beiden

Seiten des Verzweigungspunktes ist das Bewegungsverhalten des Systems unterschiedlich (Schneider 1992ff).

Satz (2): Liegen n—2 unabhdngige Integrale der Form (1.18) vor, dann existiert ein weiteres, das n—1-te unabhdn-
gige Integral des Gleichungssystems (1.17).

Zum Beweis: Mit der Hilfe der vorliegenden Integrale lassen sich n-2 unbekannte Funktionen als Funktionen der n-2
Integrationskonstanten und von zwei restlichen unbekannten Funktionen y, und y, darstellen und das Gleichungs-

system reduziert sich zu

dy,
dt

dyx

Bt 6 (3343000t ):

= F (3,5 k304,000,045 ) 5

also ein Gleichungssystem der 2. Ordnung, das in eine Differentialgleichung
G(yj’ yK;al’az""’arz—z)dyK - F(yj’yk;al’az""’an—z)dyj =0 (1.21)

iibergefiihrt werden kann. Die letztere Gleichung lisst sich im weiteren durch Einfithrung eines integrierenden Faktors
16sen (Schneider I 1992, Stumpff 1959ff). Eine Funktion M ( Vs yK) der Variablen y, und y, unter der Bedingung

0 0
87 M(yjayK)G(yJ’yK;(xl’a2""’an—2)}:T{M(yjayk)F(yjayK;a1’a2""’OLn—2)}
Y Vi

wird ein integrierender Faktor der Differentialgleichung (1.21) genannt; denn die o.g. Bedingung bedeutet, dass die
Ausdriicke M (y,,y¢)G(y,,5304:0,..,0,,) und M (y,,v¢)F (v, v¢30,0,,..,0,_,) die partiellen Ableitungen einer

Funktion ®(y,,y.;0,,0,,....,_,) der Variablen nach y, bzw. nach y, sind. Damit geht die Differentialgleichung (1.21)
iiber in

A (y,, ygi0,0,...,0,_,) =0
und die Integration ergibt

Dy, V500,000, ) =0, >

das ist ein neues Integral des urspriinglichen Systems. Es ist leicht zu beweisen: wenn die vorliegenden Integrale
(o,0,,....0t,,) voneinander unabhéngig sind, dann ist auch das neue unabhiingig. Die Existenz derartiger integrierender

Faktoren ist abgesichert durch die Theorie der Differentialgleichungen 1. Ordnung. Aus den Sitzen (1) und (2) folgt



A — Einfiihrung in die Problemstellung 13

Satz (3): Liegen n-2 unabhdngige Integrale der Form (1.18) vor, dann lisst sich das System (1.17) vollstindig
losen durch ein zusdtzliches Integral und eine Quadratur.

Die vorstehenden Diskussionen ergeben weiter, dass sich die allgemeine Losung (wenn sie iiberhaupt existiert) eines

dynamischen Systems mit V Freiheitsgraden durch N unabhiingige Integrale angeben lidsst. Darunter ist mindestens ein
Integral zeitabhingig. (Andernfalls beschreibt das Gleichungssystem ein in Ruhe stehendes ”dynamisches System”.)

Geometrische Uberlegungen: Ein Integral der Form (1.16) impliziert zu jedem Zeitpunkt eine Schar von n—1-
dimensionalen Hyperflichen im n -dimensionalen Phasenraum. Analog zum 3-dimensionalen Raum sind die folgenden
geometrischen Fakten vorstellbar:

e Jedes Integral (1.16) entspricht eine Schar Hyperflichen (Integrationsflichen). Wenn das Integral explizit zeit-
abhingig ist, indern sich die Position und Gestalt der Integrationsfldchen.

e Zwei voneinander abhingige Integrale beschreiben dieselbe Schar von Hyperflichen.

e Jede Integrationsfliche einer Flichenschar unterscheidet sich von den anderen durch den Wert der Integrations-
konstante; sie schneiden sich nicht, auBler an moglicherweise existierenden singuldren Punkten oder singulédren
Linien.

e Jede derartige Hyperfliche schneidet die Hyperfliche eines anderen Integrals in je einer sich im Lauf der Zeit
dndernden n -2 -dimensionalen Hyperfliche.

e Die durch n-1 Integrale implizierten n—1 Hyperflichen (fiir gegebene Werte der Integrations-konstanten
0,0, ,...,0, ;) schneiden sich in einer Kurve im Phasenraum.

e Die durch das n-te unabhiingige Integral gegebene Hyperfliche schneidet diese Kurve in einem (ebenfalls sich im
Lauf der Zeit dndernden) Punkt, der den Zustand des dynamischen Systems angibt und dessen Bewegung im
Konfigurationsraum. Die zeitliche Anderung der Position dieses Schnittpunktes beschreibt eine Trajektorie im
Phasenraum; sie wird Phasenbahn des Systems genannt.

Im Fall des autonomen Systems (1.17) ist die Schnittlinie der durch die Integrale (1.18) angegebenen n —1 Hyper-
flichen genau die Trajektorie des den Systemzustand reprisentierenden Punktes und das letzte Integral gibt seine
Bewegung auf der Trajektorie an.

In einem integrablen dynamischen System mit dem Freiheitsgrad v =1 ist der Phasenraum zweidimensional, die Hyper-
flichen eindimensional. Die Schnittmenge ist dann ein Punkt, der mit dem Variationsbereich der Integrationskonstanten
o, und o, wandert. Eine derartige geometrische Vorstellung hilft 6fter bei der Untersuchung der Eigenschaften eines

dynamischen Systems.

1.4  Losbarkeit, Integrabilitit und Separierbarkeit von Bewegungsproblemen

1.4.1 Wann gilt ein Bewegungsproblem als gelost?

Was unter Losung zu verstehen ist, hingt davon ab, in welcher Form das Bewegungsproblem formuliert ist.

Beispiel: Ist das Bewegungsproblem als Differentialgleichung formuliert, so wird man unter Losung eine partikulire
Losung verstehen. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze aus der Theorie der Differentialgleichungen konnen hier
herangezogen werden, auch zur Frage, ob es lokale oder globale Losungen sind. Wenn das Bewegungsproblem
als Integralgleichung formuliert ist, stehen Existenz- und Eindeutigkeitssitze aus der Theorie der Integral™
gleichungen zur Verfiigung.

Die Existenz- und Eindeutigkeitssitze sind jedoch nicht immer, wie beispielsweise der Satz von Picard — Lindelof,
konstruktiv, d.h. sie geben selten auch ein Verfahren an, wie man die Losung bekommen kann.

Gibt es Kriterien, die anzeigen, dass die Losungsgesamtheit bestimmt ist?

Ist das Bewegungsproblem als Differentialgleichung formuliert, so interessiert hiufig dessen allgemeine Losung, nicht
nur eine partikuliire.

Beispiele: Im Falle des in der Himmelsmechanik wichtigen Kepler-Problems kann man die Losungsgesamtheit
angeben, im Falle des Dreikorperproblems hingegen hat man bisher nur einige partikulidre Losungen
gefunden, die exakten Euler-Lagrangeschen Losungen (Schneider 1992ff, Stumpff 1959ff).
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1.4.2  Ldsbarkeit und Integrabilitat

Das Beispiel des Dreikorperproblems zeigt, dass ein Bewegungsproblem durchaus streng losbar sein kann, ohne
integrabel sein zu miissen. Andererseits zeigt das Kepler-Problem, dass die Integrabilitit eines Bewegungsproblems
die Losungsgesamtheit erschliefen kann.

Man muss also zwischen Liosbarkeit und Integrabilitit eines Bewegungsproblems unterscheiden.

So schreibt Zakharov in (Zakharov 1991 ):

”»

.. the integrability conditions are, after all, much more restrictive than the conditions for the existence of
unique solutions.”

Nichtintegrabilitit schlie3t Losbarkeit nicht aus.

Als Beispiel sei das Dreikorperproblem angefiihrt, also die Bewegung dreier Teilchen in Newtonscher Gravitations-
wechselwirkung, das nicht integrabel ist, jedoch eine Reihe von exakten Losungen besitzt, die Euler-Lagrange-
Losungen (Schneider II 1993, Stumpff 1959ff). Auch im N-Korperproblem sind exakte Losungen bekannt, die
Kollineationen, obwohl es als nichtintegrabel gilt.

Die Integrabilitit eines Bewegungsproblems liefert umgekehrt die Losungsmannigfaltigkeit und nicht nur einzelne
partikulidre Losungen.

Die Existenz- und Eindeutigkeitssitze der Theorie der Differentialgleichungen sichern unter bestimmten Voraus-
setzungen die Losung einer Bewegungsgleichung, ohne dass die vollstindige Integrabilitit des Bewegungsproblems
gegeben sein muss.

Anm.:  Formuliert man das Bewegungsproblem als Integralgleichung, und zwar

o als Volterrasche Integralgleichung im Falle einer Anfangswertaufgabe oder
o als Fredholmsche Integralgleichung bei Randwertdeterminierung,

so kann auf entsprechende Sdtze aus der Theorie der Integralgleichungen zuriickgegriffen werden.
Die Existenz einer ausreichenden Anzahl von Bewegungsintegralen impliziert die Kenntnis der Losungsmannigfaltigkeit
des Bewegungsproblems. Das zumindest legen die bekannten integrablen Bewegungsprobleme nahe. Aber unter

welchen Voraussetzungen ist das der Fall und wie findet man die Bewegungsintegrale? Mit anderen Worten: Wann ist
ein Bewegungsproblem integrabel? Im Abschnitt B sollen ohne Anspruch auf Vollstindigkeit

o Theoreme iiber die Existenz von Bewegungsintegralen sowie
e Integrabilitiits - bzw. Nichtintegrabilitétstheoreme

zusammengestellt werden, mit deren Hilfe man herausfinden kann, ob ein Bewegungsproblem integrabel bzw. nicht-
integrabel ist.

Begonnen werde hier mit einer Definition der Integrabilitit eines Bewegungsproblems. Das Beispiel des Kepler-
Problems konnte als Definition der Integrabilitit nahe legen

Def.1  Ein Bewegungsproblem ist genau dann integrabel, wenn die Anzahl der Bewegungsintegrale mit der Ordnung
des Bewegungsproblems iibereinstimmt.

Diese Definition ist zu weitgehend und auch zu ungenau, denn man kommt durchaus mit weniger Bewegungsintegralen
aus. Man kann vielmehr definieren

Def.2  Ein autonomes dynamisches System der Ordnung n heif3t integrabel, wenn wenigstens nz Bewegungsintegrale
existieren.

Andernfalls wird es als nichtintegrabel bezeichnet.

Diese Definition der Integrabilitidt bzw. Nichtintegrabilitit

e setzt auf die nach einem Satz von Jacobi (Jacobi 1884, Schneider 1 1992, Stumpff 1959ff) bestehende Moglich-
keit, die restlichen zwei Integrale durch Quadraturen bekannter Funktionen zu ermitteln

und sie

e bezieht sich ausdriicklich auf die Existenz bzw. Nichtexistenz einer ausreichenden Anzahl von Bewegungs-
integralen.
In diesem Sinne ist das bereits genannte Mehrkorperproblem gravitierender Massenpunkte fiir V = 2 integrabel und fiir
N >3 nichtintegrabel.
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Das Zweikorperproblem ist also integrabel, schon das Dreikorperproblem aber im allg. nichtintegrabel. Fiir letzteres
fehlen 6x3-6=10 Bewegungsintegrale. Hingewiesen sei auf die Diskussion dieser Frage bei (Rebhan 1999).

Unter gewissen Voraussetzungen geniigen sogar schon n erste Integrale, so dass man definieren kann:

Def.3  Ein autonomes Hamiltonsches System, definiert auf einem 2n-dimensionalen Gebiet U des Phasenraumes,
heif3t dort integrabel, wenn es n erste Integrale K,,...,K, gibt, die in Involution sind und linear unabhdingige

Gradienten haben.
Die hier gebrauchten Begriffe werden noch niher erklért werden.

Anm.: Die Definition (1) der Integrabilitit konnte auch wie folgt formuliert werden:

Ein dynamisches System mit V Freiheitsgraden ist integrabel, wenn es in allgemeiner Form losbar ist, d.h. seine
Losung enthdlt V frei wdhlbare Integrationskonstanten, mit denen sie zu beliebigen Anfangszustinden oder
(konsistenten) Randwerten passt.

Die Definition (1) wird so zur notwendigen und hinreichenden Bedingung, wihrend die Definitionen (2) und (3) je ein
hinreichendes Kriterium formulieren.

1.4.3  Separierbarkeit und Integrabilitéit

Die kanonischen Bewegungsgleichungen sind die charakteristischen Gleichungen einer partiellen Differentialgleichung
1. Ordnung, der Hamilton-Jacobi-Gleichung (Jacobi 1884, Schneider I 1992, Stumpff 1959ff)

Hm£¢0+%§=o- (1.22)

Ein vollstandiges Integral S(q,c;t) dieser Gleichung vermittelt iiber die (impliziten) Transformations-gleichungen
p=S, B=S, (a,B Integrationskonstanten ) (1.23)

die Losung der kanonischen Gleichungen

G-H,  p--H,. (1.24)

q

Die Funktion S(q,;t) kann dabei als die Erzeugende einer kanonischen Transformation
q.p— o,p (1.25)

des aktuell gestellten Bewegungsproblems in ein Gleichgewichtsproblem interpretiert werden. Wenn die Hamilton-
Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, dann folgt

H+%—f=0%%—f=—E = S(q.0:1) =—Et + S'(q.@) (1.26)

und damit als verkiirzte Hamilton-Jacobi-Gleichung (Schneider I 1992)
H(,S,)=E- (1.27)

Sie ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Erzeugende S’(q,) und ebenfalls eine partielle Differentialgleichung 1.

Ordnung. Sie kann in einer Reihe von Fillen durch Separation, also Trennung der Verinderlichen, exakt gelost werden.
Beispielsweise kann sie auf diesem Wege gelost werden, wenn man als generalisierte Koordinaten orthogonale krumm-
linige Koordinaten verwendet und bestimmte Einschrinkungen der Funktionsstruktur der potentiellen Energie vornimmt.
Diese riihren von der Forderung her, dass die Potentialfunktion eine Losung der Laplace-Gleichung der Potentialtheorie
sein soll. Unter diesen Voraussetzungen sind eine Reihe himmelsmechanisch interessanter Bewegungsprobleme l6sbar,
beispielsweise das Kepler-Problem und das Vinti-Problem (Schneider IV 1999).

Ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir ein konservatives dynamisches System durch Separation 16sbar, dann fiihrt das
auf ausreichend viele unabhingige Bewegungsintegrale. Vollstindige Separierbarkeit der Hamilton-Jacobi-Gleichung
hat also die Integrabilitit des Bewegungsproblems zur Folge. Aber die Umkehrung trifft nicht zu. Die Hamilton-Jacobi-
Gleichung muss nicht separabel sein, um ldsbar zu sein. Es kann aber auch sein, dass die Separation nur unvollstindig
gelingt; dann ist eine volle Integrabilitit des Bewegungsproblems i. allg. nicht zu erwarten.
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Anm. zu Singularititen und Instabilititen eines dynamischen Systems

Bei der am Ende Abs. 1.3 angegebenen Beschreibung des Bewegungsbildes eines Systems im Phasenraum ist voraus-
gesetzt, dass es keine Schnittlinie/Schnittpunkt von Integrationsflichen/Linie einer denselben Flichenschar/Linienschar
gibt. Eine derartige Schnittstelle ist eine Singularititsstelle des dynamischen Systems:

e aus einem auf einer Singularititsstelle vorgegebenen Satz von Anfangsbedingungen lésst sich die Bewegung nicht
eindeutig bestimmen (Mehrdeutigkeit); und

e wenn die Anfangsbedingungen in der Umgebung dieser Singularititsstelle gegeben wiren, wiirde jede kleine
Anderung der Bedingung zu einer groBen Anderung des Ablaufs der Bewegung, sogar zu einem vollig anderen
Bewegungsverhalten des Systems fithren (Instabilitit).

Dieses lisst sich durch das folgende einfache Beispiel veranschaulichen: Das dynamische System 2. Ordnung

yE g, + & p, (ab>0) (1.28)
dt dt

ist offenbar integrabel und besitzt das Integral

bla .
y=C{ X fir x>0 (1.29)
(

—x)h/“ fir x<0

mit der frei withlbaren Integrationskonstanten C. Das Integral (1.29) zeigt eine Schar von aus dem Punkt (x, y) = (0,0)

auseinander laufender Integrationslinien (Phasenbahnen), sieche Abb. 1.1. Dieser Punkt ist ein Singularititspunkt
(Knoten) des Systems.

b/a>1
bla<l

Abb. 1.1

Die Untersuchung der Instabilitit (oder Stabilitéit) eines dynamischen Systems ist theoretisch und praktisch von sehr
groBler Bedeutung. Eine weitere Diskussion wiirde allerdings den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten. Das Beispiel
zeigt jedoch, dass Integrabilitdt und Stabilitdt zwei voneinander unabhéngige Begriffe sind: ein integrables System kann
instabil sein; ein nicht-integrables System kann auch stabil sein.
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2.  Wie findet man Bewegungsintegrale? (I)

2.1 Bewegungsintegrale als Nebenbedingungen

Die Bewegungsintegrale konnen auch als Nebenbedingungen gedeutet werden, die von der Bewegung eingehalten
werden. Im folgenden soll die von Boltzmann und Hertz eingefiihrte Bezeichnungsweise fiir Nebenbedingungen benutzt
werden:

Nebenbedingung

nichtholonom holonom

rheonom skleronom rheonom skleronom

N(r,;1)=0 N(r,¥)=0 N(r,t)=0 N(r)=0

Als rheonom wird danach eine zeitlich flieBende, als skleronom cine starre Nebenbedingung bezeichnet.

2.2 Das Prinzip des kleinsten Zwangs von Gauf}

Nach dem Gaupschen Prinzip des kleinsten Zwangs ergibt sich die tatsichliche Beschleunigung ¥ eines Teilchens
verglichen mit allen anderen mit bestehenden Nebenbedingungen vertriglichen Beschleunigungen aus der Minimierung
des Zwangs Z, definiert durch

Z = m(i-¥,)° 2.1)

worin die Beschleunigung 'I‘f diejenige des Teilchens m ist, das sich unter der alleinigen Kraft K entsprechend der

Newton-Eulerschen Bewegungsgleichung

i = K (2.2)
X m

bewegt. Die Auswertung des Gaulischen Prinzips lduft auf die Aufgabe hinaus, eine Extremwertaufgabe bei Vorliegen
von Nebenbedingungen zu 16sen (Schneider 1992ff). Das fiihrt auf die Bestimmungsgleichung fiir die Beschleunigung ¥
des Teilchens unter der gemeinsamen Wirkung der Kraft K und einer den Nebenbedingungen entsprechenden
Zwangskraft Z,

mi=K+AV,N =K+7Z, 2.3)

worin der Lagrange-Multiplikator A sich ergibt zu (Schneider IV 1999)

__KWV,N+mG 2.4)
VN[
mit
G(t;r,r) =:aa—N+i'-VrN~ 2.5)
t

Die Bewegungsgleichung (2.3) lautet damit
KV N+mG o (2.6)
Das Energieintegral (1.3)
N(r,F) :=%i~2 ~U(r)-h=0 2.7

des Kepler-Problems ist eine nichtholonom-skleronome Nebenbedingung fiir die Bewegung des Teilchens m. Mit (2.7)
erhilt man fiir den Lagrange-Multiplikator A aus (2.4)

1=0 . 2.8)
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Danach ist das Energieintegral eine Nebenbedingung, die ohne Zwangskraft von der Keplerbewegung von selbst erfiillt
wird; der Zwang erreicht hierbei sein absolutes Minimum (Schneider 1V 1999)

Z=0. (2.9)
Das fiihrt zu dem/der
Theorem/Vermutung: Ein nichtholonomes Bewegungsintegral ist Losung der Gleichung

A=0  bow. K-V.N+G=0, (2.10)

woraus sich mit (2.5) ergibt
N L EVN=-K.V,N @.11)

ot
bzw.

oN 3 oN 3 oN
R mtd M el

k=1 k=1

Das ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zur Bestimmung eines nichtholonomen Bewegungsintegrals
N(r,r;t) der Bewegungsgleichung

mr=K.

(2.12)
Anm.: 1. Im Falle des Keplerproblems sind die Bewegungsintegrale mit der Funktionsstruktur N(r,r) Losung der
partiellen Differentialgleichung
i-V,N=-K.V,N

(2.13)
bzw.

. 3, ON
Sk 2. (2.14)
ZX‘ o, > ‘3%,
2. Die Gleichung (2.13) bzw. (2.14) ist eine Bestimmungsgleichung fiir ein nichtholonom-rheonomes bzw

nichtholonom-skleronomes Bewegungsintegral einer unter der Kraft K ablaufenden Bewegung; sie ist aber
umgekehrt auch eine Bestimmungsgleichung fiir die Krafifunktion K(r,i;t) bei vorgegebener Funktion

N(r,i;t) bzw. N(r,i). Diese Reziprozitit von N und K erlaubt die wechselseitige Bestimmung der Kraft K bei
vorgegebener Bedingung.

2.2.1 Beispiele zur eindimensionalen Bewegung

Beispiel 1. Betrachtet sei eine eindimensionale Bewegung, so dass (2.14) lautet

JON _ON (2.15)
ax ax

Gesucht wird eine Funktion N (x,%) als Losung dieser Gleichung. Setzt man sie an in der Form

N(x,x)=N,(x)+N, (%), (2.16)
so folgt

_N, N, N, J/ON, K

X =-K = =—

ox ox ox/ ox x

Sie wird erfiillt durch die Wahl der Funktionen N, (x) und N, (x) entsprechend

22

K;=_78N‘ (x) und N, :=—

o0x
was auf

=2

N(x,x)=%+Nl (x)

(2.17)
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fiihrt. Deutet man N, (x) als Potentialfunktion, so ist das gerade das Energieintegral, das fiir die Bewegung unter der
konservativen Kraft
_ON, ()
T ox

K (2.18)

fiir die eindimensionale Bewegung besteht. Fiir N, (x) ::x—z2 folgt die Bewegungsgleichung des ungeddmpften linearen
harmonischen Oszillators X = —x .
Beispiel 2. Fiir den gediampften linearen harmonischen Oszillator mit der Bewegungsgleichung

mx+kx+cx=0

gibt Vujanovic in (Vujanovic 1970) das folgende Bewegungsintegral an

22 2.2
X ox . : c k
( + + wcxjez“’ =const. MU @ :=— ynd 2u=—-
m m

Fiir £k — 0, d.h. bei verschwindender Dampfung, geht es in den Erhaltungssatz der Energie iiber.

Das Integral ist ein explizit zeitabhingiges Bewegungsintegral, also eine nichtholonom-rheonome Nebenbedingung an
die gediampfte Oszillatorbewegung:

2 2.2
[

N(x,)'c;t):=();+

+ ,Uxfcj e —const.=0 -

Geht man damit und mit der Kraft
K :=-cx—kx,

die eine konservative und eine dissipative Komponente enthilt, in die aus dem GauB3-Prinzip folgende PDE

ON <& . oN 3, ON

-t Z YT kNe

o = ox, o ox,

ein, so bestitigt man, dass ein nichtholonom-rheonomes Bewegungsintegral vorliegt.

Beispiel 3. Man kann das vorangehende Beispiel problemlos auf den Fall des rdumlichen gedéimpften harmonischen
Oszillator verallgemeinern, also auf die Bewegungsgleichung
F=—cr—kr.
Dazu braucht man nur diese Gleichung nach einer Orthonormalbasis zu zerlegen
3
r=2xiei und K=2Kjej :
i=1 j=1
Wendet man dann die obige Beweisfiihrung auf die drei Komponentengleichungen
=K i=123
an, so ergeben sich die Bewegungsintegrale

2 2.2

. X " X: .
N(x;,%:1)= (2‘ +T‘ +/1x[x[]ez”’ —const.=0

und daraus durch Summation

2 a)2r2

N(r,F;t)= [err

+ﬂr-1"]ez”’ —const.=0-

Die runde Klammer ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie sowie der Arbeit der dissipativen geschwin-
digkeitsproportionalen Kraft. Diese Summe wird exponentiell vermindert.

Beispiel 4. In (Vujanovic 1990) findet man ein weiteres explizit zeitabhingiges Bewegungsintegral

2 xx? X
+

2 2

= const
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und zwar der sog. Lane-Emden-Gleichung
i+ 2 i+x=0-
t
Auch dieses Bewegungsintegral erfiillt als nichtholonom-rheonome Nebenbedingung die aus dem GauBprinzip folgende
PDE. In beiden Fillen wurden die zeitabhingigen Bewegungsintegrale von Vujanovic als Losungen verallgemeinerter

Killing-Gleichungen gefunden. Das zweite Bewegungsintegral wurde von (Jones & Ames 1967) bereits auf einem
anderen Weg gefunden.

2.2.2  Beispiel: Keplerproblem

Analog wie in 2.2.1 erhdlt man mit der Wahl

K:=V,N,(r) und y, (¢)= f;, 2.19)

das Energieintegral (1.3) fiir die riumliche Bewegung unter der konservativen Kraft

mGM r
Ky, =— R (2.20)

Das gilt bis auf eine Konstante E.

Auch die Erhaltung des Bahndrehimpulses (1.2) ist Losung der partiellen Differentialgleichung (2.13). So definiert
beispielsweise die 1-Komponente des Drehimpulses die Nebenbedingung

N (r,F):= x4, —xx, -C, =0.
Eingetragen in (2.14) ergibt sich

0=x,9U _, U,
Pox, Cox,

Die rechte Seite dieser Gleichung aber ist gleich der 1-Komponente des Drehmoments der Kepler-Kraft, eine Zentral-
kraft, und verschwindet (Schneider IV 1999). Analog verfihrt man bei den weiteren Komponenten und bestitigt die
obige Vermutung. Bleibt noch der Nachweis, dass auch das Laplace-Integral (1.4) die Gleichung (2.13) 16st. Das soll am
Beispiel der 1-Komponente bestitigt werden. Sie lautet

Ni=xC,—#C,-GM 21— A =0-
r
Damit ergibt fiir die rechte Seite von (2.13)
0+K,C, - K,C, =1- Komponente von KxC .

Die 1-Komponente von KxC aber erhilt man aus

KxC=Kx(rxr),

—GM[1+XIi[1j] fiir k=
azv: Mi(ﬁj: r ox, \ r

o, 2
g A GMx,i(lj fiir k=23
ox, \ r
mit
i(ij %
ox, \ r r
so dass folgt
om[Lox fiir k=1
oN _ ror T (2.21)
ox,
b lom 2 fiir k=23
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Damit bestitigt man, dass die 1-Komponente des Laplace-Integrals die partielle Differentialgleichung (2.13) erfiillt.
Analog verfihrt man bei den anderen Komponenten.

Erweitert man das Kepler-Problem um geschwindigkeitsproportionale Krifte, so findet man noch Bewegungs-
integrale, die eine partielle Erhaltung des Bahndrehimpulses bzw. eine Entsprechung zum Laplace-Integral beinhalten
(Schneider 1V 1999). Das Bewegungsintegral von Vujanovic ist auf Kreisbahnen unmittelbar {ibertragbar. Ausgehend
von der oben angegebenen Interpretation des Bewegungsintegrals konnte es auch in anderen Fillen giiltig sein. Das soll
hier nicht weiter verfolgt werden.

2.2.3 Losung der PDE mit Hilfe der Mehrfachpotenzreihe

Fiir partielle Differentialgleichungen (PDE’s) wie die hier diskutierte ist eine abgeschlossene Losungstheorie bekannt
(Erwe & Peschl 1973), und zwar kann ihre Losung auf die Integration eines Systems gewohnlicher Differentialgleichun-
gen zuriickgefiihrt werden. Allerdings erweisen sich die PDE zugehorigen charakteristischen Gleichungen als nichts
anderes als die nach Variablensubstitution in ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfiihrte Newton-
Eulersche Bewegungsgleichung. Deren Losung aber sollte mit Hilfe einer ausreichenden Anzahl von unabhingigen
Bewegungsintegralen gefunden werden, letztere als Losung der PDE ermittelt.

Anm.: Diese Situation ist aus der Hamilton-Mechanik bekannt:

Die charakteristischen Gleichungen der Hamilton-Jacobi-Gleichung (Schneider IV 1992), einer linearen
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, sind die kanonischen Bewegungs-gleichungen. Deren Losung
lauft auf die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung hinaus (Jacobi 1884, Stumpff 1959ff).

Aus diesem Zirkel fiihrt ein anderer Weg, der im folgenden beschritten werden soll. Am Beispiel einer eindimensionalen
Bewegung soll gezeigt werden, wie die partielle Differentialgleichung mit Hilfe einer Mehrfachpotenzreihe 16sbar ist
(Erwe & Peschl 1973) und auf diese Weise Bewegungsintegrale gefunden werden konnen. Als Ansatz fiir das Bewe-
gungsintegral N (x,v) einer eindimensionalen Bewegung wird die Zweifach-potenzreihe entsprechend der Eindimensio-

nalitit der Bewegung gewihlt

N(xv)=3 R (xv) :Z Z (2.22)

k=0 =0
=k

also als Entwicklung nach homogenen Polynomen P, (x,v) von Grad k (Erwe & Peschl 1973). Bis zum Grad 3 lautet
der Ansatz ausgeschrieben

N(x,v) :Po(x,v)+Pl(x,v)+Pz(x,v)+P§(x,v)+...

Pﬂ(x,v)zam, P,(x,v)zamx+amv,
P, (x,v) =@y X° +ayxv+a,v’, P, (x,v) =X +ay XV + a,xv +agy’
Eingetragen in die PDE
BN oN
R o ov

ergibt fiir die riicktreibende Kraft des eindimensionalen Oszillators

ke oo ( xzj (2.23)
_—x_a —7 .
die PDE in der Gestalt
ii ( “1”+1+Gx“+lv“) 0 bzw. iiaux“l‘”(uv +Gx)=0
S S

oder bis zum Grad 3 aufgeschrieben
(@,v +agx)+ (2(a20 +ay)xv+a, ()c2 +v? )) + ((3a30 +2a,)x°v+ (3ag, + 2a, ) 00’ + ayx’ + a,2v3) =0-
Fiir beliebige Variablenpaare x,v lésst sich diese Gleichung nur erfiillen mit den Koeffizienten

ay =ay, = 2(a2<> + a()z) =a, = (3030 + 2012) = (3003 + 2“21 ) =4y =a, = 0,
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woraus folgt a,, =—a,, a,, =a,, =0, so dass das Bewegungsintegral die Gestalt annimmt

N(xv)= _’Lz, setzt man ¢, =_%. (2.24)

v
2 2
Das aber ist der Energiesatz!

Fiir den allgemeinen Fall einer beliebigen Kraft K erhilt man mit dem obigen Ansatz einer Zweifachpotenzreihe nach
Eintragen in die PDE die Gleichung

i i o x" v (uvz - O'Kx) =0-

k=0 p,0=0
u+o=k

Fiir K = —x resultiert die oben diskutierte Gleichung fiir den Harmonischen Oszillator!

2.2.4 Partielle Differentialgleichung im dreidimensionalen Fall
Die partielle Differentialgleichung
i-V.N=-K-V.N (2.25)

lautet im dreidimensionalen Fall, tragt man die Mehrfachpotenzreihe

— My Mo M3 0y Oy O3
N(r’v)_z z a!lll‘z“.w"x"z"le Xy AV, Y

Wy +..+03=k
ein,
— W=l =l us—l o=l ol oyl
N (r’ V) - z Z aHtzHJ“H’z"J X X X3 Vi V2 V3 I}IMHQHJ“l“z“J
k=0 u;,...,03=0
W +...+03=k
mit

HiH2H30,0,03

2 2 2
= (Mlvl -6,k x, )x2x3"2v3 + (“'2‘)2 - 0,K,x, )XIXSVIVS + (szz - 03K3x3)x1x2v1v2 )
Ausgeschrieben bis zur Ordnung 2 (y, +u, +u, + 6, + o, + 6, <2 ) erhilt man

(alOOOOOVI ~ Aopo100 K, ) + (amoooo"z = Qo010 K> ) + (ammoo"} ~ Aope001 K3 ) + 2(a200000x1 ~ Qoo K, )Vl
+2 (aozooooxz = A0 K ) v, +2 (aoo2000x3 = o002 K3 ) V3 F G000 (X2V1 Ty, ) + 101000 (x3V1 X, )
11000 (x3v2 T XV, ) + 0010 (V1V2 -K,x ) + Q0001 (VIVS -Kix ) + 10100 (V2V1 -Kx, )
01100 (V1V3 —Kix, ) + 10010 (V2V2 - K,x, ) + 10001 (V2V3 - Kx, ) + 00100 (vlvl -Kx )
Fooi001 (V3V3 - Kix, ) + Aooon10 (_K1V2 - Ky, ) + Ay (_K1V3 - Ky, ) + Aoooon (_szs - Ky, ) =0.
Die Struktur dieser Gleichung ist der im eindimensionalen Fall dhnlich. Fiir den Fall des rdumlichen harmonischen

Oszillator, d.h. fiir die Kraft

K=—-ar

i

ergibt sich, setzt man o. B. d. A. a =1,

(@y00000V1 + Gaoro0 1 ) + (Qor0000V2 + DoooroX2 ) + (Qooio00Vs + Fooooo1 X3 )

+2 (a200000 + Qo020 ) x v +2 (aoz(mO + Ayo0020 ) X,v, +2 (a002000 + Ay000 )x3v3

+(@10000 + doorio ) (X1v2 +6:9) + (dior000 + onoror ) (K1V3 + %391+ (11000 + onoont ) (%23 + X305 )
+a 00100 (VY +X,%,) F Agre010 (VaVs + X0, )+ Ggoion (VsVs +X5%5)

+ (amoom + Go10100 )(Vl v, + XX, ) + (amoom + G100 )(Vl V3t XX ) + 10001 (V2V3 + X3, ) =0.

Diese Gleichung ist fiir beliebige Variablen yx,, x,, x,,v,,v, nur erfiillbar, wenn man fordert
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L. @y00000 = Gg00100 = Q010000 = Dovooto = Gooro00 = ooooor = 05

2. (azooooo + aooozoo) = (aozoooo + aoooozo) = (aoozooo + aoooooz) =0,
3. (aIIOOOO + aooono) = (aIOIOOO + Qypo101 ) = (aonooo + Qoooo11 ) = (aIOOOIO + amomo) = (aIOOOOI + aoonoo) =0,
0.

4. ay50100 = Ao10010 = Goor001 = Dorooor

Damit erhilt man die Losung der PDE in der Gestalt, fiigt man den Faktor o wieder ein,

N(r,i‘)zg_ag =T +E (226)
2 2

* “kin pot :

Das ist der Erhaltungssatz fiir die Gesamtenergie.

2.2.5 Partikuldre Losungen von dynamischen Systemen

In Abs. 1.4 wurde bereits erwihnt, dass von nichtintegrablen Bewegungsproblemen durchaus strenge Losungen ge-
funden worden sind, beispielsweise die Euler-Lagrange-Losungen im Dreikorperproblem (Schneider 11 1993, Stumpff.
1959ff.)

Schmeidler geht in (Schmeidler 1962) der Frage nach:

”Wie ldsst sich entscheiden, ob ein dynamisches Problem, welches durch ein System gewohnlicher Differential-
gleichungen definiert ist, partikuldre Losungen besitzt, bei denen gewisse vorgegebene geometrische Bedingun-
gen wiihrend des Ablaufs der Bewegung stets erfiillt sind?”

Mit einem von ihm entworfenen Verfahren gelingt Schmeidler (Schmeidler 1958) ein neuer Beweis fiir die genannten
strengen Euler-Lagrange-Losungen des Dreikorperproblems. Weiter findet er mit diesem Verfahren eine strenge Losung
des folgenden Bewegungsproblems:

”Gibt es Losungen des ebenen Dreikoperproblems von der Art, dass die Apsidenlinien der Bahnen beider
Planeten bei ausschlieflicher Beriicksichtigung der sdkularen Storungen stets die gleiche Richtung haben?”

Anm.: Die von Schmeidler (Schmeidler1958) aufgestelite Klasse von Losungen des ebenen Dreikdrperproblems enthdilt
die sog. Poincaréschen periodischen Losungen zweiter Gattung, ist aber umfassender als diese.

2.3 Bewegungsintegrale und Symmetrien

Symmetrie (Schmutzer 1972) bezeichnet allgemein die Unverédnderlichkeit eines Sachverhalts unter einer Operation.
Erhaltungssitze lassen sich unter diesem Gesichtspunkt betrachten, d.h. als Aussagen, die sich unter bestimmten Opera-
tionen als unverinderlich erweisen. Nach einem von Emmy Noether 1918 angegebenen Theorem (Noether, 1918) kann
man die Suche nach Bewegungsintegralen systematisieren, indem man die sog. Symmetrietransformationen aufsucht,
unter denen die Lagrange- bzw. Hamilton-Funktion ihre Gestalt beibehalten. Das Theorem erméglicht insbesondere,
Erhaltungsgrofen dadurch aufzufinden, dass man das Transformationsverhalten der Lagrange- bzw. der Hamilton-
Funktion untersucht (Schmutzer 1972).

2.3.1 Das Theorem von Noether

Fiir die Lagrange-Mechanik (Desloge und Karch 1977, Levy-Leblond 1971, Rebhan 1999, Flief3bach 1996) lautet das

Theorem von Noether : Zu jeder Symmetrietransformation gehort eine Erhaltungsgrofie

O 1qan=3 L% 2.27)
(q’q’l) = an aa ‘a:ﬂ
oder M jaan=S L% _IF (2.28)
@40 =2 3 55y

Die beiden Fille (I) und (II) beinhalten unterschiedliche Forderungen an die Lagrange-Funktion.

Fall (I) Die neue transformierte Lagrange-Funktion soll aus der alten durch Eintragen der inversen Transformation ohne
Anderung der Funktionsstruktur hervorgehen, also
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L(q,4.1) > L'(q(Q,1),4(Q,Q;1),1) = L'(Q,Q,1) (2.29)

Fall (I) Die transformierte Lagrange-Funktion soll aus der alten durch Eintragen der inversen Transformation hervor-
gehen und ihre Gestalt dndern gemil

L(q,q,1) > L(Q,Q.1) = L(Q,Q.1) + ——==- (2.30)

dF(Q,1)
dt

Hinter diesen beiden Forderungen steht die Forderung

in Fall (I)

Invarianz des Wirkungsfunktionals

S:= TL(q,q,t)dt = TL’(Q,Q,t)dt =8’ (2.31)
gegeniiber (;inparametriggn Punkttransformationen
q—Q: q=q(Q,Q.52),q4=4(Q,Q,;) (2.32)
bzw.
in Fall (IT)
Invarianz der 1. Variationen des Wirkungsfunktionals

58 := 8 L(q,q,0)dr =8| L'(Q,Q.1)dr =: 35"+ (2.33)

1 1

Beide Forderungen stellen die Kovarianz der Lagrange-Gleichungen sicher gegeniiber den Transformationen
(Rebhan 1999), also die Invarianz der Gestalt der Lagrange-Gleichungen unter den Transformationen, d.h.

OL_doL_, . o doL _., (2.34)
dg; dt 9g; 00, dt 9,

2.3.2 Symmetrietransformationen und Erhaltungsgrofien

Unter einer Symmetrietransformation wird eine einparametrige Punkttransformation
q—Q:0 =0.(q,.t;®) ik=1,...n (2.35)
verstanden, die

e invertierbar ist,

e in dem kontinuierlichen Parameter o stetig differenzierbar ist
und
e fiir o — 0 in die identische Transformation tibergeht
0.(q.t;00—0=qg, i=L..,n.
Anm.: Entsprechende Transformationsgleichungen werden fiir die generalisierten Geschwindigkeiten gefordert.
Dass unter einer Symmetrietransformation eine Erhaltungsgrofie resultiert, soll fiir den Fall (I) gezeigt werden:

Fiir die Abhzingigkeit der neuen Lagrange-Funktion L’ vom Parameter o erhilt man
(ayj A _¢(0Ldg 0L 3G) </(d oL aﬂﬁi(i%j . (2.36)
00 Jpo e 00 15\ 0g, 00 9g, do ) S|\ dtdg, )do  9g, \ dt du

Da aber g, nicht explizit von ¢ abhingt, folgt

L' _ d <~ OL dg; 2.37)
do.  dr = dq, oo

und wegen L(q,4,1)=L(Q,0,1)
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o ol iﬁ&(@@j 0. (2.38)
oo dt |£59q, \ oo ),

Nach unbestimmter Integration iiber die Zeit ergibt sich

. * dL (9q b
1(q,4,1) = f(—k] v’ w.z.b.w.
Z:‘aqk oo ‘ 0

Ahnlich fiihrt man den Beweis fiir den Fall (II). Die klassischen Bewegungsintegrale resultieren als Ergebnis infinitesi-
maler Symmetrietransformationen

q— Q=Q(q.t,50) - (2.39)
Beispiel: Betrachtet sei die infinitesimale Translation

q; _>Qi :Q,»(qk,f,SOC) =dq; —S(Xai

=G=0 (2.40)
Qi —q; =Qi(Qk,t580€) =Q,- +50€ai

worin a = (a,,...,a,) eine feste, im iibrigen beliebige Translation sei und do. ein inifinitesimaler Parameter. Im Fall (I)

erhilt man
oL’ 1, 9L ( 9g,(Q;,1,80. " oL 2(d oL d < 0oL
a=0" 3 | A ‘azoz 5 % =z A | TN % =0
oo = 9q, oo = Jq, =\ dt g, dt £ 94,

L oL
= zfak = const.
=1 94,

Da die Translation a=(q,,...,a,) beliebig ist, miissen die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion je fiir sich

konstant sein,

% = p,- (2.41)
g,
Die kanonischen Impulse p, sind also bei infinitesimalen Translationen Erhaltungsgrofen.

Mit anderen Worten:

Die Impulserhaltung ist eine Folge der Invarianz eines durch die Lagrange-Funktion L beschriebenen dynamischen
Systems gegeniiber infinitesimalen Translationen als Symmetrietransformationen. In dieser speziellen Transformation
kommt die Homogenitét des Ortraumes zum Ausdruck. Nimmt man eine infinitesimale Zeittranslation vor, so erhilt man
die Energieerhaltung, bei einer infinitesimalen Drehung des Raumes folgt der Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls des
Systems.

Also (Fliefibach 1996, Schmutzer 1973,1989))

Homogenitiit der Zeit < Energieerhaltung
Homogenitiit des Ortsraumes < Impulserhaltung

Isotropie des Ortsraumes < Drehimpulserhaltung

Auf diese Erhaltungssitze stofit man beispielsweise im Kepler-Problem (s. Abs. 1.). In diesem existiert aber als weiteres
Bewegungsintegral das Laplace-Integral mit dem Runge-Lenz-Vektor als Integrationskonstante. Hierfiir blieb lange Zeit
unbekannt, welche Symmetrie-Transformation auf dieses Bewegungsintegral fiihrt. In (Desloge & Karch 1977) ist diese
Transformation angegeben.

Die Suche nach den Symmetrien eines dynamischen Systems kann nach einem von Killing angegebenen Verfahren
systematisiert werden (Stephani 1994). Auf die Bestimmung der Losung der Killing-Gleichungen, die Killing-Vektoren
bzw. - Tensoren soll hier nicht eingegangen werden. Es wird auf (Stephani 1994, Vujanovic 1970) verwiesen sowie auf
(Weinberg 1972), wo vorrangig die Symmetrien der Raumzeit untersucht werden. Aus himmelsmechanischer Sicht sind
alle genannten Moglichkeiten der Suche nach Bewegungsintegralen bisher nicht sonderlich ergiebig gewesen. Man
findet leider meist nur die schon bekannten Bewegungsintegrale, in denen die allgemeinen Eigenschaften des Raumes
und der Zeit zum Ausdruck kommen. Sehr selten findet man ein fiir das vorgelegte Bewegungsproblem spezifisches
Bewegungsintegral (Vujanovic 1970). Das trifft auch auf den folgenden Weg zu.
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3.  Wie findet man Bewegungsintegrale? (II)

Die im Abschnitt 2.2 formulierte Vermutung, dass Bewegungsintegrale durch Losung der verschwindendem Zwang
A=0 entsprechenden partiellen Differentialgleichung (2.11) gefunden werden konnen, kann auf eine andere Weise
bestitigt werden.

3.1 Poisson-Klammer-Formulierung

Dazu sei ein dynamisches System mit der Hamilton-Funktion H betrachtet. Sind in dessen Phasenraum zwei Funktionen
u(q,p:r) und v(q,p;z) erklirt, so ist deren Poisson-Klammer definiert durch

) R R— :i(auav_avau) (3.1)
=1\ 9¢; dp;  9g; Ip;
Die vollstindige Zeitableitung einer auf dem Phasenraum erklidrten Funktion A(q,p;¢) ergibt sich damit zu
dA 0A -
—=—+(AQq+] (3.2)
oo TAarp4)

bzw. mit den kanonischen Gleichungen

a_y b _ 4, (3.3)
dt P dt 4

dA 0A

L (AH —-H. (3.4)
0 at+( oH, —Hg4,)

und mit der Poisson-Klammer von A und H

dA_9A 1 ). 3.5)
dt ot

Ist nun
A(q,p;t) = const 3.6)

ein Bewegungsintegral, so verschwindet die vollstindige Zeitableitung

dA_

0 —B3, % my-o. 3.7
dt ot

Diese Gleichung korrespondiert aber der partiellen Differentialgleichung (2.13) bzw. (2.14), d.h., sie ist deren Gegen-
stiick fiir ein Hamiltonsches System. Die Gleichung (3.7) ist eine partielle Differentialgleichung fiir ein nichtholonom-
rheonomes Bewegungsintegral; sie vereinfacht sich fiir ein nichtholonom-skleronomes Bewegungsintegral zu

{A,H}=0 & ¥V,-K-V,N=0. (3.8)
Beachtet man, dass fiir kartesische Koordinaten als generalisierte Koordinaten gilt

und L aH__avzmalzK, (3.9)

q=r __9V
dq  dq dq

so stimmt die partielle Differentialgleichung (2.13) mit der Gleichung (3.8) tiberein, nimmt man die Kraft als konser-
vativ an. Gleichung (2.13) ist allerdings auch noch fiir Kriifte giiltig, die neben konservativen auch nicht konservative
Komponenten erhalten, sie geht also iiber den Geltungsbereich der Gleichung (3.8) hinaus.
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Man kann danach das Theorem formulieren:

Nichtholonome Bewegungsintegrale sind Losungen partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung, und zwar im
e nichtkanonischen Fall von Gleichung (2.11) bzw. (2.13)
e kanonischen Fall von Gleichung (3.7) bzw. (3.8).

Fiir den letzten Fall haben Deprit et al.(Deprit & Palacian & Deprit 2001) einen Losungsalgorithmus entwickelt:

”A dynamical system with Hamilton H admits a time-independent function G as an integral if and only if
{G,H}=0. This paper focuses on solving that equation when H is a power series of a small parameter & We

have shown that the solution is equivalent to a Lie transformation ...”

In Poisson-Klammer-Formulierung folgt nun:

Theorem: Liegen zwei Bewegungsintegrale
fi@,p;t)=const und  f,(q,p;t) = const (3.10)

vor, so bestehen die partiellen Differentialgleichungen

Dstpomy=o  wd  Lygy my=o. (3.11)
ot ot
Uber die fiir Poisson-Klammern giiltige Jacobi-Identitiit
fu ool o fwal) + o fun}) =0 (.12)
folgt dann
Wbl tts, ). my=0 (3.13)

D.h., auch die Poisson-Klammer {f,, f,} der Bewegungsintegrale ist selbst ein Bewegungsintegral. Dieser Weg ist
allerdings nicht ertragreich, weil meistens ein aus den ersten Integralen f, und f, zusammengesetztes triviales Integral
entsteht (Stumpff 1959(f). Jacobi hat das so ausgedriickt:

”Damit ein Integral, mit einem zweiten kombiniert, nach und nach alle Integrale liefere, muss es ein solches
sein, welches dem besonderen Problem angehort.

Aber die ersten Integrale, welche fiir ein vorgelegtes Problem gefunden werden, sind in der Regel diejenigen,
welche aus allgemeinen Prinzipien folgen, mithin dem besonderen Problem nicht eigentiimlich angehdren. Da-
her kann man nicht verlangen, dass aus ihnen alle Integrale abgeleitet werden sollen.”

Jacobi spricht hier zwei Themen an,: Involution und Symmetrie. Uber die Symmetrie ist bereits im Abs. 2.3 erliutert;
es folgt eine Diskussion iiber die Bewegungsintegrale in Involution.

3.2 Bewegungsintegrale in Involution

Die Definition 3 der Integrabilitit eines autonomen Hamiltonschen Systems besagt, dass dieses dann integrabel ist,
”...wenn es n erste Integrale K,,...,K, gibt, die in Involution sind und linear unabhdngige Gradienten haben.”
Die in dieser Definition geforderte Involution ist erklért durch
(1 {H.K}=0 i=1()n
2 {k.k}=0 j=1Mn, i#j- (3.14)
In (1) kommt zum Ausdruck, dass die auf dem Phasenraum definierte Observable

A(q,p) = K;(q,p) (3.15)

lings der Phasenbahn ein Bewegungsintegral ist. D.h., es verschwindet ihre vollstindige Zeitableitung (3.2). Geo-
metrisch bedeutet das:
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Durch jedes erste Integral K,(q,p) wird im Phasenraum R*eine (2n-1)-dimensionale Hyperfliche (siehe auch
Abs. 1.3)

K,(q,p)=C, C Scharparameter
definiert, auf die die Phasenbahn eingeschrinkt wird. Bei K unabhingigen ersten Integralen

K, =H,K,,..K,

kann sich die Bewegung nur auf einer (2n — k)-dimensionalen, im Phasenraum abgeschlossenen Untermannig-
faltigkeit abspielen.

Unabhingigkeit der ersten Integrale soll heilen, dass die Gradienten der Hyperfldchen linear unabhéngig sind. Durch (1)
wird die Phasenbahn auf den Schnitt der beiden Hyperflichen

K, =H(q.p)=C und K,(q.p)=C, i=1()n (3.16)

eingeschrinkt, wobei C, und C; zueinander gehorende Werte der Scharparameter sind. Dabei gilt das auf dem Phasen-
raum definierte Vektorfeld

(HymHy) —fmia— K@p)=C (3.17)

zur Hyperfliche
bzw.

(K

ip’

_K,'ﬁ) tangential s H(q’ p) = Cl . (3 1 8)

zur Hyperfliche
Schreibt man ndmlich (1) ausfiihrlich an
0=(H:K) —Vs (H.K,-HK,)

so kann man durch Umstellen die Gestalt

K,
(HT),—HTI)[K“‘]:() oder (K,ﬁ’—Ka)[

i

quzo (3.19)
HP

erreichen. Danach ist das Vektorfeld

(Hl*) , _Hﬁ ) orthogonal yon Ki — Ci

zum Gradienten

(Ky—Ky) —tme s yon H=C,

ip’ zum Gradienten
und somit tangential zur jeweiligen Hyperfliche.
Die Involution der Integrale stellt danach eine Vertréglichkeit der durch sie erzeugten Vektorfelder sicher:

”One can choose a curve C, by following the first vectorfield, and take each point of C, as starting point for a
set of curves C, along the second vectorfield; this set of curves defines a two-dimensional surface in phase
space. It would be nice if this surface not only was filled with the curves C, along the second vectorfield, but
also could be covered with the curves C, along the first vectorfield. This cannot be done, however, unless the
two constants of motion K, and K, are in involution. In general, therefore, the existence of k integrals of

motion does not leave the remaining (2n-k)-dimensional manifold with a simple internal structure, unless the
constants of motion are in involution with one another” (Gutzwiller 1990).

Eine besonders einfache topologische Struktur weist die durch die (ersten) Integrale gegebene Untermannigfaltigkeit des
Phasenraums dann auf, wenn gerade n solcher Integrale existieren:

Satz von Arnold: In einem integrablen System sei

Ne={@p)eU|K,(@.p)=C eK,U)c R}

kompakt und zusammenhiingend, dann ist N, dem Torus T" diffeomorph.

Anm.: Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf den Satz von Liouwville (Giacaglia 1972, Schneider Il 1993). Der Satz
von Arnold rechtfertigt nach Giacaglia (Giacaglia 1972)

”... That we always consider integrable systems as given by a Hamiltonian H = H (p), a function of the

momenta only. The frequencies
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Vk=% k=1()n
Iy

will, in general, be rationally independent, so that the motion on the torus, defined by the parameters q,,...,q

n
is ergodic, in the sense that the trajectories cover such torus T" densely everywhere.

Die bisherigen Ausfiihrungen lassen sich folgendermalien zusammenfassen:

Jedes Integral K, =C, schrinkt die Bewegung entsprechend

dK,

=0 = XK, =0
dt

auf eine durch das Integral definierte Hyperfldche ein. Die n Hyperflidchen ergeben zusammen als Bewegungsspielraum
des autonomen Systems im Phasenraum eine Untermannigfaltigkeit N, die topologisch zum n-dimensionalen Torus

diffeomorph ist. Voraussetzung ist, dass die n Integrale in Involution und unabhzngig sind. Erst dadurch wird eine
Vertréglichkeit der durch die Integrale erzeugten Vektorfelder erreicht. Der Toruscharakter der Untermannigfaltigkeit

N wird bestitigt, liest man die n Integrale als Teil der Gleichungen einer Transformation
aep — q.p
p;=C=K(q.p)-
Die n unabhingigen Funktionen K,(q,p) vermitteln demnach eine Transformation auf neue Variable, wobei alle neuen

Impulse p” konstant sind.

Das aber bedeutet, dass die konjugierten Koordinaten q’ nicht in der transformierten Hamilton-Funktion H’ auftreten,
also alle zyklisch sind (s. Abs. 1.4, auch 6.1). Die Eigenschaften der Variablen q’,p’ erinnern an die bei der Unter-

suchung bedingt-periodischer Systeme (Giacaglia 1972, Schneider 1 1992) vorteilhaften Winkel- und Wirkungs-
variablen w, J.

Das legt nahe die

Def. 4: Ein autonomes Hamiltonsches System, definiert auf einem Gebiet U des Phasenraums R*", heifit dort
integrabel, wenn in U eine Transformation auf Winkel- und Wirkungsvariable (w, J) moglich ist. Existiert keine
solche Transformation, so heifst das dynamische System dort nichtintegrabel.

Die Wirkungsvariablen J geben die Radien des Torus an; die Winkelvariablen w sind die Koordinaten auf dem Torus
(Abb. 3.1)

Die moglichen Trajektorien eines autonomen, integrablen Hamilton-Systems sind an Tori gebunden. Startet eine
Trajektorie auf einem Torus, so bleibt sie immer auf diesem Torus, der daher auch invariant genannt wird.

|

20

Abb. 3.1 Invarianter Torus T* und seine Abwicklung
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Wenn die Frequenzen v = H, kommensurabel sind, dann sind die Trajektorien geschlossen; andernfalls bedecken sie

den Torus nach und nach vollstandig (Ergodizitit). Abb. 3.2 veranschaulicht das fiir ein zweidimensionales integrables
Hamilton-System.

WZA wzA

20 20

/

20 W, 20 W,

V. L.
=3 —2 = jrrational
2 v,

<<

Abb. 3.2 Trajektorien bei kommensurablen/inkommensurablen Frequenzen v und deren Abwicklungen

3.3 Erginzung

Betrachtet seien noch einmal das Keplerproblem und seine Bewegungsintegrale. Dadurch sind sechs skalarwertige
Funktionen

faE=o, bw. f,(r,) =0, i=1,.,6 (3.20)
gegeben, die nach den je 3 Komponenten des Orts- und Geschwindigkeitsvektors aufgelost
r=r(1,0,,..0)> F=r(1,00,..00) 3.21)

Bahn und Hodograph der Keplerbewegung ergeben, wobei in (3.20) die 6 Integrationskonstanten ¢, frei wihlbar sind

und ihre Festlegung eine spezielle (nichtentartete/entartete) Keplerbewegung aus der Losungsschar auswihlt: Determi-
nierung durch

e Anfangswerte r,,rx, zur Epoche 7,

e selbstadjungierte Randwerte zu den Zeitpunkten ¢, und ¢, >¢, .
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Anm.: Festgehalten seien noch folgende Beziehungen (Dziobek 1888, Schneider I 1993)
V,a=®V,r, V,0=®V,i (3.22)
worin ® die Matrix der Poisson-Klammern bedeutet,
@ := ({0, 0, }) = (V,0,-V,0, - V,0, -V, 0, ), fUr i, j=1,2,..,6 (3.23)

die zur Matrix der Lagrange-Klammern

¥i=([o.a,])= (al‘_a\’_ar_av} fiir 4, j=1,2,...,6 (3.24)
s do, do; o, do,

reziprok ist (Schneider Il 1993). Damit ergeben sich obige Beziehungen in Komponentenform zu:

do da|Ooy  dm) Oy O[O Oy
v, v |av, T oy do, Qo |do, Ao
- (3.25)

do, 90 | 0oy Jo Oy Ok Oy O0x
v, vy | oy, T o, oo, T 0o, |do, T 0ay
bzw

do o |do o) (v dw [y
ox,  ox | dx,  ox do,  da, |do, Qo
doy  Oay | day - Joy Ovy vy | vy vy
R R d, 7 o, |90, T da,

Die 6 Funktionen f,(r,¥;¢) bzw. f,(r,) in (3.20) definieren im 6-dimensionalen Phasenraum, aufgespannt vom Orts-

raum und dem Raum der Geschwindigkeiten, je eine 5-dimensionale Hyperfliche, auf die die Keplerbewegung ein-
geschrinkt wird. Die mogliche Keplerbewegung wird zufolge dieser Beschrinkungen auf die Schnittmenge (Phasen-
bahn) dieser 6 Hyperflichen mit den 6 fixierten Werten ¢, eingeschrénkt, wobei eine der Hyperflichen durch ein

zeitabhéngiges Integral beschrieben wird, also im Phasenraum wandert.

4.  Erste Integrale in Mehrkorperproblemen

Von besonderem Interesse sind Bewegungsintegrale in Mehrkorperproblemen (Schneider 11 1993, Stumpff 1959ff). Im
folgenden werde angenommen, dass allein Gravitationswechselwirkung der beteiligten Korper eine Rolle spielt.

4.1 Erste Integrale im N - Teilchensystem

Betrachtet sei ein System von N Teilchen in Newtonscher Gravitationswechselwirkung. Die Impulsbilanz des i-ten
Teilchens lautet in einem Inertialsystem

;.

N .
y =V, V(r.b...r)=> K> (=L2..N “.1)
;o

n
J=1
J#i

wobei die Funktion V bei Newtonscher Gravitationswechselwirkung erklirt ist durch

N Gmm; “4.2)
T _rj‘

V(r.r,,.r,)=

N | =
M=
™M

i

(e
Sl

Das entspricht einer wechselseitigen Anziehungskraft der Teilchen m, und m;,
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K = Gmm & 4.3)

L

: r—r‘
n-nf o

gemill dem Newtonschen Gravitationsgesetz fiir zwei Teilchen. Summiert man diese N Bilanzen auf, so folgt fiir den
durch

P=)>Dp, 4.4

erklarten Gesamtimpuls P des Teilchensystems die Bilanzgleichung
P=0 = P=P, 4.5)

wenn man beachtet, dass fiir die wechselseitigen Anziehungskrifte das Newtonsche Reaktionsprinzip

K, =K, = >>K, =0 (4.6)

gilt, und wenn man annimmt, dass das Teilchensystem abgeschlossen ist. Es bleibt danach der Gesamtimpuls P erhalten.
Fiihrt man jetzt als Reprisentanten des Teilchensystems dessen Massenmittelpunkt MZ ein, dessen Ortsvektor in K
erklart ist, durch das gewogene arithmetische Mittel

N .
R =$Zmiri mit - m= ﬁ:mi ’ @.7)
i=1 i=1

so folgt wegen
N N i
P=>"p =Y mi,=MR (4.8)
i=1 i=1

aus der Impulserhaltung die gleichformig-geradlinige Bewegung der Massenmittelpunkte MZ im Inertialsystem K

R=R, = R()=R,+R,(t-1,). 4.9)

Die Impulserhaltung impliziert also 6 skalarwertige Integrationskonstanten, zusammengefasst zu R, und R, . Das

Drehmoment

. N N
MY =33 xK, (4.10)
i=1 j=1
J#i

der Wechselwirkungskrifte K, verschwindet. Damit aber bleibt der Gesamtdrehimpuls

N N
N:= ZN;‘ = Zri XP;
i=1 j=1
erhalten. Aus der fiir ein abgeschlossenes Teilchensystem bestehenden Drehimpulsbilanz folgt ja

N=M"=0 = N(r)=N,. 4.11)
Anm.: Der hochgestellte geklammert Index ) weist auf Wechselwirkung im System hin.

Aus der Drehimpulserhaltung

N
3 e xmi, =N, (4.12)
j=1

folgt fiir das gewogene arithmetische Mittel

S, (4.13)

Jj=1

C=L
M
der Vektoren

C, =r XTI 4.14)

wegen
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— N _ _
MC=YmC, = MC=N, :C:% (4.15)

j=1
die Konstanz des Vektors. Daraus folgt die Existenz einer invariablen Ebene eines abgeschlossenen Teilchensystems.
Im Unterschied zur drehmomentfreien Bewegung eines einzelnen Teilchens kann aber nicht auf die Ebenheit der
Bewegung des Teilchensystems geschlossen werden. Zusammen mit der Impulserhaltung liegen damit 3-2+3=9
skalarwertige Bewegungsintegrale vor. Zu diesen sog. ersten Integralen kommt als zehntes im Falle des abgeschlos-
senen N-Teilchensystems noch ein Energieerhaltungssatz hinzu. Multipliziert man nédmlich die Impulsbilanz des i-ten
Teilchens skalar mit der Teilchengeschwindigkeit und summiert tiber alle Teilchen, also

Zr p, = Zr V V(6,51 ) (4.16)

so folgt mit der Beziehung

N
T = ZEn I

i=1

wegen
N
Zl'.i.pizzd];cin
i=1 dt

und
N, dav . dv

r.-V V(r,r,..r =——
; i I ( 1272 N) dt dl
d(T. +V .
(";)zo = T,+V=E- 4.17)
t

Danach bleibt die Summe E aus kinetischer Energie T, und potentieller Energie V erhalten. Die Erhaltung des

kin
Gesamtimpulses P, des Gesamtdrehimpulses N und der Gesamtenergie E bilden die zehn klassischen Bewegungs-
integrale des abgeschlossenen N-Teilchensystems. Da bei N Teilchen aber 6N -2 Bewegungsintegrale notig wiren,
fehlen zur Losung des N-Teilchen-Problems (6N -2)-10 Bewegungsintegrale. Nur im Falle N =2, also dem Zwei-

korperproblem, sind von den 10 klassischen ersten Bewegungsintegralen ausreichend viele bekannt. Wie die exakten
Losungen beispielsweise des Dreikorperproblems belegen, schlie3t das Fehlen von Bewegungsintegralen die Losbarkeit
nicht aus, wenigstens was die Existenz exakter partikuldrer Losungen betrifft.

4.2 Erste Integrale im Unendlich-viel-Korperproblem

Die fiir Systeme aus N gravitierenden Massenpunkten bestehenden klassischen Integrale, nimlich Impuls-, Drehimpuls-
und Energieerhaltung bleiben auch im Falle der inkohdrenten gravitierenden Kontinua bestehen. Diese nehmen eine
Zwischenstellung ein (Schneider 11 1993)

N-Korperproblem —> Unendlich viel-Korperproblem —> allgemeines Kontinuum
N endlich N abzihlbar unendlich N tiberabzihlbar

Es wird durch den Grenziibergang N — « im N-Korperproblem bei im Limes endlicher Gesamtmasse beschrieben.
Man verbindet mit dem Unendlich viel-Korperproblem, dem inkohirenten gravitierenden Kontinuum, die Vorstellung,
dass

ein (i.allg. zeitverdnderliches) Raumgebiet V(t) von so vielen Teilchen erfiillt ist, dass man an jeder Stelle von V(t)
von einer mittleren Dichte p(t) sprechen kann und zwischen den Teilchen keine Zug- und Druckkriifte, sondern

nur Gravitation wirkt.
Im Folgenden sollen mehrere, raumlich getrennte, mit inkohirenter Materie erfiillte Raumgebiete
V,(t) mit je der mittleren Dichte p,(¢)
v=L2,.,s

betrachtet werden (Abb. 4.1). Ein Punkt r, in V,(¢) erfihrt eine Beschleunigung
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d’r r, _
v =G| z,ovgn( +ZG[ ﬁpﬂd,( v=1,2,..5) (4.18)
dt A i ! ‘r -
Gravitation der Gravitation der Materie
Materie in V, () inV,v,,.V,

Anm.: J. bedeutet ein Volumenintegral, erstreckt iiber alle Volumenelemente dk, des Raumgebietes V(1)
V.

o

zum Zeitpunkt t.

Bei s inkohdrenten gravitierenden Kontinua sind das s Bewegungsgleichungen, die den Charakter von Integro-
differentialgleichungen haben.

Abb. 4.1 Inkohdirente gravitierende Kontinua r, Ortsvektor eines Aufpunktes in 'V,

Daneben besteht fiir jedes der s Raumgebiete eine Kontinuitditsgleichung

Py 0V v =0, v=1208) (4.19)

dt
als Folge der Massenerhaltung in V. v, (¢) ist ein als stetig differenzierbar angenommenes Gechwindigkeitsfeld in V.

Integriert man alle s Gleichungen entsprechend
av
*dx, =-G
f,pogrds==c[ |,

und summiert anschliefend diese s Gleichungen auf, so folgt wegen

w L
73pvpudl<vdl<M

3

T R
~ pvpvdedKﬁgG jv [,

v n v

r, —

’
I,

TP PR K =0
v=l VW v"

r, —

also der Vertauschbarkeit von gestrichenen und ungestrichenen GréBen, sowie wegen

ZH

v=l pu=1
n#Ev

- prMdK dg, =0

weil sich je zwei entgegengesetzte Summanden der Doppelsumme gegenseitig autheben, die Gleichung

Yy dK =0- (4.20)

| pv

v=lVy

Da bei Bestehen der Kontinuititsgleichung fiir ein beliebiges Vektorfeld A, (¢) in V,(r) Differentiation nach 7 und
Integration iiber V, (¢) entsprechend

d" & : d"A
W%JVV vavde _g J.Vv pv dt
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vertauschbar sind, kann umgeformt werden in

bzw. mit der Definition des Massenmittelpunktes

=$Vz:‘fwrvpvdkv mit = ZI p,dx,

v=l"Vy

des Systems der Kontinua sowie der Massenerhaltung

d s
— dx, =
leZ::,JVVpV .
in
2
d 121:0_ “4.21)
t

D.h., der Massenmittelpunkt des keinen duBleren Kriften ausgesetzten Systems der gravitierenden inkohérenten
Kontinua vollfiihrt eine Trigheitsbewegung.

Es besteht aber auch ein Drehimpulssatz. Dazu multipliziert man die Bewegungsgleichung vektoriell mit r, , integriert

anschlieBend iiber V, (f) und summiert sodann iiber alle s Kontinua.

Wegen

oy [

v=l V, W,

p.pLdx,dx, =0

?

sowie

iiGZS:J J 7rvxr“3pvpud1<vd1<“:0

v=l p=l v=l V" Vir, —r ‘
u#v v n

erhilt man die Gleichung

ZJ P, I, X VdK =0 (4.22)
v=l W
bzw.
ZJ p.r, XV, dK, =0- (4.23)
v=l VW

Daraus folgt nach unbestimmter Integration tiber #
X[ oo, xv,de, =N, (4.24)

die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses. Man schlie3t daraus auf die Existenz einer invariablen Ebene des Systems
inkohirenter gravitierender Kontinua.

SchlieBlich besteht auch ein Energiesatz. Skalare Multiplikation der Bewegungsgleichung mit v, und anschlieBende

Integration iiber V, (¢) fithrt nach Summation iiber alle Kontinua zu der Energiebilanz

Zj p,V, - VdK +GZI I pvpvdK dx,

v=l W, W, ‘
(r _rV)O 4.25)
ZZJ\, '[v r 3 VpudedKu ’ :
}}t v v v

wofiir sich auch schreiben lisst

Zj PV, - VdK = Zj I wppvdxdxV

v ‘

(4.26)

235 —p(vu_vv).(ﬁ_rv) DK, dx,
2 ]t¢l/ o ‘ [

\
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Bei Bestehen der Kontinuitétsgleichung fiir ein beliebiges Vektorfeld resultiert der Energiesatz (Schneider 11, 1993)

%ZI p,VidK,

v=l VY,

kinetische Energie

, potentielle Energie der
—QZS:J. J‘ PPy ax, ravitativen Selbstwechselwirkun 4.27
2 ] £ ‘ g 4.27)

v=l V%V rv

potentielle Energie der gravitativen

G 5 pvpu
il dx,d
2;;"."\ Vi I‘M—r\,‘ KV KM
UV

Wechselwirkungen der Kontinua

=E Energiekonstante

Anm.:

1. Die als rdumlich und endlich vorausgesetzten Gebiete V, diirfen auch in Flichenbelegungen ausarten, wenn

nur die Bedingung der Inkohdrenz erfiillt bleibt.

2. FEine gesonderte Behandlung erfordern Stofie der wechselwirkenden Konstituenten der Kontinua unter-
einander.

4.3 Erste Integrale im N-Korperproblem

Betrachtet werde ein System von N je einfach zusammenhingender, rdumlich begrenzter Kontinua. Mit dem durch

P,:=[[pvdx, (4.28)

Vi (@)

definierten Impuls des i-ten Kontinuums, das zum Zeitpunkt das Raumgebiet V. (¢) ausfiillt, erhdlt man — in Nach-

bildung zum Teilchensystem — die Impulsbilanz

ap, _x . (4.29)
dt ’
worin die Kraft sich hdufig — wenn auch nicht immer eindeutig — aufspalten ldsst in zwei Teile
K, = J‘ J‘ J‘ kdk  + U']‘ t.dA k, Volumenkraftdichte
Vi) A0 t,  Flichenkraftdichte
Volumenkraft Flachenkraft A, (1) Oberfliche des Volumens V,(r)

Der Impuls des i-ten Kontinuums lésst sich bei Erhaltung der Masse

p, Dichteverteilung im Volumen V,(¢)
M, = m p,dK; p,dx; =dm; Massenelement am Ort

hi des Volumenelements dx, zur Zeit ¢

also
am, . S .
i =0 — Bestehen einer Kontinuititsgleichung
dt
schreiben in der Gestalt
p-m R, (4.30)
dt
wenn man die Ortsvektoren der Massenmittelpunkte MZ, der Kontinua als die gewogenen arithmetischen Mittel ein-
fiihrt gemal
1
R =—|llro.dx r, Ortsvektor von dm, .
=L ([froax

i V(1)

Tragt man die Impulsdarstellung in die Impulsbilanz ein, so folgt — bei Massenerhaltung — fiir den Massenmittelpunkt
MZ, die Newton-Eulersche Bewegungsgleichung
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2
id—lj":K,,- (4.31)
dt

Anm: Die Zeitableitungen d/dt. etc. sind im Sinne der Kontinuummechanik materielle Ableitungen (Schneider 1992)!
Fiir die Relativbewegung der Massenmittelpunkte

R,0)=R,(1)-R,@?) 4.32)

zweier Kontinua erhilt man durch Subtraktion ihrer Bewegungsgleichungen

a> M. M,

IR, K, K, (4.33)

Enthilt die Volumenkraft Anteile aus der Wechselwirkung der Korper untereinander (oberer Index (7)) und mit weiteren
Korpern (oberer Index (a)), also

K, =K"+K{"+F,  1€{i,j},
und geniigen die Wechselwirkungskrifte K" einem Reaktionsprinzip
(i) _ ) —. (i)
K" =-K =-K",

so lautet die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung

IR, @ K@ F R
W) dtz'/=K(’)+M(,<j)( . - (4.34)

M, M, M, M,

J

mit der durch

MM, (4.35)
M +M,

W =

definierten reduzierten Masse des Subsystems (jj) der N Kontinua.

Anm.: Die Klammer in der Bewegungsgleichung der Relativbewegung kann meist vernachldissigt werden, so dass sie
sich vereinfacht zu

AR, .
Moy —z =K (4.36)

4.3.1 Sonderfall N=1

Ausgehend von der Impulsbilanz (4.29) ergibt sich im kriftefreien Fall, Massenerhaltung vorausgesetzt,
K=0= P=P, = R(®)=R,+R,(t-1) (4.37)

die Erhaltung des Impulses und damit eine Trigheitsbewegung des Massenmittelpunktes MZ des Korpers im Inertial-
system, das der Impulsbilanz zugrunde liegt. Die Kriftefreiheit

K=K, +K,=0 = K, =-K, (4.38)

bedeutet nicht, dass keinerlei Krifte wirken. Der Korper kann selbstgravitierend sein; es kommt aber wegen des
Reaktionsprinzips zu keiner gravitativen Selbstkraft, die den Korper in Bewegung setzen wiirde. Weiter besteht eine
Erhaltung des Drehimpulses N des Korpers

?=M:>N=No fiir M =0 (4.39)
t

im Falle einer drehmomentfreien (M = 0 ) Bewegung, also einer Trigheitsdrehbewegung des Korpers. Das Fehlen eines
Drehmomentes impliziert keine Kriftefreiheit der Bewegung. Ein selbstgravitierender Korper erfihrt wegen des
Reaktionsprinzips auch kein gravitatives Drehmoment. Einen Erhaltungssatz fiir eine Summe von kinetischer Energie
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T:= J:U%vzdl(

V()
und potentieller Energie
v=([[oundx
V()
bekommt man nur, wenn einerseits die Funktion U (r,#) nicht explizit zeitabhingig ist, also die lokale Zeitableitung
verschwindet,
oU
ZZ -0,
ot

sowie andererseits eine Darstellung

V., - T=-V_ o(r) T Spannungstensor

moglich ist. Das fiihrt (Schneider I 1992) auf den Erhaltungssatz fiir die Summe aus der kinetischen und der
potentiellen Energie

T+V+y=const mit wzzj.”p%dl('
V()

Der Term y entfillt, wenn keine Flichenkrifte

K, = mj T-ndA n nach auflen gerichtete Fldchennormale -

A(r)

auftreten. Dieser Fall liegt vor, wenn sich der Korper in einem zeitunabhingige Gravitationsfeld bewegt. Er ldsst sich
erweitern zu einem Erhaltungssatz fiir die aus kinetischer, potentieller und der durch

U= J:Upudl( u spezifische innere Energie

V()

erkldrten inneren Energie U’ zusammengesetzte Energie (Schneider I 1992)

E=T+V+U".
4.3.2 Zweikorpersystem

Betrachtet seien zwei ausgedehnte verformbare Korper in Newtonscher Gravitationswechselwirkung. Fiir die Relativ-
bewegung der Massenmittelpunkte MZ, und MZ, der beiden Korper ergab sich die Bewegungsgleichung (4.34)

2 (a) a
“‘_dRij=K(i)+u“ Kj _K§)+i_Fi
(i) dt2 (i) M M. Mj M.

J i i

bzw. bei Vernachlédssigung der Klammer

d’R, ,
Vi g
Hap 72] =K*-

Bei Newtonscher Gravitationswechselwirkung ist zufolge des Reaktionsprinzips
-G —— 1
K"=G, = GJ‘MZJ'Mx B dM;aM ; -

worin 1 den Verbindungsvektor vom Massenelement des ersten Korpers zum Massenelement des zweiten Korpers
bezeichnet.
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4.3.3 N-Korperproblem bei Newtonscher Gravitationswechselwirkung

Betrachtet sei ein aus N Korpern bestehendes abgeschlossenes System. Bei alleiniger Newtonscher Gravitationswechsel-
wirkung der Korper bestehen Erhaltungssétze fiir den Gesamtimpuls

N N
P= ZPi = z M,R iz, R, Ortsvektor des Massenmittelpunktes MZ, des i-ten Korpers ,
i=1 i=1

den Gesamtdrehimpuls
N N N .
N:= zNi :ZRMZ, xP, = ZRMZ, xMR,,
i=1 i=1 i=1

sowie fiir die Gesamtenergie
- YNM. . N
E=T+V mit T = Z—l R}, =kinetische Energie, V = potentielle Energie des Systems.
i=1

Die Beweisfithrung lduft analog zu der im n-Teilchensystem (s. Abschnitt 4.1) bzw. dem Unendlich-viel-K&perproblem
(s. Abschnitt 4.2). Der Beweis stiitzt sich wesentlich darauf, dass bei Newtonscher Gravitationswechselwirkung die
Summe der Gravitationskrifte und der Gravitationsdrehmomente verschwindet. Aulerdem wird Massenerhaltung vor-
ausgesetzt. Aus der Impulserhaltung schlieft man auf die Triagheitsbewegung des Massenmittelpunktes des N-Korper-
systems, aus der Drehimpulserhaltung auf die Existenz einer invariablen Ebene.

4.4 Erste Integrale in relativistischen Mehrkorperproblemen

Wie das Kepler-Problem in der nichtrelativistischen Himmelsmechanik der Prototyp des integrablen Bewegungs-
problems ist, ist es das Schwarzschild-Problem (Schmutzer 1968) in der allgemein-relativistischen Himmelsmechanik
(Schneider III 1996). In seiner vollen Allgemeinheit ist das nichtrelativistische Zweikorperproblem bisher nicht streng
gelost. Strenge oder wenigstens genidherte Losungen wurden unter einschrinkenden Annahmen gefunden.:

e Zweikorperproblem gravitierender Massenpunkte: streng gelost
e Zweikorperproblem gravitierender starrer Korper: genihert gelost
e Zweikorperproblem bei verdnderlichen Massen: genihert gelost

In den letzteren beiden Fillen wurden Losungen storungstheoretisch ausgearbeitet, wobei teilweise Bewegungsintegrale
gefunden wurden. Allgemein-relativistisch sind fiir das Zweikorper-Problem in erster wie auch in zweiter post-
Newtonscher Nidherung Bewegungsintegrale gefunden worden, eine strenge Losung des relativistischen Zweikorper-
problems ist bisher nicht gelungen. Ahnliches gilt fiir die Kopplung von Bahn- und Drehbewegung des relativistischen
Zweikorperproblems (Schneider 111 1996).
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S.  Aufbau eines integrablen Niherungssystems mittels einer fast-identischen kanonischen
Transformation

5.1 Storungsrechnung versus Transformationstheorie

In vielen Bewegungsproblemen der Himmelsmechanik kann die Kriftefunktion (oder im kanonischen Formalismus die
Hamilton-Funktion)

K=K,+S bzw. F=F+F (5.1)

zerlegt werden in einen dominierenden Anteil K, (bzw.F,) und der GroBenordnung nach kleine Zusatzkrifte S
(bzw. ), d.h.

8] < K|
Sie werden durch einen (oder auch mehrere Kleinheitsparameter) £ charakterisiert: O(S)=0(¢) .

Die Zerlegung der Kriftefunktion (analog der Hamilton-Funktion) kann hiufig so vorgenommen werden, dass das durch
die Bewegungsgleichung

mi =K,
definierte Bewegungsproblem integrabel ist. Die Losung dieses vereinfachten, sog. infermedidren Bewegungsproblems

r(t)=r,(¢,6) G frei wihlbare Integrationskonstanten

ist eine erste Annidherung an die Losung des aktuell gestellten Bewegungsproblems mi' = K und kann auf verschiedene
Weise zu dessen Losung verwendet werden.

5.1.1 Storungsrechnung im Sinne der Variation der Konstanten

Die intermediire Losung r,(7,&z) kann beispielsweise als Losungsansatz fiir das aktuelle Problem

r(t):=r,(n.a(r)) (5.2)

verwendet werden, wobei die Integrationskonstanten ¢ als Zeitfunktionen ¢(r) aufgefasst werden und ihre Zeit-

veridnderlichkeit aus Stérungs- oder Variationsgleichungen
&zf(t,&(t),s(t,o?(t),s)) (5.3)

bestimmt wird, die einen Zusammenhang mit der Storkraft formulieren. Geht man mit einer Losung dieser Storungs-
gleichungen in den Losungsansatz r(t):=r, (t,a?(t)) ein, so resultiert daraus die gesuchte Losung (5.2) des aktuellen

Bewegungsproblems.

Diese von Euler begriindete Methode der Variation der Konstanten wurde von Lagrange weiterentwickelt und durch
die Einfithrung einer Storungsfunktion eine besonders einfache Gestalt gegeben. Die von Lagrange formulierten
Variationsgleichungen, die sog. Lagrangeschen Planetengleichungen, sind seither Grundlage zahlreicher himmels-
mechanischer Storungsrechnungen, insbesondere in den Theorien der Planetenbewegungen. Sie sind in der Folge weiter
entwickelt worden, um verschiedene Siétze nichtkanonischer/kanonischer Integrationskonstanten zu verwenden und vor
allem der physikalischen Situation angepasste Zerlegungen der Storkrifte Rechnung tragen zu konnen. Ein heraus-
ragendes Beispiel ist die von Gaufl gegebene Fassung der Planetengleichungen, die die Storkraft nach einem bahn-
begleitenden Dreibein ermoglicht. Bis heute sind die verschiedenen Varianten der Variationsgleichungen Ausgangs-
punkt der Storungsrechnung in den Theorien der Planetenbahnen, der Mondbahn, der Bahnen kiinstlicher Erdsatelliten
usw. Das intermedidre Bewegungsproblem war dabei fast ausnahmslos das Keplerproblem und der damit definierten
Schnittstelle K,/S. Das Verfahren ist aber in seinem Grundgedanken so flexibel, dass diese Schnittstelle auch anders

gelegt werden kann. Das ist beispielsweise in der Theorie der Satellitenbahnen wiinschenswert, wenn wie im Falle der
Erde neben der Kepler-Kraft noch eine weitere dominierende, von der Abplattung der Erde herrithrende Kraft-
komponente existiert und man diese ganz oder weitgehend im intermedidren Bewegungsproblem unterbringen will. Als
Beispiele seien genannt das streng losbare Vinti-Problem und eine darauf aufbauende kanonische Storungsrechnung,
oder die von Cui verwendete intermedidre Losung und die daran anschlieBende kanonische Stérungsrechnung in Hill-
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Variablen. Diese macht Gebrauch von einer zweiten Moglichkeit der Nutzung intermedidrer Losungen, ndmlich dem
Einsatz der Transformationstheorie zur Losung eines Storungsproblems.

5.1.2 Transformationstheorie

Dass ein Bewegungsproblem durch Transformationen gelost werden kann, wird klar, wenn man beachtet, dass beispiels-
weise die kanonischen Bewegungsgleichungen die charakteristischen Gleichungen der Hamilton-Jacobi-Gleichung
(Schneider I 1992)

H(q,a—s;t)+a—S=0 54
Jaq ot
sind, und ein vollstindiges Integral S(q,«;r) dieser partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung iiber die Transforma-
tionsgleichungen
p= 95 und B= 9 einer Transformation q,p — B,
Joq oo

die Losung der kanonischen Gleichungen
q=H, und p=-H,
vermittelt (Satz von Jacobi).

Die Transformation q,p — B, mit der Erzeugenden S(q,c;t) transformiert das aktuell gestellte Beegungsproblem mit
der Hamilton-Funktion H(q,p;?) in ein Gleichgewichtsproblem, das durch eine verschwindende Hamilton-Funktion
H’(0,B) beschrieben wird. Die transformierten generalisierten Koordinaten und Impulse o, sind alle Konstanten.

Es zeigt sich, dass diese Moglichkeit jedenfalls dann besteht, wenn die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir eine vorgegebene
Hamilton-Funktion 16sbar ist. Das ist beispielsweise der Fall, wenn diese Gleichung durch Separation der Variablen
losbar ist, was bei Stickel-Systemen gegeben ist. Aber diese Moglichkeit ist nach dem Theorem von Stéickel nur fiir
krummlinige, orthogonale Koordinaten und eine in der Regel eingeschrinkte Klasse von Potentialfunktionen sicher-
gestellt. Zu den Stickel-Systemen zihlen fiir die Himmelsmechanik wichtige Bewegungsprobleme wie das Kepler-
Problem und das Vinti-Problem. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist aber auch in Fillen losbar, in denen sie nicht
separierbar ist.

Transformationen kénnen nun wenigstens auf zweierlei Weise eingesetzt werden, um Bewegungsprobleme zu 16sen.
Einerseits kann man sie verwenden, um die Funktionsstruktur der Kriftefunktion/Hamilton-Funktion so abzuindern,
dass das gestellte Bewegungsproblem leichter 16sbar ist. Diese Moglichkeit wird seit Delaunay und Poincaré in viel-
faltiger Weise genutzt. Ein erster Hohepunkt ist ohne Zweifel das um 1900 von von Zeipel (Brouwer & Clemence 1961,
Schneider II 1993) entwickelte Verfahren einer auf fast-identischen kanonischen Transformationen basierenden
Storungsrechnung und dessen Anwendung auf die Bahnen der Kleinplaneten. Dieses Verfahren hat dann Brouwer um
1960 eingesetzt zur Ausarbeitung einer Bahntheorie 2. Ordnung, in der neben dem Kepler-Term weitere zonale
Harmonische des Geopotentials berticksichtigt sind. Charakteristisch fiir diese Entwicklung ist, dass die zu 16senden
Bewegungsgleichungen nicht mehr allein die Storkrifte enthalten, sondern in der Regel die Gesamtkraft (analog die
Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems). Es werden jetzt also nicht mehr notwendig Variations- bzw.
Storungsgleichungen gelost, sondern Bewegungsgleichungen. Die Anwendungen des von Zeipel-Verfahrens lief3 freilich
einige Schwichen offenkundig werden, die insbesondere von Deprit um 1969 aufgezeigt worden sind. In den sechziger
Jahren des 20. Jahrhunderts wurden bedeutende methodische Fortschritte erzielt vor allem durch Hori, Deprit, Kamel,
Henrard, Mersman (Stumpff 1959-1974), die die auf Sophus Lie zuriickgehende Transformationstheorie fiir die
Himmelsmechanik erschlossen. Sie entwickelten Formalismen, die fast-identische Transformationen mit Hilfe von sog.
Lie-Reihen bzw. Lie-Transformation ausfithren (Giacaglia 1972). Die Bezeichnung zu Ehren von Lie geht dabei wohl
auf den Mathematiker Grobner (Grobner 1967) zuriick. Zusammen mit der parallel verlaufenen Entwicklung leistungs-
fahiger Programme zur symbolischen Formelmanipulation konnten zahlreiche Anwendungen erfolgreich durchgefiihrt
und in vielen Gebieten der Himmelsmechanik genauere Bahntheorien ausgearbeitet werden. Genannt seien etwa die
Theorien von Kinoshita zur Bahnbewegung von Erdsatelliten und zur Rotation der Erde, die Losung des Hauptproblems
der Satellitenbahntheorie in 4. Ordnung durch Deprit & Rom, die Arbeiten zur Mondtheorie und zu den Planeten-
theorien.

Die fast-identischen kanonischen Transformationen dienen der Erzeugung eines integrablen approximativen Systems zu
einem gegebenen Bewegungsproblem. Wenn das mit dem in dieser Weise erhaltenen integrablen System ein
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gegebenes Bewegungsproblem fiir beliebige Grade annihert, dann lisst sich das Bewegungsproblem praktisch
als integrabel ansehen.

Die Methode der kanonischen Transformation durch Lie-Reihen wurde von Hori (Hori 1966) mit der Absicht einer
Losung 2. Ordnung in die Satellitenbahntheorie eingefiihrt. Eine Lie-Reihe ergibt eine kanonische Kontakttransforma-
tion (Lie-Transformation) durch ihre Erzeugende, die sich als Funktion der transformierten Variablen ausdriicken lésst.
Die Lie-Transformation ldsst sich fiir kanonische Variable aller Art (“unspecified canonical variables” nach Hori)
verwenden und die entsprechenden Lie-Reihen sowohl fiir jede Variable als auch fiir jede beliebige Funktion der
Variablen sind von derselben einheitlichen Struktur. Dazu muss die Losung des transformierten Systems bekannt sein.
Hori hat aufgrund einer Kepler-Bewegung mit der Anwendung des Mittelwertverfahrens iiber eine “pseudo-Zeit”
(Schneider 11 1993 ) anstelle der Losung des transformierten Systems eine Methode zur Bestimmung der Erzeugenden
und gleichzeitig der transformierten Hamilton-Funktion aus der Storfunktion des originalen Systems entwickelt, und ein
zweistufiges Schema zur Losung des Gleichungssystems fiir Satellitenbewegung vorgeschlagen. Nach Hori’s Schema ist
es Aksnes 1967 gelungen, eine Losung 2. Ordnung fiir Satellitenbahnen abzuleiten.

Eine von Hori abweichende Methode ist von Cui erarbeitet worden, die sich zur Bestimmung eines ein gegebenes
Bewegungsproblem am besten annihernden integrablen Systems, insbesondere eines fiir eine Losung gegebener
Ordnung der Satellitenbewegung geeigneten integrablen Systems verwenden lésst.

5.2 Kanonische Transformation mittels Lie-Reihen

Eine durch die Funktion s=s(xy") erzeugte Lie-Reihe der konjugierten Variablen (x'y")= (x'x,' x5y, y,")

ist definiert durch

1 1 '
x.f_zleSk =X +Z DI‘ Y ZktDl‘ SEYY +Z Di‘y'_,-’ " (5.5
k=0 k>1 k=0 k>1
wobei
DS()Z: Z‘X'Y" D‘kz:{kai]Z,s}‘ 5 k>1 (56)
’ XLy

die Lie-Differentiale & . Ordnung einer beliebigen Funktion z = z(X ',Y") bezeichnen mit der Poisson-Klammer

N[ 0U oV 9V dU
UVl = _ (5.7)
{ }X'Y' Z[axvj ay-/ axyj ay-j]

j=1

Zu erwihnen sind folgende Eigenschaften:
D*(af +bg)=aD'f +bD"g, “(fe =Z( ]D’ka’jg’

Dk{f,g}=2[l;]{1)ff,1)ug}. (5.8)

Die Funktion s=s(X"Y") ist die sog. erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation, oder kurz die Erzeugende
der Lie-Reihe. Wenn es eine positive Zahl A gibt, so dass die absoluten Werte der erzeugenden Funktion s=s(X"Y")

und aller ihrer partiellen Ableitungen kleiner als A sind,

‘ akx*k:‘r---*ku*”H*”’:*---*”’u s ‘
|s(X.¥) <A,

o "ok ™. ox "y M9y "y ™ <A>
Xi OX;, . 0X; Oy 0y, T 0¥

dann erweist sich die Lie-Reihe als konvergent. Zum Beweis braucht man nur die Konvergenz der Reihe

1
Z;A =et

k=0 R«
zu beachten. Es ist leicht nachzuweisen, dass eine konvergente Lie-Reihe (5.5) eine kanonische Transformation, also
eine Lie-Transformation ergibt, die den kanonischen Variablensatz (X,Y)={x,,x,,"--,x,;¥,,¥,,--,,} in einen neuen Satz
kanonischer Variablen (X'y') abbildet. Dazu bildet man die Poisson-Klammer der Variablen (X,y). Mit Hilfe von
(5.8) erhilt man

Lo | "
{xf’yf}x*y‘ { i Z“k'DAy] }XH ZZ lkl{D ”Dkyf}xr

o ! m=0k=0 1M
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Mit g=m+k folgt weiter

ERBIIED 3

420 m=0 m' C] m

e 1 mov oyg-m,
{ xi"Dl yf}x'y*zziz[zlj{l) Xi ,D* yf}x‘y"

420 q' =

Mit Hilfe der letzten der Gleichungen (5.8) ergibt sich

1 m s yamy 1 C
ERANIES 3753 ) USRS W O e

420 q' =0

weil definitionsgemaB {x,",y, ‘}XVY‘ =3, giltund folglich D*{x "y, '}”_ =0 fiir g >1. SchlieBlich folgt

1
{x”yljxy — Y
Damit ist bewiesen, dass die Lie-Transformation (5.5) eine kanonische Kontakttransformation ist. Ohne Beweis sei
angemerkt, dass sich eine beliebige Funktion L(X'Y') der Variablen (X'y') unter der Lie-Transformation (5.5) in eine

Funktion gleicher Struktur der Variablen (X,y) gemiB

L(X.Y)= zleL L(X\Y')+ ZleL (5.9

k=0 k=1
transformiert: Vertauschungssatz von Lie (Giacaglia 1972, Grobner 1967, Schneider I 1992).

Wenn die erzeugende Funktion s=s(X'Y"') und deren partielle Ableitungen Klein sind, z.B. von der GréBenordnung

O(¢) << 1, (Transformation mit kleinen Parametern oder fast-identische Transformation) dann lésst sich die Berechnung
der Transformation auf die Berechnung der ersten wenigen Terme der Lie-Reihe beschrinken; die Zahl der Reihenterme
ist durch die geforderte Genauigkeit bedingt. Im folgenden werden nur fast-identische Transformationen diskutiert. Es
ist bekannt, dass alle Lie-Transformationen in einem 2n-dimensionalen Phasenraum eine Transformationsgruppe
bilden:

Eine identische Lie-Transformation
L: X=X", Yy=yv' (5.10)
ist das Einheitselement der Gruppe; die entsprechende Erzeugende ist s° =0;

Zu jeder nicht-identischen Lie-Transformation (5.5) gibt es genau eine Lie-Transformation, welche die kanonischen
Variablen (X'Y') in die Variablen (X,y) uberfiihrt. Diese wird die Inverse L' von (5.5) genannt; die entsprechende

Erzeugende ist

sT=sT(X,Y)=-5s(X\Y") (5.11)

X'=X,Y'=Y

Wenn die erste Lie-Transformation (5.5) mit der Erzeugenden s=s(X'Y')=0(e) die Variablen (Xx,v) in (X'.Y')

transformiert, und dann eine zweite Lie-Transformation

L': X' _Z Dk _xn +z Dk ' =Zl :(yvv =y" +z Dk " (5.12)
k>0kv k>]k' / ! L>0k' ’ k>1k'
mit der Erzeugenden s'=5s'(X",Y")=0(8) die Variablen (X'Y') in (X"y") transformiert, dann gibt es genau eine Lie-
Transformation
[: | " Lok v U " "
L: XJ:Z*,D&XJ':X/*'ZED&XJ" yf—zk,nyf Y +Zk' S0 (.13)
k=0 ™ - k=1 . k=0 k=1

welche die kanonischen Variablen (x,y) direkt in die Variablen (X ",y") transformiert. Diese Transformation stellt sich
als Produkt der Transformationen (5.5) und (5.12) dar.

Ersichtlich ist L ein Produkt der o.g. beiden Lie-Transformationen: L=L'®L. Die Erzeugende §=§(x"Y") des

Produktes ldsst sich aus den Erzeugenden s und s' der Teiltransformationen (5.5) und (5.12) bestimmen. Fiihrt man
(5.12) in (5.5) ein und vernachldssigt man Terme hoherer Ordnung, dann erhilt man

§=(s+s"),.,. +%{S,S'}X"Y" +${S_S"{S’S'}}X"y” e (5.14)
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Anmerkungen:

1) Wenn die Transformation (5.13) identisch ist, dann ist die Transformation (5.12) die Inverse von (5.5)

L=L"®L=L" und es muss sein §= (s+ 5*1)‘X . +%{S,S*1}X . +${s - s”,{s,s”}} .=s=0. Damit ist (5.11) bewiesen.

+
XY

2) In den Anwendungen bietet die Ersetzung einer das System in eine integrable Form iiberfiithrenden Transformation
durch ein Produkt zweier oder mehrerer Transformationen die Moglichkeit, die Bestimmung einer sehr komplizier-
ten Erzeugenden durch Bestimmung zweier oder mehrerer vergleichsweise einfacher Erzeugenden zu erreichen.

5.3 Bestimmung der Lie-Transformation fiir ein gestortes Zweikorperproblem,
Hori-Methode

Das Ziel der Anwendung der Lie-Transformation fiir Untersuchungen eines kanonischen Systems von Differential-
gleichungen liegt darin, die zur Losung des Systems ungiinstigen Terme, z.B. von bestimmten generalisierten Koor-
dinaten abhingige Terme, aus der Hamilton-Funktion zu beseitigen und damit das System niher an eine integrable Form
heranzufiihren. Dazu ist eine zu einem gegebenen zu losenden System (Hamilton-Funktion) geeignete Lie-Transforma-
tion (Erzeugende) zu finden. Verwendet sei die Transformation (5.9) fiir die Hamilton-Funktion des zu transformieren-
den kanonischen Systems:

F(X,Y):F(X',Y')+Z%DfF~

Da die Lie-Transformation eine Kontakttransformation ist, bleibt die Hamilton-Funktion unveriandert, d.h.
F'(X\Y')=F(X(X.Y").Y(X.Y"))
und daher
F'(X',Y')=F(X',Y')+Z%D>5F' (5.15)
k=1 .

Die letztere Gleichung verkniipft die Erzeugende einer Lie-Transformation mit der Hamilton-Funktion F'(X'Y') des

transformierten kanonischen Systems von Differentialgleichungen fiir ein vorgegebenes kanonischen System; sie dient
als fundamentale Differentialgleichung zur Anwendung der Lie-Transformationen fiir die Differentialgleichungen
kanonischer Systeme. Die fundamentale Differentialgleichung (5.15) lésst sich auf zweierlei Weise verwenden:

A) Bestimmung der Erzeugenden s zur Uberfiihrung das Ausgangssystems in ein vorgegebenes transformiertes
System F'(X'Y'");

B) Bestimmung der Hamilton-Funktion F'(Xx'Y') des durch eine Lie-Transformation mit gegebener Erzeugenden s

transformierten Systems.

5.3.1 Hori’s Gleichung zum Aufbau einer Lie-Transformation zur Elimination der periodischen Terme

Von der Gleichung (5.15) ausgehend wurden unterschiedliche Methoden zur Bestimmung der Erzeugenden ausge-
arbeitet, beispiclsweise die Methode von Hori (Giacaglia 1972, Schneider 11 1993). Bei Hori wird das Ausgangs-
system in der Form angenommen

F(X.,Y)=F(X.,Y)+R(X.Y), (5.16)
worin F (X,v) den Kepler-Term bezeichnet; R(X,Y) ist die restliche Komponente der Hamilton-Funktion, die sog.
Storungsfunktion. Das Zielsystem wird in der Form

F'(X\Y)=F(X.Y)+R(X.Y"), (5.17)
angesetzt, damit der Kepler-Term direkt in die transformierte Hamilton-Funktion iibertragen wird. Durch ein kanoni-
sches Hilfssystem

L fer(xr) (5.18)
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fiihrt Hori eine Pseudozeit ;' ein. Damit erhilt er fiir die Erzeugende s = s(X VY )

B {sF (x ) (5.19)
dt'

Einfiihren von (5.16), (5.17) und (5.19) in die Gleichung (5.15) ergibt die Hori-Gleichung
as _p_p _1jas 1,1 _1)]as . (5.20)
—=R-R +{R,s} 2{dr"s}+ 2{{R,s},s} 6{{dt's},s}+,,.

Durch eine saubere Trennung der Terme nach verschiedenen GréBenordnungen
R'=RY+RP+RY 4, s=s"4s® @4, (5.21)

und Anwendung einer Mittelwertbildung iiber die Pseudozeit

(.=, w{ﬁf*(’f '»Y'>dr} (522)

ist es Hori gelungen, eine Losung der Gleichung (5.20) schrittweise in der Form
RV =(R) , U= [(R-R)ar's

RY = %{R +RY, s} s® = %J.({R +RY, 5028 )ar';

s

R® :%{R +R“)’S(2)}x _;{d;:zl‘ ,S“)}x +é{{2R+R<”,S“)},S“)} (5.23)

s

zu erreichen.

5.3.2 Hori’s Schema zur Konstruktion eines integrablen Niherungssystems fiir die Satellitenbewegung mittels
zweier Lie-Transformationen

Bekannt ist, dass es in der Storungsfunktion langperiodische Terme gibt, und dass zur Elimination eines langperiodi-
schen Terms eine Erzeugende niedrigerer Ordnung erforderlich ist. Selbst wenn z.B. der Integrand in der Formel (5.23)
fiir s von 2. Ordnung ist, kann s auch von 1. Ordnung sein. Das stort die Konvergenz der Reihen (5.21). Um die
Divergenz zu vermeiden, schlug Hori vor: alle lang-periodischen Komponenten in eine zweite Lie-Transformation zu
verschieben. Da die lang-periodischen Terme in der Storungsfunktion fiir die Satellitenbewegung von 2. oder hoherer
Ordnung sind, ergibt sich aus (5.23) eine leicht modifizierte Losung, welche zu einer konvergenten Reihe (5.21) fiihrt.
Nach dem Horischen Schema lassen sich alle periodischen Terme bis auf die 2. Ordnung der Storungsfunktion durch die
Erzeugenden erfassen. Vernachlissigt man die restlichen periodischen Terme (sie sind allerdings der 3. Ordnung), so
erhilt man ein das urspriingliche System anniherndes integrables System.

In (Aksnes 1970) und (Cui 1990) ist je eine Losung 2. Ordnung fiir die Satellitenbewegung im Gravitationsfeld der Erde
nach dem Hori-Schema ausgearbeitet worden. In der Losung von Aksnes sind allerdings nur die zonalen Harmonischen
beriicksichtigt, bei Cui hingegen alle Harmonischen.

In (Cui 1990) ist gezeigt, dass das Hori-Schema basierend auf zwei Lie-Transformationen mit der Anwendung des
Mittelwertverfahrens (5.22) theoretisch nicht vertriglich ist: Wenn (5.22) in (5.23) durchweg verwendet wird, dann
bleibt keine periodische Komponente in der transformierten Storungsfunktion R’ mehr iibrig. Eine zweite Lie-Trans-
formation wird dann nichts bringen. Cui zeigte weiter, dass zur Losung der Hori-Gleichung (5.20) ein ~Quasi-Mittel-
wertverfahren” zuléssig ist. Der Quasi-Mittelwert A einer Funktion A(r) der Zeit ldsst sich definieren durch

Max|A, lim |17 o
W:O(l) und T_)QQ{TI(A(t)—A‘)dt}—O

0

Er kann selbst auch eine Funktion der Zeit sein (gleitendes Mittel). Ersichtlich ist der durch (5.22) definierte Mittelwert
ein Sonderfall des hier definierten Quasi-Mittelwertes. Ein zweiter Sonderfall ist A =A(r). In (Cui 1990) wurden

Mittelwerte aller bei der ersten Lie-Transformation des Losungsvorgangs auftretenden, kurzperiodische und konstante
Komponenten beinhaltenden Terme mittels (5.22) berechnet, wihrend alle langperiodische Komponenten enthaltenden
Terme selbst als ihre Quasi-Mittelwerte angenommen wurden. Damit iibernimmt die transformierte Storungsfunktion
auBler den konstanten Termen auch die langperiodische Komponenten enthaltenden Terme und daher wird die Hori-Idee
durchfiihrbar. Fiir die zweite Lie-Transformation wird das exakte Mittelwertverfahren durchweg verwendet. Dartiber
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hinaus wird eine von Lelgemann (1983) gefundene verallgemeinerte Kepler-Bewegung (siehe Abs. 9.2) anstelle der
Kepler-Bewegung als E, angenommen, so dass die intermediére Bahn alle sidkularen Stérungen 1. Ordnung erfasst.

5.4 Methode von Cui

Die von Cui entwickelte Methodik zielt darauf ab, die zu einer in der Hamilton-Funktion bestehenden integrablen Form
nicht passenden periodischen Terme, soweit wie moglich, durch fast-identische Lie-Transformationen zu beseitigen,
vorausgesetzt, dass eine solche integrable Form tatsédchlich in der gegebenen Hamilton-Funktion besteht und dominiert.
Damit verbleiben die Terme, die nicht durch die fast-identische Transformation eliminiert werden konnen, in der trans-
formierten Hamilton-Funktion. Aus Letzterem entsteht ein moglichst nahe am urspriinglichen System liegendes inte-
grables System durch Vernachlédssigung der nicht zu der integrablen Form passenden Terme. Das Verfahren besteht aus

1) einer elementaren fast-identischen Lie-Transformation, die einen ausgewihlten periodischen Term oder einen
Satz derartiger Terme eliminiert;

2) dazu einer konvergenzbeschleunigenden Hilfsmanahme;

3) einem Schema zu schrittweiser Konstruktion einer fast-identischen Lie-Transformation zur Elimination moglichst
vieler periodischer Terme aus der Hamilton-Funktion.

Das Verfahren lésst sich sowohl auf die Bahntheorie als auch auf andere Gebiete anwenden. Fiir die Anwendung in der
Bahntheorie ist eine integrable Form im Abs. 9 angegeben.

5.4.1 Fast-identische Lie-Transformation zur Elimination ausgewihlter periodischer Terme

Gegeben sei die Hamilton-Funktion
F(X,Y)=F (X,Y)+R (X,Y)+R(X,Y), (5.24)
die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) F'(x,r) stellt eine integrable Form mit der allgemeinen Losung X = x"(1;0), ¥ =Y (;c) dar, wobei 95 die frei

wihlbaren Integrationskonstanten bezeichnet;

(2) R(X.Y)+R(X,Y)=0(¢) mit e<<1; (5.25)

G) ;ig;{t 1; 'fR(x*(z,a),y*(t,a))d,}:o, [R(X" (r.0).Y" (1.00))dr = O(5).- (5.26)

Die Bedingung (2) zeigt, dass die integrable Form F*(X,Y) der dominierende Teil der Hamilton-Funktion ist, wihrend
die Bedingung (3) andeutet, dass R(X,Y) eine periodische Funktion der Zeit mit geniigend kurzer Periode ist.

Es soll folgender Satz bewiesen werden.

Satz: Unter den o.g. Bedingungen (1)~(3) gibt es eine fast-identische Lie-Transformation (XY ):>()2 ,Y), mit der
Erzeugenden
s=[R(X"(t,).Y" (1.00))dt =O(3) (5.27)
die das System (5.24) in
F(X.7)=F (X.7)+R, (X.7)+R(X.7) (5.28)

mit F(X7)=F (XY) . R(XF)=R(X.Y)

X.Y=XY

iy und ‘1%(;2)9)‘ <<‘R(;2j)‘ iiberfiihrt, d.h. den periodischen

Term R(X.y) aus der Hamilton-Funktion eliminiert. An dessen Stelle entsteht ein Term R in hoherer GroBen-

ordnung.

Die sonstigen Terme bleiben dabei unverindert.



A — Einfiihrung in die Problemstellung 47

Fiir den kleinen Parameter d in (5.27) kann § =¢ oder §>>¢ sein; das hiingt vom Resonanzverhalten des Systems ab:
e wenn R(X,Y) kurzperiodisch (entspricht Nichtresonanz) ist, dann ist d =¢ ;
e wenn sie maBig langperiodisch (entspricht méBiger Resonanz) ist, ¢ <<d<<1.

e Im Fall, dass die Periode von R( X ,Y) extrem lang ist, kann § =1 sein.

Der letzte Fall der sogenannten Deep Resonance ist durch die Bedingung (5.27) ausgeschlossen.
Damit lisst sich der zu beweisende Satz folgendermal3en umformulieren:

Satz: Unter den Bedingungen (5.24) - (5.26) lassen sich alle bis auf Terme mdfiger Resonanz durch eine fast-
identische Lie-Transformation eliminieren.

Zum Beweis des Satzes und zur Bestimmung des dabei entstehenden Terms R triigt man (5.24) und (5.28) in (5.15) ein.
Das ergibt

0=R—R+{ﬁ,s}+;(kil)!psk {ﬁ,s}+§%DSk (rR-R)- (5.29)

Da die Variablen ()? ,f) kanonisch sind und das transformierte Gleichungssystem erfiillen, gilt die Gleichung

% = { zZ, 13“} fuir beliebige Funktion 7z = z( )?,)?) der Variablen, insbesondere fiir die Erzeugende s . Die Gleichung (5.29)

nimmt dann (anstelle (5.20) bei Hori) die Form an

s _n s N1 ok(p_ B\ L e(ds), (5.30)
a K R+zka‘ (R R) Z(k+1)!D‘(aIt]

k=1 v - k=1

Aus (5.27) erhélt man

s _p; (5.31)
d

Einfiihrung in (5.30) ergibt dann

ek (5.32)
R 3 Dl R

k=1 k=1

also eine Gleichung zur Bestimmung der Funktion R . Sie ldsst sich folgendermaBen l5sen: Mit dem Ansatz

R=YaDR=a,+Y a,DR>

k=0 k=1

erhilt man

_zzia DR k+m=n ZZH: 1 a D'R n—k Zi 1 a D'R -

Dy ms ms a, s
k>1k' im0 k! k=n-m nzm:o(”—m) kzm:o(k—m)!

Beide in (5.32) eingefiihrt, ergibt die Gleichung

a,R+Y a,D R+ZZ ,m DIR=) —— D) DR

k=1 k=1 m= O L>]

Vergleich der Koeffizienten der Lie-Differentiale D'R auf beiden Seiten ergibt

=0, a,

= ( (k+1)!

d.h. ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten @, mit einer Koeffizentenmatrix von Dreiecksgestalt. Die
Losung ldsst sich direkt schrittweise berechnen. Man erhilt schlieBlich

—z ) DfR = K (R,s)=0(ed) (5.33)

A>l
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und damit fiir die transformierte Hamilton-Funktion:
F=F +R +K(Rs)- (5.34)

Aus (5.24) und (5.34) ersieht man, dass der periodische Teil R der urspriinglichen Hamilton-Funktion durch die mittels
der Erzeugenden (5.31) spezifizierte fast-identische Lie-Transformation beseitigt ist und statt dessen erhélt die transfor-

mierte Hamilton-Funktion einen um die Gréenordnung 0(8) <<1 kleineren Term R . Damit ist der obige Satz be-

wiesen.

Anm.: (1) Die Abwesenheit des absichtlich in der transformierten Hamilton-Funktion belassenen Terms R, in der

Gleichung (5.31) zur Bestimmung der Erzeugenden bzw. (5.32) zur Bestimmung der transformierten
Storungsfunktion erlaubt eine freie Wahl des durch die Transformation zu eliminierenden Teils aus der
Hamilton-Funktion oder eine freie Aufteilung zwischen R, und R. Die einzige Forderung dabei ist, dass R

periodisch sein muss und ihre Integration iiber die Zeit (5.27) klein ist. In der praktischen Anwendung wird
R so gewihlt, so dass R, nur Terme hoherer Ordnung enthilt.

(2) Die durch (5.31)-(5.34) gegebene Transformation ist eine elementare fast-identische Lie-Transforma-
tion, eine fast-identische Lie-Transformation zur Beseitigung eines beliebig gewihlten periodischen Terms.
Durch mehrmalige Verwendung einer solchen elementaren Transformation lassen sich mehre periodische
Terme aus der Hamilton-Funktion eliminieren.

(3) Fiir die Funktion K (R,s) gelten die Rechenregeln:
K(R +R,,s)=K(R.s)+K(R,,s),
K(R,s5,+5,)=K(R,s5,)+K(R,s5,)+ X (R,s.5,) (5.35)
mit
X (Rosss) === ({{Ros b+ {{Ro5. )

+2—14({{{R,sl},sz},sz}+{{{R,sl},s,},‘92}+{{{R,sl},sz},s,}
+{{{R,sz},sl},s,} +{{{R,sz},s,},sz} +{{{R,sz},sz},s,}) +oe (5.36)

Eine die Konvergenz beschleunigende MaBnahme: Nun werde die Hamilton-Funktion (5.24) erneut aufgeteilt gemaf
F(X.Y)=F (X.Y)+R (X.Y)+R(X,Y)=F (X.Y)+(R.(X.Y)-P(X.Y))+(R(X,Y)+P(X.Y)),

wobei P(X,Y) eine durch eine fast-identische Transformation eliminierbare periodische Funktion der Zeit ist. Eine fast-

identische Lie-Transformation mit der Erzeugenden

s=_[(R+P)dt:det+det=§+As (5.37)

wird die periodischen Terme R+P  beseitigen und statt dessen eine kleinere = Komponente
K(R+P,§+As)=K(R,5)+K(R,As)+ X (R,5,As)+ K(P,5)+ K(P,As)+ X (P,5,As) in der Hamilton-Funktion belassen. Damit
ergibt sich die transformierte Hamilton-Funktion nach (5.34) zu

F'=F +R -P+K(R5)+K(RAs)+ X (R,3,As)+ K(P,8)+ K(P,As)+ X (P,5,As) . (5.38)
Als Funktion p(x,y) wihlt man die periodische Komponente von g (R,3):

P(X.Y)=K,(R.5)= K(R5)-K, (Rj3), wobei K (R.) die nicht durch eine fast-identische Transformation eliminierbare

Komponente von g (R,3) ist. Eintragen in (5.38) ergibt
F'=F +R +K,(R,5)+K(R,As)+ X (R3,As)+K(P,5)+K(P,As)+ X (P,5,As) - (5.39)

Da As= _[K ,(R.8)dr groBenordnungsméBig kleiner als § = J.Rdt ist, ist die in (5.39) iibrig gebliebene Storungsfunktion
K(R,As)+ X (R.3,As)+ K(P,5)+K(P,As)+ X (P,3,As) Kleiner als K(R,s) in (5.34). Mit anderen Worten: die Transforma-
tion (5.37) mit P(X,Y)=K,(R,5) beseitigt mehr periodische Komponenten aus der Hamilton-Funktion als die Transfor-

mation (5.31). Damit beschleunigt der zusitzliche Term As in der Erzeugenden den Konvergenzvorgang fiir sukzessive
Eliminationen der periodischen Komponenten vermittels der fast-identischen Lie-Transformationen.
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Die hier konzipierte Methode zum sukzessiven Aufbau einer fast-identischen Lie-Transformation ldsst sich vielfach
verwenden. In den néchsten Abschnitten werden zwei Anwendungsweisen vorgestellt.

5.4.2 Konstruktive Uberpriifung der Integrabilitiit eines gegebenen Bewegungsproblems durch fast-identische
Lie-Transformationen

Es sei die Hamilton-Funktion
F=F +R=F" +R +R,+R, +... (5.40)
eines dynamischen Systems gegeben, worin F~ eine integrable Form darstellt; R=0(e) sei die rein periodische

Storungsfunktion mit den Termen R, =O(ak) in verschiedenen Ordnungen. Angenommen sei, dass hochstens eine

Resonanz in Termen 2. und hoherer Ordnung auftritt:

0(8) fir k=1

, 5.41
O(s"’“) fir k>2 (541

Jdet = periodisch = {

worin 0<a <2 die Stirke der Resonanzeffekte angibt. Eine Lie-Transformation mit der Erzeugenden
"= [Rdr=0(e)

wird den Term R, der Storungsfunktion R eliminieren und statt dessen eine durch R, und s" nach (5.33) bestimmte
Reihe

1 (S| P
K(Rl,s())::;(—l) mD‘(,)RI (5.42)

zuriicklassen. Nach der Abtrennung aller mit der integrablen Form zusammenpassenden Komponenten F ' aus der
Klammer-Reihe k ( R, s(‘)) erhilt man die transformierte Hamilton-Funktion

F=F+F"4 (K(R,s“))— F*“)) +R, +Ry+..= FV+RV.
Nun stellt

FO=F +F0

ein integrables Niherungssystems zu dem gegebenen dynamischen System dar; die Storungsfunktion des transformierten
Systems, R = 0(52) , ist das Residuum. Der Anniherungsgrad ist daher 1. Wenn die Storungsfunktion die Bedingung

(5.41) erfiillt, dann ldsst sich eine zweite fast-identische Transformation einfiihren. Die entsprechende Erzeugende und
die transformierte Hamilton-Funktion sind

s =[RVar=0(e).

F=F +F V4 (k(RY,s0) = F) = p 4 gD
mit dem Residuum R® =0 (R(l) ) -0 (s(z)) =0(e"") und dem Anniherungsgrad 4-a-1=2(2-a)+o-1.
Eine dritte Transformation wird das Residuum zu R® = 0(54(2’“)*“) reduzieren, also ein integrables Niherungssystem
des Grades 4(2-a)+a-1 erstellen. Im allgemeinen erhilt man ein integrables System vom Annéherungsgrad

v, =2"(2-a)+a-1 (5.43)
mit dem Residuum der Ordnung 0(8‘"”) nach der k-ten Transformation (k>2).

Anm.: Es ist ersichtlich, dass sich der Anndherungsgrad durch jede eingefiihrte Transformation um
v, -V, =2"7?(2-a)>0 erhoht. Die Erhohungsrate erhoht sich ihrerseits mit der wachsenden Anzahl der

Transformationsschritte.
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Beispiel: Fiir o.=1 ergibt sich der Anniiherungsgrad v, =4 bei der dritten Transformation; weitere Transforma-
tionen fiihren zu v, =8, v, =16 usw. Fiir o.=3/2 ergibt sich entsprechend v, =5/2, v,=9/2 und v,=17/2.

Dieser Vorgang bricht ab, sobald ( z.B. nach der k —ten Transformation) das Residuum die Bedingung (5.41) nicht
mehr erfiillt. Damit liegt ein das gegebene Bewegungsproblem am besten annéherndes integrables System vor. Das ge-
gebene dynamische System ist also durch ein integrables System v, -gradig ndherungsweise oder kurz v, -gradig
integrabel. Wenn sich der o.g. Vorgang unbegrenzt fortsetzen lisst, d.h., die Bedingung (5.41) durch das sich jeweils
aus der fast-identischen Transformation ergebende Residuum immer erfiillt wird, dann erweist sich das gegebene System
als integrabel.

Ausgangssystem
k=0

Einteilung der Hamilton-Funktion

und Uberpriifung (5.27)

Nicht erfiillt

peinliches

Erfiillt
k=k+1
k-te Lie-Transformation:
Erzeugende Integrables Niherungssystem
transformierte Hamilton-Funktion Vi -Grades

Abb. 5.1 Auffinden eines ein gegebenes System am besten anndiherndes integrables System

Ausgangssystem)
k=0

k=k+1

Einteilung der Hamilton-Funktion | Nicht erfillt
und Uberpriifung (5.27)

(.

Erfiillt

-
k-te Lie-Transformation:
Erzeugende

transformierte Hamilton-Funktion

-

Beschleunigte k-te Lie-Transformation:
Erzeugende
transformierte Hamilton-Funktion

Abb. 5.2 Konstruktion des fiir eine Losung gewisser Ordnung verwendeten integrablen Ndherungssystems
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Der mathematische Unterschied zwischen einem v, -gradig integrablen System und einem (echt) integrablen System be-
steht darin, dass jedes integrable Niherungssystem eines v, -gradig integrablen Systems eine asymptotisch geniherte

Losung des urspriinglichen Systems ergibt, wihrend die integrablen Niherungssysteme eines (echt) integrablen Systems
die ersten Terme der konvergenten Losungsreihe des Systems ergeben.

Eine theoretisch vertrigliche Abschitzung der Genauigkeit einer asymptotisch genidherten Losung liegt bisher nicht vor.

5.4.3 Konstruktion eines integrablen Niherungssystems fiir eine Losung gewisser Ordnung eines vorgelegten
Bewegungsproblems

Eine Losung J. Ordnung eines gegebenen dynamischen Systems ist eine formale Niherungslosung des Systems mit dem
Abbruchfehler der Ordnung 0(8’ “) in periodischen Komponenten und 0(5’ *2) in sikularen Komponenten, worin € fiir

den das System charakterisierenden kleinen Parameter steht. Dabei ist es nicht erforderlich, dass das fragliche System
integrabel ist. (In den meisten Fillen ist die Integrabilitit eines System nicht einfach festzustellen.) Eine derartige
Losung bekommt man aus den Integralen eines zu dem gegebenen System J + 1-gradig integrablen Niherungssystems
(allerdings nur wenn es existiert) zusammen mit der zum Aufbau dieses Systems durchgefiihrten fast-identischen Trans-
formation. Bei der Berechnung der Transformation sind nur Terme bis zur Ordnung o(s’) zu berticksichtigen.

Die Anzahl K der zum Aufbau des integrablen geniherten Systems geforderten fast-identischen Transformationen ldsst
sich mittels der Ungleichungen

ve=2""(2-a)+a-12J+1 und v, =27 (2-a)+a-1<J+1

bestimmen; sie hiangt von dem Resonanzverhalten des dynamischen Systems ab. Beispielsweise sind fiir eine Losung 3.
Ordnung 3 Transformationen bei o=1 und 4 Transformationen bei o.=3/2 erforderlich. Sobald die Anzahl K fest-
gelegt ist, ldsst sich das angestrebte integrable Niherungssystem nach dem im vorigen Abschnitt angegebenen Schema
schrittweise konstruieren. Mit Hilfe der im Abschnitt 5.4.1 konzipierten Maflnahme zur Beschleunigung der Konvergenz
kann ein Transformationsschritt gespart werden. Das Ablaufschema ist in Abb. 5.2 angegeben.
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Abschnitt B

Theoreme iiber Bewegungsintegrale

In diesem Abschnitt werden aus der Literatur bekannte Theoreme iiber Integrabilitiat/Nichtintegrabilitit von dynami-
schen Systemen zusammengetragen. Dariiber hinaus werden neue Theoreme iiber das Vorliegen von Bewegungs-
integralen vorgestellt und ihr Zusammenhang mit bekannten Theoremen aufgezeigt.

6. Aus der Literatur bekannte Theoreme

6.1 Zyklische Koordinaten

Generalisierte Koordinaten, die in der Lagrange-Funktion L oder der Hamilton-Funktion H eines Bewegungsproblems
nicht explizit auftreten, werden zyklische oder verborgene Koordinaten genannt. Jede solche Koordinate hat ein
Bewegungsintegral zur Folge (Schneider I 1992).

Fasst q' die in der konkreten Formulierung eines Bewegungsproblems zyklischen Koordinaten unter den gewihlten

generalisierten Koordinaten g := (5_1',5_1") zusammen, so folgt wegen
vV L=0 (6.1)

aus den zugehorigen Lagrange-Gleichungen 2. Art (Schneider I 1992), d.h. aus

d

E(VQ,L)—Vq,Lzo,

als Resultat
d

—(Vq/ L) =0 = V,L= o (o Integrationskonstante). (6.2)
dt

Ubersetzt in die Hamiltonsche Formulierung bedeutet das die zeitliche Konstanz der zu den q” kanonisch konjugierten

Impulsen p’, d.h. die Bewegungsintegrale

p=VL=a. 63)
Mit Hilfe dieser Bewegungsintegrale kann man die Ordnung der Lagrange-Gleichungen 2. Ordnung gerade um die
Anzahl der zyklischen Koordinaten verringern. Fiithrt man nidmlich die durch

R=L-qa' 64

definierte Routhsche Funktion ein und ersetzt in den Lagrange-Gleichungen die Lagrange-Funktion L durch diese, so
verbleiben fiir die nichtzyklischen Koordinaten q” die Gleichungen

L(V,.R)=V, R=0- 65
dt

Darin hat R die Bedeutung einer Lagrange-Funktion eines dynamischen Systems von n — j (j= Zahl der zyklischen

Koordinaten in L) Freiheitsgraden. Das legt die Frage nahe, ob man ein Bewegungsproblem nicht von vorn herein so
formulieren kann, dass alle gewihlten generalisierten Koordinaten zyklisch sind. Das hitte auch nach Lagrange die
Bewegungsintegrale

V,L=q (j = n Integrationskonstanten) (6.6)

zur Folge, also iibersetzt in die kanonische Formulierung die zeitliche Konstanz aller generalisierten Impulse p. Das
gleiche Ergebnis folgt natiirlich auch aus den kanonischen Gleichungen

0=V,L — -V H=p = p=oa. (6.7)
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Die Bahn wiirde sich in diesem Falle durch Quadratur der kanonischen Gleichungen
4=V H (1)
ergeben, die besonders einfach wird, wenn die Hamilton-Funktion nicht explizit zeitabhéngig ist. Wegen
G=V,HO)=0 (w Konstante) (6.8)
folgt dann ja nach unbestimmter Integration iiber t

gy =0t +p (p Integrationskonstante). (6.9)

Zusammengefasst:

Zyklische Koordinaten vereinfachen die Losung der Lagrange-Gleichungen 2. Art wie auch die der kanonischen
Gleichungen. Das Auftreten zyklischer Koordinaten hingt mit der getroffenen Wahl der generalisierten Koor-
dinaten zusammen. Gibe es eine Wahl generalisierter Koordinaten so, dass alle q ausnahmslos zyklisch sind,
dann besiBe die Hamilton-Funktion die Funktionsstruktur H (p,t) und die Bahn g(¢) lieBe sich durch Quadra-

tur der kanonischen Gleichungen
q=V,H(o1)
berechnen, in denen o die konstanten generalisierten Impulse p sind.

Da die bei der Formulierung eines Bewegungsproblems gewihlten generalisierten Koordinaten ¢ i. allg. nicht sidmtlich
zyklisch sein werden, stellt sich die Frage wie folgt:

Gibt es eine Variablentransformation q— q’, so dass die transformierten generalisierten Koordinaten scimtlich

zyklisch sind ?

In der Hamilton-Mechanik lduft das auf die Aufgabe hinaus, eine geeignete kanonische Transformation zu bestimmen,
die auf eine Hamilton-Funktion fiihrt, die von keiner generalisierten Koordinate mehr abhingt. Dem gleichwertig ist es,
durch Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung die eine solche kanonische Transformation vermittelnde erzeugende
Funktion aufzusuchen. Ob sich diese Aufgabe l6sen lisst, lduft auf die Losbarkeit der Hamilton-Jacobi-Gleichung
hinaus (Schneider 1 1992).

Anm.: Schmeidler hat in (Schmeidler 1958,1962) gezeigt,

”dass Hamiltonsche Systeme immer dann Integrale, die ganzen Klassen von Potentialfunktionen gemeinsam
sind, besitzen, wenn zyklische Koordinaten vorhanden sind”.

Er stellt mit Hilfe der von Lie entwickelten Theorie der Transformations- und Funktionengruppen Kriterien
auf, mit denen man erkennen kann, ob zyklische Koordinaten und Integrale entsprechender Art vorliegen.
Damit kann er bekannte Fille, in denen die Grundgleichung der Stellardynamik Integrale besitzt, verifizieren
und iiberdies zeigen, dass iiber die bekannten Integrale hinaus keine weiteren von gleicher Art moglich sind.
Das Ergebnis erweist sich als Sonderfall einer von Lynden-Bell diskutierten Klasse von Integralen der Grund-
gleichung der Stellardynamik, ist aber methodisch unabhdngig gewonnen.

6.2 Energie- bzw. Jacobi-Integral

Da man durch Ubergang in einen erweiterten Phasenraum R*"*? erreichen kann (Schneider I 1992), dass das dynamische
System durch eine zeitunabhingige Hamilton-Funktion H (q,p) beschrieben werden kann, soll im folgenden nur der

Fall eines solchen autonomen Systems behandelt werden. Dann ist wegen (Giacaglia 1972, Schneider I 1992)

ai _oH _ ., _p. (6.10)
dt ot

Mit der Beziehung von Hamilton- und Lagrange-Funktion (Schneider I 1992) folgt der Erhaltungssatz

pa-L(qa.9(q.p))=E.



54 B — Theoreme tiber Bewegungsintegrale

Wenn nun die Lagrange-Funktion darstellbar ist durch (Fliesbach 1996, Schneider I 1992)
L(a.4:1)=T(a.4:1) =V (a:7)
also durch die Differenz von kinetischer Energie 7 und potentieller Energie V , dann lautet der Erhaltungssatz, driickt
man die generalisierten Impulse aus durch
p=V,L
und setzt man noch
V,L=V,T,
so folgt
qv,r-(T-V)=E- (6.11)

Anm.: Querstriche bedeuten hier und im weiteren, dass die jeweilige Variable, gelesen als Spaltenmatrix, transponiert
wird, also zu einer Zeilenmatrix wird.

Die kinetische Energie T setzt sich nun aus drei Anteilen hinsichtlich ihrer Abhingigkeit von den generalisierten
Geschwindigkeiten zusammen (Schneider I 1992)

T=T,+T,+T,,

worin der untere Index auf eine quadratische, lineare und keine Abhingigkeit hinweist. Mit der Eulerschen Homo-
genititsrelation (Schneider I 1992) folgt dann

qV,T=2T,+T,

und damit die Erhaltung der Hamilton-Funktion in der Gestalt
T,-T,+V(q,t)=E.

In dieser Form ergibt sich bei rheonomer Transformation
r=r(q.r)
T,=T,=0 — T=T,

die Erhaltung der Gesamtenergie des dynamischen Systems,
T+V(q,t)=E.

Im rheonomen Fall heiflit der Erhaltungssatz fiir die Hamilton-Funktion das Jacobi-Integral. Dieses beinhaltet nicht die
Erhaltung der Gesamtenergie, sondern ist ein erweiterter Erhaltungssatz. In beiden Fillen ist die Erhaltung der
Hamilton-Funktion eine Bedingungsgleichung fiir die Phasenbahn

X(1)=(a(1)-p(1))
des dynamischen Systems, weil

H(x)=E
in Phasenraum eine (25 -1)-dimensionale Hyperfliche (Gutzwiller 1990, Schneider I 1992) definiert, auf die die
Bewegung eingeschrinkt ist. Aus der vollstindigen Zeitableitung

dﬂzaﬂJr;Hx
dr ot

folgt namlich die Orthogonalitit,
XH =0, (6.12)

von X und dem Gradienten H, der durch (6.10) definierten Hyperfliche. Zufolge dieser Orthogonalitiit liegt X stets in
dieser Hyperfliche (Schneider I 1992). Der Betrag wird wegen

X" =%k =%®,H, =-H ®x=-HOH =H.H, (6.13)

mit der kanonischen Matrix
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@, :[ U } (1 -- Einheitsmatrix, 0 -- Nullmatrix) (6.14)
0

A (H,

durch den Betrag des Gradienten H_ bestimmit.

(H,

Abb. 6.1 Geschwindigkeit |X| und Dichtigkeit der Hyperfldchen im Phasenraum

Mit abnehmendem Abstand der Hyperflichen (Abb. 6.1 )
H(x)=E und H(x)=E+3E
im Phasenraum wichst der Betrag |x| der Geschwindigkeit. Die Bewegung im Phasenraum ist auerdem charakterisiert
durch
V.x=0
d.h., durch verschwindende Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes (Schneider I 1992)
X=X(x,1)=®H, (x,1) (6.15)

6.3 Theoreme von Poincaré und von Bruns

Giacaglia fiihrt in (Giacaglia 1972) zur Frage, von welcher Form Bewegungsintegrale sicher nicht sind, aus:

“were considered in a too much general form and thought to prevent the lightest chance of integrability of
dynamical system. In fact celebrated problems like the n-body gravitational problem, the restricted problem of
three bodies, the asymmetric top and others have been proved to be non-integrable in the sense that in
particular coordinates and cases, there are no uniform integrals or even more special cases like algebraic or
analytic integrals.”

So hat Poincaré in (Poincaré 1957) das folgende Theorem bewiesen:

6.3.1 Theorem von Poincaré

Das durch die kanonischen Gleichungen

&y _oF dy _

_oF

— i=1,..,n
dt dy, dt ox,

mit der Hamilton-Funktion (€ Kleinheitsparameter)

F=F, +eF +&'F,+..., Fy=Fy(x), * o (6.16)
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beschriebene dynamische System mit n Freiheitsgraden hat, von bestimmten Ausnahmefiillen abgesehen, keine weiteren
analytischen und uniformen Bewegungsintegrale als das Integral

F = const.
Wichtig sind die getroffenen Voraussetzungen (Hagihara 1957)
1. Explizite Zeitunabhingigkeit der Hamilton-Funktion: 0F /9r=0.

2. Im ungestorten Fall ¢ =0 ist die Hamilton-Funktion allein von den Impulsen x abhingig F = F,(x) .

3. Die Hamilton-Funktion ist im gestorten Fall in eine Potenzreihe nach dem kleinen Parameter entwickelbar

F=Y¢"F,(x,y) = F,(x) +eF (x,y) + £’ F,(x,y) +...

v=0

4. Die Hessesche Matrix ist hinsichtlich der n Variablen x, von Null verschieden.

Das bedeutet:

Ad 1. Das dynamische System wird als autonom vorausgesetzt. Das kann ggf. durch Ubergang in den erweiterten
Phasenraum erreicht werden.

Ad 2. Es wird vorausgesetzt, dass im ungestorten Fall das dynamische System vollstindig in zyklischen Variablen
formulierbar und damit integrabel ist. Mit anderen Worten: im ungestorten Fall wird die Darstellung mit Winkel-/
Wirkungsvariablen als moglich angenommen.

Ad. 3. Die Potenzreihe kann abbrechen. Die einzelnen Reihenterme konnen im allg. von allen kanonischen Variablen
abhingen.

Zur Beweisfiihrung wird auch auf (Hagihara 1957) verwiesen. Dort wird auch bewiesen das Theorem von Bruns.

6.3.2 Theorem von Bruns

Bruns hatte 1887 gezeigt, dass das folgende System von kanonischen Bewegungsgleichungen fiir das in den Jacobischen
Koordinaten (Schneider 11 1993, Stumpff 1959 ff) formulierte Mehrkorperproblem

dy _OF  dy, _

_9F
dt 9y, dr ox,

i=12,..N,N=3n-3

mit der Hamilton-Funktion

N 2
FeY2lu e M (6.17)
o 2W, M.

i

aufer den klassischen Integralen keine weiteren in den Koordinaten und Impulsen algebraischen Integrale besitzt. D.h.,
es existieren keine Integrale der Form

T Dlsees Yy s Xpsees Xy ) = (a willkiirliche Konstante)

worin die Funktion f algebraisch in den Variablen y und x ist.
Anm.: In (Hagihara 1957) findet man tiberdies den Beweis, dass es auch keine zeitabhingigen Bewegungsintegrale

FDprecer Vo Xpoen X, ) =a (@ willkiirliche Konstante)

des n-Teilchensystems

dy, oF dy, _ OF

dt  dy, dr  ox

gibt, wenn f algebraisch in den Variablen ist.
Das Theorem von Poincaré ist einerseits allgemeiner als das Theorem von Bruns, weil Poincaré zeigt,

“not only that there exists no algebraic integral, but that there exists not even a transcendental uniform integral,
and not only that an integral cannot be uniform for all values of the variables, but that it cannot remain uniform
for all value even in a restrained domain”(Hagihara 1957).
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Andererseits ist das Theorem von Bruns allgemeiner (Hagihara 1957). als das von Poincaré, weil dieser nur zeigen
kann,

“that there can exist no algebraic integral for all rather small values of masses, and Bruns demonstrates that
there exist none for any system of values of masses:”

6.4 Theorem von Stiackel

Broucke fiihrt in (Broucke 1981) aus:

"It is not known what is the most general separable system with n degrees of freedom. However it is known what
is the most general separable diagonal system with n degrees of freedom. This was discovered by Stdckel
(Stdickel 1891), and such systems are now called Stdckel Systems."”

Das Keplerproblem ist ein sog. Stickelsystem, d.h., es wird durch eine (verkiirzte) Hamilton-Jacobi-Gleichung
beschrieben, die durch Separation der Variablen streng gelost werden kann (Schneider 1 1992 und 1V 1999).

Mit anderen Worten:

es kann eine ausreichende Anzahl von Bewegungsintegralen angegeben werden, so dass die Losung des
Bewegungsproblems auf die Ausfiihrung von Quadraturen hinausldufft.

Nach dem Theorem von Stickel muss die Hamilton-Funktion F' die Funktionsstruktur (Stéickel 1891, Schneider 1 1992)
H =%§Ap+‘7(q) (6.18)

aufweisen mit den kanonisch konjugierten Variablen
q— generalisierte Koordinaten
p — generalisierte Impulse

und der Diagonalmatrix

A(q) 0
A= (6.19)

0 A, (q)

Auf eine solche Funktionsstruktur fiihrt die Verwendung orthogonaler krummliniger Koordinaten als generalisierte
Koordinaten q. Die Elemente der Diagonalmatrix A lauten in diesem Fall

L (6.20)
m g,(q)

so dass die Hamilton-Funktion eines Stéickelsystems die Gestalt hat

1< 1 P 6.21
=— pi+V(Q)- (6.21)
2mE gy (@)

Fordert man noch, dass das durch

V =-mU (6.22)
definierte Potential U(q) Losung der Laplace-Gleichung (Schneider I 1992 und IV 1999)
AU =0 (6.23)
sein soll, dann ist die zulidssige Funktionsstruktur der potentiellen Energie
pos i) (6.24)
=1 8u(Q)

Die im Stickel-Theorem geforderte Struktur der Hamilton-Funktion ist also

1S 1
H=T+V=— 2+ f(q (6.25)
2m;gkk @ @)

Wie diese Funktionsstruktur fiir die 11 bekannten Sétze orthogonaler krummliniger Koordinaten konkret aussieht wird
eingehend in (Schneider IV 1999) erortert. Die Einschriankung (6.24) der zuldssigen Funktionsstruktur der potentiellen
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Energie engt die Moglichkeiten, fiir die Storungsrechnung geeignete intermedidre Losungen anzugeben, erheblich ein.
Neben dem Keplerproblem hat in der Theorie der Satellitenbahnen nur das Vinti-Problem eine gewisse Bedeutung als
intermedidres Bewegungsproblem erlangt (Schneider IV 1999, Stumpff 1959).

Anm.: Die von Liouville angenommene Gestalt der verkiirzten Hamilton-Jacobi-Gleichung, die Separierbarkeit zuldsst,
ist ein Sonderfall der im Theorem von Stdckel vorausgesetzten Funktionsstruktur (Thiry 1970).

Die Vermutung, dass ein kanonisches System integrabel ist, wenn die Hamilton-Jacobi-Gleichung separierbar ist,
beides also als synonym angesehen werden kann, ist nicht zutreffend.

Griinde sind:
1. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung muss nicht separierbar sein, um losbar zu sein (Erwe & Peschl 1973).

2. Mit dem Theorem von Stickel und den in ihm enthaltenen Sonderfillen (Theorem von Liouville) ist nur der Bereich
der orthogonalen krummlinigen Koordinaten abgedeckt, also durch Fldchen 1. und 2. Ordnung (Quadriken)
bestimmte orthogonale krummlinige Koordinaten (Moon & Spencer 1961, Schneider IV 1999).

Im Hinblick auf Anwendungen in der Bahntheorie fehlen fiir Koordinaten, die durch Flichen 4. Ordnung (Zykliden)
definierbar sind, einschligige Untersuchungen. Bei diesen Koordinaten, unter die sich die auf Quadriken definierten
Koordinaten subsumieren lassen, liegt in der Regel keine einfache Separabilitit mehr vor, vielmehr hiufig eine sog. R-
Separabilitiat (Moon & Spencer 1961, Schneider IV 1999).

Weitere Definitionsmoglichkeiten fiir Koordinaten sind in (Neutsch 1995) zu finden.

6.5 Die Theoreme von Painleve und Ziglin

Das Theorem von Kolmogorov behauptet Stabilitdt invarianter Tori eines ungestorten integrablen Hamiltonschen
Systems unter kleinen Storungen, d.h. das Fortbestehen bedingt periodischer Bewegungen eines integrablen kanonischen
Systems bei hinreichend kleinen Storungen. Bewiesen wurde das Theorem von Arnold und Moser, wobei in den
Beweisen wie auch in der Beweisskizze von Kolmogorov eine aus der Theorie diophantischer Gleichungen als Irratio-
nalitdtsbedingung bekannte Bedingung eine Rolle spielt, die zuerst von Siegel in dhnlichen Untersuchungen verwendet
worden ist. Nach dem KAM-Theorem (Moser 1973, Contopoulos 2002, Morbidelli 2002, Lichtenberg & Lieberman
1983, Rebhan 1999, Schneider 11 1993) werden die Tori des ungestorten Problems durch die Storung lediglich verformt,
aber nicht zerstort. Die Trajektorien bleiben an Tori gebunden. Unter den im KAM-Theorem angegebenen Bedingungen
kann wie im ungestorten integrablen System auch im gestorten System auf Winkel-/Wirkungsvariable transformiert
werden.

Setzt das KAM-Theorem an den Tori an, so liegt dem Theorem von Ziglin eine Stabilititsbetrachtung zugrunde. Der
Satz von Hartman-Grobman (Steeb & Kunick 1989) macht u.a. die Aussage

*
Die Bahnen eines nichtlinearen Systems konnen lokal in der Umgebung eines Fixpunktes X in diejenigen des
zugeordneten linearen Systems mittels einer stetigen Koordinatentransformation abgebildet werden.

Es wird so verstindlich, dass ein dynamisches System dann nichtintegrabel ist, wenn die (lineare) Stabilititsanalyse
ergibt, dass die Bahnen des linearen Systems (Losungen der Poincaréschen Variationsgleichungen) in der Umgebung

£
von X instabil sind.

6.5.1 Das Theorem von Painleve

Das Theorem von Painleve spricht eine Vermutung der Integrabilitiit eines dynamischen Systems aus, die auf der
sogenannten Painleve-Eigenschaft beruht. Sie formuliert ein notwendige Bedingung an die ins Komplexe fortgesetzte
Differentialgleichung
dx Fortsetzung dw n
—=f(x,t)}———g=—> —=F(W,z) we ,ze(C"
dt ( ] ins Komplexe dz ( ) C C )

(6.26)

Wenn ein dynamisches System die Painleve-Eigenschaft besitzt, dann ist es nach der Painleveschen Vermutung
integrabel. Es sind jedoch integrable dynamische Systeme bekannt, die die Painleve-Eigenschaft nicht besitzen. Ein
Beispiel dafiir, das Lotka-Volterra-System, findet man in (Steeb & Kunick 1989).
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Die Vermutung von Painleve geht urspriinglich auf eine Idee von Sophie Kovalevskaya zuriick (Jackson 1990):

Kovalevskaja for the first time, introduced the concept of a complex time variable into the study of dynamics,
and she noted that all of the integrals of known integrable systems are meromorphic functions in the entire
complex z-plane (that is, the integrals are single-valued analytic functions of z except for poles, which are
movable).

Eine zentrale Rolle spielen danach die sog. meromorphen Funktionen (Jénich 1999). Eine Funktion f(z):U < C heiBt

meromorph, wenn sie in der offenen Menge U < (C bis auf Pole holomorph ist. Pole sind einer von drei Singularitiits-
typen:

hebbare Singularitit ——— Pol ——— wesentliche Singularitiit .
Ein Punkt z,, der nicht zum Definitionsbereich U von f gehort, um den es aber eine kleine offene Kreisscheibe gibt, in
der er der einzige nicht zu U gehorige Punkt ist, heif3t isolierter Punkt oder auch isolierte Singularitét.
Eine isolierte Singularitit hei3t (Janich 1999)

¢ hebbar, wenn f durch eine geeignete Festsetzung von f(z,) zu einer auf der Menge U U{z,} holomorphen

Funktion wird. Durch die Festsetzung wird der Definitionsbereich von fum das punktformige Loch erweitert.

e Pol, wenn sie nicht hebbar ist, es aber ein m>1 gibt, so dass die Funktion ( z— zo)"' f ( z) bei z, eine hebbare
Singularitit hat. Das kleinste derartige m heifit die Ordnung des Poles.
e wesentliche Singularitit von f, wenn f weder hebbar noch ein Pol ist.

Die Untersuchung der Singularititenstruktur der ins Komplexe fortgesetzten Differentialgleichungen, die das dynami-
sche System beschreiben, gibt nun Hinweise darauf, ob das betrachtete System integrabel ist oder nicht. Painleve und
andere haben dieses Losungsverhalten gewohnlicher Differentialgleichungen im Komplexen untersucht, die sog.
Painleve - Eigenschaft. Sie ist wie folgt definiert.

Definition der Painleve-Eigenschaft: Die Differentialgleichung n-ter Ordnung

d'w _ z,w,...,—d”_lw (6.27)
dzn dZ’kl
n-1
mit F rational in w,..., e und analytisch in Z oder ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung
Z
g=1,....n)
dw;
dzj =F,(W,,...w,) (6.28)

mit F, rational in w_,..,w, hat die Painleve-Eigenschaft, wenn alle ihre Losungen nur bewegliche Pole
besitzen.
D.h., bewegliche wesentliche Singularititen und bewegliche Verzweigungspunkte sind nicht zugelassen (Ince 1956,
Steeb & Kunick 1989).
Beispiel: Die Differentialgleichung
dt
wird gelost durch
Yo

x= x0=x(0)~

1—x,t

Diese allgemeine Losung hat bei r=1/x, einen einfachen Pol, dessen Lage von der Anfangsbedingung x,

abhingt: beweglicher Pol.

Hingegen hat die allgemeine Losung x=0 der Differentialgleichung ﬂ:i bei r=1 eine feste

1-1¢ d 1-t
Singularitiit.
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Eine notwendige Bedingung dafiir, ob eine Differentialgleichung im Komplexen die Painleve-Eigenschaft hat, enthilt
das

Theorem (notwendige Bedingung fiir die Painleve-Eigenschaft):

Notwendig fiir das Vorliegen der Painleve-Eigenschaft der Differentialgleichung (6.27) bzw. des Gleichungs-
systems (6.28) ist, dass es Laurentreihen

w@2)=(z-2) Da,(z-z) (6.29)

Jj=0

bzw.

w(2)=(z2-2,) zah z-z) (6.30)

gibt, die die allgemeine Losung der Differentialgleichung in einer Umgebung des Poles z = z, darstellen.
D.h. (n-1) Entwicklungskoeffizienten a; bzw. a,; miissen beliebig wihlbar sein.

Die in diesem Theorem geforderte Darstellbarkeit der allgemeinen Losung durch eine Laurentreihe fiihrt auf die sog.
singuldre Punktanalyse. Dazu wird die Laurentreihe als Losungsansatz verwendet und in die zu 16sende Differential-
gleichung eingetragen. Die auszufiihrenden Schritte sind in (Steeb & Kunick 1989) ausfiihrlich behandelt. Dort finden
sich auch Beispiele zur Anwendung.

Anm.: 1. Das Theorem formuliert nur eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen der Painleve-
Eigenschaft. Eine hinreichende Bedingung findet man in (Ince 1956).

2. Die Bezeichnung meromorph (= bruchformig) riihrt daher (Jdnich 1999), dass die meromorphen
Funktionen gerade diejenigen sind, die sich lokal als Quotienten holomorpher Funktionen darstellen lassen.

3. Eine holomorphe Funktion ldsst sich i.allg. um eine isolierte Singularitdit nicht in eine
Potenzreihe entwickeln, wohl aber in eine Laurentreihe

z (z-2)' & Zc (z—2)" und ic,,(z—zo)"
n=0

n= n=l1

Hauptteil Nebenteil

6.5.2 Das Nichtintegrabiltiitstheorem von Ziglin

Mit Hilfe des Theorems von Ziglin lésst sich herausfinden , ob ein autonomes dynamisches System neben der Hamilton-
Funktion weitere analytische erste Integrale besitzt. Es ist wiederholt verwendet worden, um die Nichtintegrabilitit
dynamischer Systeme zu beweisen, beispielsweise in (Irigoyen & Simo 1993) zum Nachweis der Nichtintegrabilitéit des
Hauptproblems der Theorie der Satellitenbahnen. Ehe das Theorem angegeben wird, sollen einige vorbereitende
Erldauterungen vorangestellt werden.

6.5.2.1 Linearisierung der Bewegungsgleichungen: Poincarésche Variationsgleichungen

Betrachtet werde ein autonomes dynamisches System

=f(x)
Diese Bewegungsgleichungen sollen linearisiert werden. Dazu werde angesetzt

= x0) o+ 80 (631)

bekannte Losung Storung

dx
di

mit |6(r] | < |x“ (¢) | Eingetragen in die Bewegungsgleichung ergibt sich nach Taylorentwicklung um x (z)
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dd(r)
dt

=Al (1) (6.32)

mit der Jacobi-Matrix A (x,(1)):=(V,f)

x0(1)
Aus der Poincaréschen Variationsgleichung kann die Storung 6(t) der ungestorten Bewegung Xo(z‘) berechnet
werden. Dabei sind vor allem zwei Fille in der Anwendung von Interesse

1. Gleichgewichtspunkt als ungestorte Bewegung: x,(7)=x, = A(r):=A . Die Variationsgleichung ist jetzt eine

lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanter Koeffizientenmatrix A.

2. Die ungestorte Bewegung ist eine periodische Bewegung, beispielsweise eine elliptische Kepler-Bewegung. Die
Variationsgleichung ist jetzt eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit periodischen Koeffizienten.

Fiir beide Fille gibt es eine gut ausgearbeitete Losungstheorie. Die Poincarésche Variationsgleichung ist Grundlage
zahlreicher Stabilitiatsuntersuchungen in linearer Niaherung, insbesondere der sog. indirekten Methode von Ljapunoyv,
basierend auf dem Prinzip der ersten Anniherung (Ljapunov 1966, Leipholz 1968, Schneider I 1992). Beispiel:
Lineare Stabilititsuntersuchung der Trigheitsdrehbewegung eines starren Korpers um eine seiner Haupttrigheitsachsen
(Schneider II 1993).

Zwei Wege zur Losung der Poincaréschen Variationsgleichung sollen vorgestellt werden.
1. Losungsdarstellung durch eine Lie-Reihe
2. Darstellung der Losung durch ein Fundamentalsystem.

Dabei soll zunichst der Fall der Bewegung um einen Gleichgewichtspunkt angenommen werden, also einer zeitlich
konstanten Jacobi-Matrix A.

6.5.2.2 Losung linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Die Losung zu einer Anfangswertaufgabe der Variationsgleichung kann durch eine Lie-Reihe
8(x,.t) =exp(At)x, » Anfangsbedingung: ¢, 6(;0) =X, (6.33)

mit der durch
2
exp(At) =1+Ar+A’ % +... I Einheitsmatrix (6.34)

erklirten Exponentialmatrix dargestellt werden. Sie existiert fiir alle 7,x,. Alternativ kann die allgemeine Losung

durch lineare Superposition
N
8(1)=Dc,8(1) (6.35)
Jj=1

von N linear unabhingigen Losungen §'(r),..,8" (r) der Variationsgleichung dargestellt werden, wobei die N

Konstanten ¢, durch die Anfangswerte x, festgelegt werden. Besitzt die Matrix A N linear unabhéingige Eigenvektoren

v/ (einfache Eigenwerte kj ), so konnen die Vektoren
8j(t)=exp()»lt)vj (6.36)

als Basis des Losungsraumes gewihlt werden. Die Eigenwerte sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

a,-A a, Ay
D()\,): ay azz_}\' Ayy -0 mit A:(aik) i,k=1,.N (6.37)
Ay, (%) Ay — A

der gestellten Eigenwertaufgabe AL =1\ .
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Durch die (einfachen) Eigenwerte A ist der Charakter der Bewegung um den Gleichgewichtspunkt, d.h. deren Stabilitit

oder Instabilitit vollstindig bestimmt. U nd zwar gilt (Leipholz 1968):

Fall (a): Wenn alle A negative reelle Zahlen sind oder negative Realteile haben, dann streben alle partikuldren
Losungen &’(r) fiir # — o nach Null und damit auch die allgemeine Losung x(r) . Die Bewegung ist asympto-

tisch stabil fiir alle x, (Punktattraktor).

Fall (b): Ist ein Eigenwert eine positive reelle Zahl oder besitzt er einen positiven Realteil, dann wichst die zugehorige
partikuldre Losung und auch die allgemeine Losung fiir # — oo unbeschridnkt - auch bei noch so kleiner Aus-
lenkung x . Die Bewegung ist instabil.

Fall (c): Besitzt die charakteristische Gleichung keine Wurzel mit positivem Realteil, aber solche mit verschwindenden
Realteilen, so ist die Bewegung zwar nicht asymptotisch stabil, wohl aber stabil.

Anm.: Auf das Vorliegen mehrfacher Eigenwerte soll hier nicht eingegangen, sondern auf die Literatur verwiesen
werden (Meirovitch 1970, Malkin 1959).

6.5.2.3 Losung linearer Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten

Von besonderem Interesse sind Variationsgleichungen mit periodischen Koeffizienten, d.h. mit einer periodischen
Matrix A(t). Auf diesen Fall wird man gefiihrt, wenn etwa die ungestorte Bewegung eine elliptische Keplerbewegung

ist, so dass
A(t+T)=A(r) T Periode der elliptischen Keplerbewegung - (6.38)

Weitere Einzelheiten sind u.a. in (Meirovitch 1970, Contopoulos 2002, Maciejewski & Przybylska 2003) zu finden.

6.5.2.4 Das Theorem von Ziglin

Vorbereitend seien einige Definitionen in enger Anlehnung an (Steeb & Kunick 1989) aufgefiihrt. Die Differential-
gleichung im Komplexen

2
d Y+P(2)@+q(z)w=0’ (6.39)
dz dz

habe bei z, eine isolierte Singularitit (s. Abschnitt 6.5.1), d.h. die Koeffizientenfunktionen p(z) und g(z) seien in

einer punktierten Kreisscheibe O<| z— Zo| < r analytische Funktionen. Weiter sei K eine in dieser punktierten Kreis-

scheibe enthaltenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt z, .

Es bezeichne L, den komplexen Vektorraum der analytischen Losungen w:L, — C der obigen Differentialgleichung
und es sei w, ( z) und w, ( z) eine Basis von L, d.h. ein Fundamentalsystem.
Daran schlieft sich die folgende Definition (Monodromieabbildung) an:
Ein durch analytische Fortsetzung einmal im mathematisch positiven Sinne um die isolierte Singularitit z, herum, d.h.
lings

Y(s)=2+(z—7)e™ 0<s<I1 (6.40)

gegebener Transportisomorphismus t:7, — L, des Losungsraumes iiber K in sich heilt Monodromieabbildung von
L, um z,. Ihr entspricht, vermittelt durch den Isomorphismus

[? ) = oW oW, < C = Ly, (6.41)

eine komplexe 2x2-Matrix, die sog. Monodromiematrix M (Contopoulos 2002, Meirovitch 1970). Sie heifit nicht-
resonant, wenn keine Beziehung der Form
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0" =1 mit meZ\0

besteht fiir einen Eigenwert ¢ der Matrix M. Eine Monodromiematrix )/ (C) mit Eigenwerten o, und 1/6, ist also dann

und nur dann nichtresonant, wenn der Figenwert ¢ keine Wurzel von eins ist. Andernfalls heifit M resonant, ihre Eigen-
werte sind dann *i (Meirovitch 1970).

Die Monodromiematrizen konnen aus einer hypergeometrischen Gleichung gewonnen werden, die aus der sog. Normal-
variationsgleichung hervorgeht (Steeb & Kunick 1989). Sie ergibt sich aus der Poincaréschen Variationsgleichung
durch eine Transformation, vermittelt durch eine orthogonale Matrix (Meirovitch 1970, Steeb & Kunick 1989). Nach
diesen Vorbereitungen kann das Nichtintegrabilititstheorem von Ziglin angegeben werden. Es lautet:

Sei die Monodromiematrix M (C,) nichtresonant. Fiir die Existenz eines zusdtzlichen Integrals I (neben der

Hamilton-Funktion), welches analytisch in einer Umgebung einer Lisung des vorgelegten Hamiltonschen
Systems ist, ist es notwendig, dass wenigstens fiir ein j entweder

(1) M(C;A;) kommutiert mit M (C,;A;) oder
(ii) trM (Cy;4,)=0
In (Steeb & Kunick 1989) wird noch das folgende Korollar angegeben

Wenn es zwei nichtresonante Monodromiematrizen M (C,) und M(C,) in G gibt und wenn keines der
M(C;A;) und M(C,;A;) kommutiert, kann das oben angefiihrte dynamische System kein zusdtzliches
analytisches Integral haben.

Der Beweis des Theorems von Ziglin stiitzt sich auf den

Monodromie- oder Eindeutigkeitssatz der Funktionentheorie (Jéinich 1999):
Ist die Funktion f(z) in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G der komplexen Ebene holomorph und

sind ferner a€ G,be G beliebige Punkte dieses Gebiets, dann fiihrt die analytische Fortsetzung von a nach b

auf verschiedenen Kurven stets zur gleichen Potenzreihe.
Eine andere Fassung dieses Satzes findet man bei (Smirnow 1961)

Ein reguldires Funktionselement, das in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G unbeschrdnkt fortsetzbar
ist, erzeugt in G eine eindeutige holomorphe Funktion.

Oder allgemeiner

Sind W, und W, homotope Wege auf R vom Punkte F, nach P, und ist das reguldire Funktions-element zum
Punkt F, auf R lings aller Wege W. (OSTSI) der Deformation W, — W, fortsetzbar, so fiihrt die

analytische Fortsetzung lings der Wege W zu demselben reguléiren Funktionselement im Punkte P,.

Die bei der Anwendung des Ziglinschen Theorems auszufithrenden Schritte werden in (Steeb & Kunick 1989) an einem
Beispiel ausfiihrlich erldutert. Dort findet man weitere Beispiele auf Integrabilitit untersuchter Hamiltonscher Systeme.
Hingewiesen sei auch auf die Studie (Maciejewski & Przybylska 2003), in der auf einer von Morales-Ruiz und Ramis
ausgearbeiteten Erweiterung des Theorems von Ziglin die Nichtintegrabilitit der Drehbewegung eines starren Satelliten
in Gravitations- und Magnetfeldern nachgewiesen wird.
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7.  Neue Separabilitiits- & Integrabilitiatstheoreme fiir kanonischeSysteme

Nunmehr soll folgende Umbezeichnung vorgenommen werden, um Anschluss an die u. a. in (Cui 1990 und 1997)
verwendete Bezeichnungsweise herzustellen:

Hamilton-Funktion F statt bisher H,
generalisierte Koordinaten y statt bisher q,
generalisierte Impulse x statt bisher p.

Ferner wird eine Austauschtransformation durchgefiihrt gedacht, die einen Rollentausch von generalisierten
Koordinaten sowie Impulsen zur Folge hat und einen Vorzeichenwechsel der Hamilton-Funktion (Schneider I 1992).

Von Cui (1990 und 1997) wurden neue Separationstheoreme und Integrabilititstheoreme fiir ein kanonisches Systems
gefunden, die bekannte Theoreme als Sonderfille enthalten. Sie werden im folgenden in verallgemeinerter Form
angegeben. Da sich ein nichautonomes System durch Einfithrung eines zusitzlichen Variablenpaares in ein autonomes
System umwandeln lisst, kann man sich auf autonome kanonische Systeme mit der Hamilton-Funktion

F=F(X,Y)=F(X,% s Xy Y1y Yasees V) (7.1)
beschrinken. Es besteht fiir solche Systeme jedenfalls ein Erhaltungssatz fiir die Hamilton-Funktion.

Bei den hier vorzustellenden Theoremen wird eine paarweise Separation der konjugierten Variablen vorgenommen.
D.h., eine generalisierte Koordinate y; wird bei der Separation immer mit ihrem konjugierten Impuls x; verbunden.

Die Hamilton-Funktion lisst sich daher in der Form

F =F(z)= F(zl,zz,...,z”) (7.1a)

ausdriicken, worin z, = (x I j) ein konjugiertes Variablenpaar bezeichnet. Wenn die Koordinate y; zyklisch ist,

vertritt y; den entsprechenden Impuls x .

7.1 Theoreme von Cui

7.1.1 Grundtheorem

Die weiteren Entwicklungen in dieser Arbeit gehen von nachstehendem Theorem aus.

Theorem A: Wenn es einen Satz A :{ZK]’ZKZ""ZKK} konjugierter Variablenpaare gibt, von denen die Hamilton-

Funktion nur tiber eine Kombination

o=afA)= oc(zKI Z, ,...,zKK) (7.2)
abhangt, d.h. wenn sich die Hamilton-Funktion in der Form

F=F(a(A).B) (7.3)

darstellen ldsst, wobei (7.2) eine beliebige Funktion der Argumente unter den tibrigen Einschrinkungen fiir die
Hamilton-Funktionen ist, und

B={z,.5,.5 ) (7.4)
die restlichen Variablen erfasst, dann ist
o= oc(zK1 A, ) = const (7.5)
ein Integral des kanonischen Systems.

Beweis: Die zeitliche Ableitung der Funktion oc(zKl 3Zicy oo D ) ldsst sich iiber die Poisson-Klammer

do
—={o.F
il L
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berechnen; man erhélt unter Beriicksichtigung der Bedingung (7.3), a—F = a_Fa_oc s a—F = a_Fa_oc , also
ox,  dadx, 9y, 0o 9y,
do OF

_ . :0.
dt aoc{(x o}

Damit ist (7.5) bestitigt.
Als Sonderfille erhédlt man unmittelbar:

Korollar 1: Wenn die Menge A die simtlichen Variablen erfasst ( K =n , B ist damit eine leere Menge), dann zeigt (7.5)
die Erhaltung der Hamilton-Funktion

F =F(z,2,,..2, ) = const (7.5a)
an.

Korollar 2: Wenn die Menge A nur ein einziges Variablenpaar (z,)=(x,y,), K =1 enthilt, worin xe{L,2,...,n},

dann ergibt sich das Integral
a= Oc(zK ) = const , (7.5b)

das das Impuls-Integral als Sonderfall erfasst, wenn eine der beiden Variablen x,_,y_ aus (7.5b) und damit aus der
Hamilton-Funktion verschwindet.

Anm:

(1) Das Theorem A wird die Grundlage der im Folgenden zu entwickelnden Theorie der Bahnbewegung
sein.

Aus den obigen Ausfiihrungen ersieht man, dass die aus der klassischen Mechanik bekannten Erhaltung
der Hamilton-Funktion (Energie- bzw. Jacobi-Integral) und das Theorem vom Impuls-Integral Sonder-
fille des Theorems A von Cui sind. Angemerkt sei , dass sich die Bedingung fiir das Korollar 1, d.h. die
Bedingung (7.2) mit K =n fiir ein autonomes System immer erfiillen 14sst.

Das Korollar 2 kann als erweitertes Impuls-Integral bezeichnet werden.

(2) Nach dem Muster des Impuls-Integrals hat man vielfach versucht, die Hamilton-Funktion durch die
Wirkungs- und Winkelvariablen (action-angle variables) auszudriicken, indem man die Existenz
eines Integrals erkennen kann durch Uberpriifung, ob die Hamilton-Funktion von einer generalisierten
Koordinaten nicht abhingt. Auf einer solchen Darstellung aufbauend ist es Poincaré gelungen, seine
wichtigen Theoreme iiber die Integrabilitit aufzustellen. Die Moglichkeit einer derartigen Darstellung
fuir alle kanonischen Systeme ist aber theoretisch nicht gesichert. Selbst wenn es moglich wire, hitte es
i.allg. eine komplizierte Darstellung der Observablen und daher Schwierigkeiten in den Anwendungen
zur Folge.

Mit dem Theorem von Stiickel gelang es, diese Tradition zu durchbrechen und einen Weg aufzuzeigen,
Integrale fiir ein nicht in Wirkungs- und Winkelvariablen dargestelltes kanonisches System zu finden.

Das Theorem A stellt einen weiteren Schritt in dieser Richtung dar. Um zu erkennen, ob ein Integral
vorliegt, ist lediglich die Bedingung (7.3) zu iiberpriifen. Dazu gentigt eine Betrachtung der Hamilton-
Funktion, wobei eine einfache algebraische Umschreibung ihrer Darstellung notwendig sein kann.

7.1.2  Separation eines Systems durch Anwendungen von Integrationstheoremen

Es ist bekannt, dass jedes unabhiingige Integral eines Systems zu einer Separation des Systems in zwei unabhingige
Untersysteme fiihrt. Die durch das Integral (7.5) bewirkte Separation des kanonischen Systems lésst sich mit folgendem
Satz beschreiben:

Satz: Unter der Bedingung (7.2) ldsst sich das Gleichungssystem in zwei voneinander unabhdngige Untersysteme fiir
die beiden Variablensditze A bzw. B zerlegen, womit die Ordnung des Systems um 4 abnimmt.

Zum Beweis sind die Gleichungen fiir die Elemente der Variablenmengen B und A aufzustellen; man erhilt

Ao, _OFBa@)_oe - OFBe)_ 00 (i, ) (A)
dt o, ay;, dt ox; ox;

Jj
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mit der Hamilton-Funktion ¢ (B) = F (B,a) und

d d
xK/ oF aF aOL yK, =_a_F=_a_Fa_0C’ (j=1,2,...,K)(B)
@ oy, dady, & ox,  daox,

j

mit der Hamilton-Funktion F = F (B,oc) und dem Integral (7.5).

Man sieht, dass beide Systeme kanonisch sind. Und zwar ist das erste System autonom, so dass es ein Energie-Integral
@ (B) = const. besitzt. Das zweite System besitzt das Integral (7.5). Durch Verwendung der in Abs. 1.3 angegebenen

Sitze erkennt man weiter, dass sich die Ordnungen beider Gleichungssysteme um je 2 reduzieren lassen. w.z.b.w. Die
folgenden zwei Theoreme zeigen weitere alternative Wege, Integrale zu finden bzw. Moglichkeiten zur Separierung
eines kanonischen Systems aufzuzeigen.

Theorem B: Wenn es zwei disjunkte Teilmengen
A = {Zu. sy, oeeen D, } und A, = {zv1 22y, e 2y }
von konjugierten Variablenpaaren in der Variablenmenge A gibt, von denen die Hamilton-Funktion iiber
F=F(o(A). o (e (A),A,);B) (7.6)

abhingt, worin B fiir die restlichen Variablen steht, dann gibt es fiir das System zwei voneinander unabhdingige
Integrale

OCI (Z“I ,Zp12 ""’ZMM ) = const
und
0y (032,224, 22y, ) = CORS - (1.7)

Zum Beweis sind, so dhnlich wie beim Theorem A, die Poisson-Klammern {oc1 JF } und {(x2 F } zu berechnen: es ergibt

{2

Die Unabhingigkeit zwischen o, und o, erkennt man daran, dass o, von den Variablen ( %%, ""ZAL) abhingt, hin-

sich

gegen o, nicht.

Das Theorem B erweist sich als eine erweiterte Form vom Theorem A, bietet eine Separation des iiber die durch den o.g.
Satz beschriebene Separation ergebenen Untersystems (B) an und fiihrt zu einer Senkung der Ordnung des Untersystems
um 2. Das Erkennen der Bedingung (7.6) erfolgt ebenso wie bei dem Theorem A: iiber die Betrachtung des Ausdrucks
der Hamilton-Funktion und iiber eine eventuelle algebraische Umformung der Hamilton-Funktion.

Das Kriterium einer weiteren Separationsmoglichkeit des o.g. Untersystems (A) gibt das folgende Theorem an:
Theorem C: Wenn es unter der Bedingung (7.2) ferner eine echte Teilmenge B, = { AT S A }c B konjugierter

Variablenpaaren gibt, von denen die Hamilton-Funktion iiber die Form
F=F(a(A):B, (¢(A):B,):B, ) (7.8)

abhéngt, worin B, =B\B, fiir die restlichen Variablen steht, dann gibt es fiir das System aufer (7.5) ein weiteres

unabhdngiges Integral

B, (Zu. 2Ty eeer D, ) = const (7.9)

Der Beweis erfolgt genauso wie beim Theorem B.

Durch wiederholte Anwendung der o.g. Theoreme lésst sich ein kanonisches System nach dem Schema von Abb.7.1 so
weit wie moglich sukzessiv separieren. Dazu ist nur notwendig, in den jeweiligen separierten Untersystemen zu er-
mitteln, ob ein neues unabhingiges Integral existiert oder die entsprechende Bedingung erfiillt wird.
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unter Bedingung
von Theorem B
unter Bedingung
von Theorem A
unter Bedingung

von Theorem C E
Abb. 7.1 Sukzessive Separatoinen der Variablen durch Anwendungen der Theoreme A, B und C

7.1.3 Eine integrable Form

Betrachtet werde ein kanonisches System mit einer Hamilton-Funktion der Gestalt

F = F(0, 000132, )5 (7.10)
worin

ocl:al(zkl),

oy =0 (250,000t ) (= 20n = 1) (7.11)

je eine Funktion der kanonischen Variablen ist; z := (XK»)’K ) steht fiir ein konjugiertes Variablenpaar. Es ist

ersichtlich, dass o; von den j Variablenpaaren (ZK] 3 Zie 5eees L ) abhingt; ihre partiellen Ableitungen lassen sich iiber

—* (fir k< j) (7.12)

Ky

I =0 (fur k> j),
dz, oz,

k

z asz aock 0z

K

oL, 0o, [an dor; oL, Qo

J ] fiir die “direkte” partielle Ableitung steht, die aus der Definitionsformel (7.11) unmittelbar
0z,

i

. .| oo
bestimmen, worin

abgeleitet wird. g% ist jedoch die vollstdndige partielle Ableitung, in der sowohl die “direkten” als auch “indirekten”
(xk

Abhingigkeiten erfasst werden. Der Definition (7.11) folgend erhélt man

da, =(aoch+f§1[ dat, Jaakm . (7.13)
o=1

oo, | do, 00, ) do,

Nun ist die Zeitableitung

Oy

der Funktion a; ( j= 1,2,...,n—1) zu bestimmen. Die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion lassen sich ent-

do,; 9F 00,; oF L(do; oF do; OF
ox; ayk ayk axk pay aka aka aka aka

sprechend
k-1
a_F: B_F% (k<n-1
azk i=1 a(Xl azk

berechnen und die der Funktion a; mit Hilfe von (7.12). Damit ergibt sich
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do; OF  00; OF 0o, o, 9, Ao, | A OF
{ou.F}= Z[ —-——) ZZ { ————— ] Za{a,,ai}, (7.14)

dx, dy, dy, Ox, e ox, dy, Oy, Ox, i=1

wonach noch die Poisson-Klammer {oc i oci} zu berechnen bleibt. Mit Hilfe von (7.12) erhilt man

da, do,  doy da
, i |-op. (7.15)
foy o }= zaa [axm oy, oy, 8xk‘j

d:f = {Oﬂj F } =0 und damit die Integrale
t

o, =const., (j=12,.,n-1) (7.16)

des Systems.
Die oben gefiihrte Diskussion lisst sich zu folgendem Integrabilititstheorem zusammenfassen:

Theorem D: Ein kanonisches System mit der Hamilton-Funktion (7.10) mit (7.11) ist integrabel. Die Integrale
(7.16), zusammen mit der Erhaltung der Hamilton-Funktion

F(0,,0,,...,0, 52, ) = O, = const.

sind in Involution.

7.2 Einfache Beispiele und Anwendungen der Theoreme von Cui

Im letzten Abschnitt sind die Theoreme A ~ D von Cui in allgemeiner Form dargestellt worden. Sie erfassen zahlreiche
separable/integrable Fille. Alle diese Theoreme sind nicht auf Wirkungs-/Winkelvariable beschrinkt.

Die einfachsten Beispiele fiir das Theorem A sind durch die beiden Korollare im Abs.7.1 beschrieben; sie fiihren zum
Energie-Integral und dem Impuls-Integral. Ein weiteres Beispiel ist die orthogonale Zerlegung des Phasenraums in zwei
oder mehrere zueinander orthogonale Untermannigfaltigkeiten. Eine Separation der Variablen lisst sich ndmlich durch
orthogonale Mannigfaltigkeiten im Phasenraum geometrisch interpretieren. In einem n-dimensionalen Konfigurations-
raum Y := {y,y,,...y,} kann man das Linienelement durch

(ds)2 = (dy,,dy, ... dy, \M(dy,,dy, ... dy,)"

darstellen und die kinetische Energie des Systems durch

L, o
T=5(y1,yzmy,,)M(yl,yz,.'.,yn)T’

worin

M=M(y,. ;.- 3,)

die Matrix der Metrik des Konfigurationsraumes ist. Die generalisierten Impulse kann man durch

(xl,xz,...,xn )T =M(3, V51, )T

einfiihren; damit erhdlt man einen 2n-dimensionalen Phasenraum (x,,x,.....x,;y,, ;... y, ) » in dem gilt

T= E(xl,xz,...,x, )Mfl (xl,xz,...,xn )T .

n

Eine durch das Theorem A gesicherte Separation entspricht einer Zerlegung des Konfigurationsraums in zwei zuein-
ander orthogonale Unterrdume mit den Koordinaten { Vi, s Yy oe00 yKK} und { Ya, s Vo, oeees ny} , wobei {k,k,,....k;} und
{2y} (K+L=n,1<K <n) disjunkte Teilmengen der Indexmenge {1,2,...,n} sind. Die Orthogonalitit der beiden

Untermannigfaltigkeiten impliziert die blockweise Diagonalgestalt der Metrikmatrix:

-1
M:(Ml 0 j und damit Moo (M0 (7.17)
0 M, 0o M,

2
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mit den Metrikmatrizen der zwei Untermannigfaltigkeiten M, und M, , die i. allg. von allen generalisierten Koor-
dinaten abhéngen. Allerdings ist hier keine Diagonalgestalt der Matrizen M, und M, (entsprechend die Orthogonalitt

der Untermannigfaltigkeiten) gefordert. Als Funktion der generalisierten Koordinaten lassen sich die Matrizen in der
Form

M, =M, (), Y0es 3, ) = 00 (30 Dy oes Yy )M (30 Vi oo Vi )
M, =M, (315 Y5000 9 ) = 05 (i Yoo Y )M (30 30000 32, ) (7.18)

angeben, wobei 1\7[[ (i=1,2) die innere Struktur der entsprechenden Untermannigfaltigkeit darstellt; ¢, (ykl s Vig oo Vo, )

und ¢, (yKl N ) beschreiben die wechselseitigen Wirkungen der beiden Untermannigfaltigkeiten.

Mit der durch (7.17) und (7.18) definierten orthogonalen Zerlegung des Raums nimmt die kinetische Energie die Form

—1 T 1 —1
X )M1 (x X X )+—(xk1,x12,...,ka)M2 (xxl,xM,...,ka)

K 20 Mg K2, 0 A 2

T=%(x X !

K]’

B Tl(zKl,zK2,...,zKK) . TZ(Z;LI,ZM,W,ZM)

0 (Y, ) 00 (e Vi)

an, wobei TNl von den Variablenpaaren {ZKI s 2y, ""’ZKK} abhingt, 7, von {ZM’ZM"“’ZM} . Fordert man weiter eine
entsprechende Zerlegung der potentiellen Energie
U =U, (25 2y Zag 3 Yoo Yoo Yoo ) H U (25 Zasn 203 Vs Vi oo Vg )
_Ul(zKl,sz,...,zKK) Uz(le,zw...,zh)

0 (v, ) 00 (B Ve, )

so lasst sich die Hamilton-Funktion in zwei Teile zerlegen:

Flag i) Blzgs,)
F= 1 2 K + 1 2 L

0 (v dn,) 00 (e Vv, )

, (7.19)

worin

K (ZKI,ZKZ,---,ZKK ) =T (ZKl,ZKZ,---,ZKK)+U1 (ZK],ZKZ,---,ZKK )

F2 (Z;‘l ’Zkz seees Z;\L ) = T2 (Z}"I ,Z}Lz EXRE) Z}\'L )+ U2 (Z}Ll ’Z}‘Z seees Z;\L )
je eine Funktion der in der zugehorigen Untermannigfaltigkeit definierten generalisierten Koordinaten und der konju-

gierten generalisierten Impulse ist.

Ein Sonderfall ist durch
U ()’x,’)’xz’---’yh)zl (7.20)

gegeben. In diesem Fall ist eine Zerlegung der Hamilton-Funktion moglich der Gestalt

Fy (2,202, ) ’ (7.21)
0, (Y Yoo Vg )

F=F (ZK,’ZKz’---aZKK§Fz(Zx,’zxz’"-’zh))"‘

Danach hingt die Hamilton-Funktion von den Variablen {ZA.’ZAZ’“"ZAL} ausschlieBlich iiber die Funktion

F, ( B 5T, T, ) ab. Das entspricht der Voraussetzung des Theorems A und fiihrt auf das Integral

F, (ZM 12y, s Za, ) = o (o -- Integrationskonstante).

Damit ist gezeigt, dass eine gruppenweise Separation mit Hilfe des Theorems A einer orthogonalen Zerlegung (7.17) ~
(7.18) mit (7.20) und einer dazu gehorigen Zerlegung der Hamilton-Funktion (7.21) entspricht. Fithrt man das Integrals
in (7.19) ein, so erhélt man
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(0

F=F Ty » Ty oo L YOV T
1( 1 ’ ) ¢2(yK|’yK2""’yKK)
Eine analoge orthogonale Zerlegung in der zweiten Mannigfaltigkeit {)’x, s Vom0 yh} = {yx}l + { Vs }2 mit

M, 0
S~
M, =M, (.5, 000, ) =M ((3,),)
M, =M, (3 Vo 3,) = 0 (), ) ML ((3),)

ermoglicht eine Zerlegung der Hamilton-Funktion der Form
F4 ({Zl }2 )

0, ({Zx}l)
Fl ({ZK};az;as)"'ﬁzK}):al

F, (Zkl’le’m’zh ) = ﬁ‘ ({Zk}l ;ﬁl‘ ({ZK}Z ))+

und fiihrt auf die Integrale
~ o
F({z) 0.)+————=0.,,
3({ x}l 3) ¢4({Z;L}l) 2
+ F4 ({Zk }2)

FA ({Zk}z) =03,
fiir ein kanonisches System mit einer Hamilton-Funktion der Struktur
F 4 ({z}» }2 ) 1 ~ ~
; + F. . F,
o, ({ZK}) 3({Zx}1 4({Zx}2)) o, ({ZA}I)

F=F{z:FE({z):F({z),));
1 { } 3({ }»}1 4({ }»}2)) ¢4({Z;L}l)
Im Fall einer Bewegung mit 3 Freiheitsgraden gehen die Variablengruppen {z, }, {z,}, und {z,}, in je ein konjugiertes
(7.23)

(7.22)
Variablenpaar z;, z, und z; iiber, und die Metrikmatrix M vereinfacht sich zu

1 0 0
M=|0 ¢,(y) 0 :
0 (1)2()’1)(1)4()’2)
F;(;JJ (7.24)

Die Hamilton-Funktion lisst sich in der Gestalt
F 4 (Zz ) 1 ~ ~
e Flz:F, (z.))+
(=R o))

0,(z)) ¢(z)
angeben. Damit ist gezeigt, dass ein kanonisches System der Form (7.24) mit (7.23) integrabel ist. Auf (7.23) fiihren

F= Fl (Zﬁiz (Zz;ﬁzt (Zz));
mehrere Sétze orthogonaler krummliniger Koordinaten, beispielsweise die Kugelkoordinaten (r,G,k) mit der Metrik-

matrix
1 0 0
M=0 r* 0
0 0 r’sin’0
Ein integrables System entsprechend dem Theorem D lisst sich durch die Hamilton-Funktion (n=4)
1 1
m[ixi+Ux(Zx)j‘Ur(TQOC,-,OCe,%)‘T (7.25)
%,
sin® @
(7.26)

F==x +U,_(z,_;oce,ock)+ri2(5x§ +U9(Ze;0tx)j+
0L, =0l = X +2U, (24,04 ) +

angeben, was zu den Integralen

o, =0, =x; +2U, (z,)
) 1
oy =0, = x; +2U, (2,500,045 ) +— 0
r
fiihrt. Ein viertes Integral ergibt sich aus der Erhaltung der Hamilton-Funktion.
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Einem nicht-orthogonalen Kugelkoordinatensystem (r, y,, y,) entspricht die Metrikmatrix

1 0 0
M=|0 rzazz(h’ys) r2a23(y2,y3) :
0 72a23(y2’y3) 72a33(y29y3)

Anm.: Die Hill-Variablen beschreiben ein nicht-orthogonales Kugelkoordinatensystem (siche Abs. 9).

Das Theorem A liefert fiir ein System mit der Hamilton-Funktion

. 1
F=F (r,r;(x(xz,x3,y2,y3))+7(x(x2,x3,y2,y3)

zwei Integrale
B, = 0u(x,,x;,,, ;) = const., B, = F (F,r;a) = const.
Ob es ein weiteres Integral gibt, hingt von der Struktur der Funktion o(x,, x5, y,, ;) ab.

Nach dem Theorem A existiert ein weiteres Integral unter verschiedenen Voraussetzungen, beispielsweise wenn die
Funktion o die folgenden Strukturen besitzt:

o =01(x,, y,:0 (3, y5)) » oder ar=0(x;,y5:00, (x5, 3,)) » oder v =ar(x,,x,) Usw.;
dann ergibt sich ein drittes Integral
By =0, (x;,y;), oder B, =0, (x,,y,), oder B, =x, usw..
Das letzte Beispiel gibt eine allgemeine Form des Lelgemann-Systems (9.44) an:
a=a(G,H)-
Eine andersgeartete Einschrinkung der Metrik kann
my, =8,my(y;) fur je{12,...n} (7.27)

sein und damit nimmt die Hamilton-Funktion die Form

< 1 1
F= —;m(a xi’_ +UK’_ (ZK’_ 00 P o P )) (7.28)

an. Das System erweist sich nach dem Theorem D als integrabel und ergibt die Integrale

oy = my ., (yK] )(%le + UKI (ZKI )j

o = mKiKl(yKl)(%xii + UKi(zKi;(xl,(xz,...,ocH)j ,ief{2,..n-1}. (7.29)

Ein einfacher Sonderfall davon ist m; =1, U(z) = ij yjz. fiir je{1,2,..,n}, woraus sich ergibt
j=1

Ocj(zj> = x? + (Diyjz. = const - (7.30)

Das dadurch definierte konservative dynamische System (Eigenschwingung) ist integrabel mit den n ersten Integralen
(Steeb & Kunick 1989).

Anm: Die beiden Einschriankungen (7.20) und (7.27) fiir die Koordinatensysteme stellen zwei Klassen von Koordina-
tensystemen dar; sie erschopfen die Vielfalt der praktisch verwendbaren Koordinaten aber nicht. Deshalb schrinken die
o.g. Beispiele auch die Anwendungsmoglichkeit des Integrabilititstheorems D nicht ein. Weitere Beispiele fiir Anwen-
dungen in der Bahntheorie findet man in Abs. 9.
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7.3 Vergleich zwischen dem Theorem D von Cui und dem Stéckel-Theorem

Das Stickel-Theorem (s. Abschn. 6.4) wie auch das Cui-Theorem D formulieren Bedingungen, unter denen ein kanoni-
sches System integrierbar ist durch Separation der Variablen. Wihrend im Theorem von Stickel eine Hamilton-Funktion
mit einer Funktionsstruktur

F(Q,P)=T(Q,P)+V(Q)
vorausgesetzt wird, ist im Theorem D von Cui eine Funktionsstruktur

F=F(X.Y.1)

zugelassen, d.h. die Hamilton-Funktion kann im Gegensatz zum Stickel-Theorem auch explizit zeitabhéngig sein.

Das Stickel-Theorem formuliert eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Integrabilitit eines kanonischen
Systems durch Separation der Variablen, die die Funktionsstruktur einschréinkt auf

H=T+v=LY 1( )(p,3+fk(qk))

mi= 8r\d

mit einer zunéchst beliebigen Metrik g, (q) Diese Funktionsstruktur liegt vor, wenn man als generalisierte Koor-

dinaten orthogonale krummlinige Koordinaten verwendet und von der potentiellen Energie bzw. dem ihr zugeordneten
Gravitationspotential fordert, dass es Losung der Laplace-Gleichung ist. Eine systematische Durchmusterung der in
Frage kommenden separablen Fille ist in (Schneider IV 1999) zu finden.

Beispielsweise ist ein System mit der Hamilton-Funktion (rdumliche Koordinaten r,0, 1)

F :G# +U,(r))+ri2(%x; +U9(6))+¥(1x4f ‘U, (A)J, (7.31)

#sin? 0\ 2
nach dem Stickel-Theorem integrabel und besitzt die Integrale

G =2 U, (M) o =2+ U (0): S0 (r)=os.

Das Theorem D von Cui formuliert eine Bedingung, die bislang nur als hinreichend, aber nicht auch als notwendig be-
wiesen ist.

Die Integrabilitit eines Teils der durch das Stickel-Theorem als integrabel erwiesenen Systeme kann auch durch das
Theorem D bestitigt werden, z.B. das System (7.31) als ein Sonderfall des integrablen System (7.25). Dabei ist aber die
Erfiillung der Laplace-Gleichung nicht erforderlich. Fiir andere Systeme wie etwa ein System mit den ellipsoidischen
Koordinaten, konnte die Integrabilitit nicht mittels des Theorems von Cui bestitigt werden. (Die orthogonale Zerlegung
in der Form (7.17)~(7.18) eignet sich dazu nicht; eine geeignete Zerlegung konnte bisher nicht gefunden werden). Die
von Cui formulierte Bedingung ist nur hinreichend, aber nicht auch notwendig; sie sagt trotzdem die Integrabilitét einer
groBen Klasse von kanonischen Systemen aus, aber deckt nicht alle integrablen Systeme ab.
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Abschnitt C

Anwendungen integrabler Bewegungsprobleme in Bahntheorien

Das Kepler-Problem ist in der Himmelsmechanik der Prototyp eines integrablen Bewegungsproblems. Es wurde vielfach
in der Entwicklung von Bahntheorien als Ausgangspunkt gew#hlt. Im folgendem wird ein von Cui gefundenes inte-
grables Bewegungsproblem als Ausgangspunkt fiir Bahntheorien herangezogen werden, das iiber das Kepler-Problem
hinausgeht. Vorbereitend dazu sollen einige Sachverhalte aus dem Kepler-Problem mittels der Hillschen Variablen so-
wie der Kepler- und Kugel-Variablen dargestellt werden.

8.  Storungsrechnung in beliebigen Galilei-Systemen

8.1 Bewegungsgleichung in einem beliebigen Galilei-System

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem beliebigen Galilei-System B lautet (Schneider 11 1993)
D’x

m
D’

=K(x,ﬁ;tj+F+c 8.1)
Dt

worin bedeuten

K(X& t} die auf das betrachtete Teilchen wirkende duBlere Kraft,
Dt
F=-mR+Z+T Fiihrungskraft,
-mR translatorische Fiihrungskraft,
Z:=-md x(dxx) Zentrifugalkraft,
T:= —m%d XX Euler-(Kreisel)-Kratft,
t
Dx .
C:=-2mdx— Coriolis-Kraft. (8.2)
Dt
2
Die in der Gleichung (8.1) zusitzlich zur Kraft K auftretenden Terme F und C sind Trigheitskrifte. x, DX und P f
Dt Dt

bezeichnen den Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor des Teilchens im System B; d und R sind der
Vektor der Drehgeschwindigkeit bzw. der translatorischen Beschleunigung des Systems beziiglich eines Inertialsystems.
Mit der effektiven Kraft K + F + C nimmt die Bewegungsgleichung (8.1) die Newton-Eulersche Form an.

Fiihrt man die Potentialfunktionen (Schneider I1+11 1992-93)

U,:= %(d( 1) xx) . (d(z) X x) Potential der bezogenen Fliehkraft

U.=xR Potential der bezogenen translatorischen Fiihrungskraft

® = -2x- [d (1)x ];_’;] Potential der bezogenen Coriolis-Kraft

A= %x X (%‘: X x] Vektorpotential der bezogenen Euler-Kraft (8.3)

ein, dann ldsst sich die Bewegungsgleichung (8.1) schreiben in der vektoriellen Form

Dx 1 Dx
=—Kx—:;)+V_(U,+U,+D)+V_xA. (8.4)
DY m ( Dt )+ V(U +U, @)+
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8.2 Jacobi-Integral

Skalare Multiplikation der Gleichung (8.4) mit der Geschwindigkeit DX im Galilei-System ergibt

Dt
2
bx D §:&~(LK(X,&;I)+VX(UF +U, +¢)+VxxAJ (8.5)
Dt Dt Dt \m Dt
oder
2
D l(&j =&-lK(x,%;t)+%-Vi(UF+UZ+<I))+&-VX><A~ (8.6)
Dt| 2\ Dt Dt m Dt Dt Dt

Die rechte Seite kann als vollstindige Zeitableitung eines Ausdrucks geschrieben werden dann, wenn:

1. Die bezogene Kraft iK(x,%; t) nicht explizit zeitabhingig und iiberdies als Gradient einer skalaren Potential-
m t

funktion darstellbar ist, d.h. wenn

K(x)=mV U;(X) - (8.7)

2. U,+U,+® nicht explizit zeitabhiingig ist, also insbesondere nicht von einem d(s) und einem R(r)= 0 abhiingt.
D.h., die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Bezugssystems B darf nicht zeitveridnderlich sein. Dann ist %‘: =0
und es entfillt der Term mit dem Vektorpotential A .
3. Keine translatorische Fiihrungsbeschleunigung R(r) # 0 auftritt.
Wenn alle diese Voraussetzungen erfiillt sind, dann folgt

%’;-VK(UG+UZ+<D)=§I(UG+UZ+CD) (8.8)
Da (Skalarprodukt zweier senkrechter Vektoren!)

DX v =0 (8.9)

Dt
folgt (C Integrationskonstante)

;;[g’t‘) S, [gfj 2, -C- (8.10)
Darin ist

Us=U,+U, (8.11)

das Schwerepotential im Bezugssystem B.

Beispiele: 1. Im eingeschrinkten Dreikorperproblem bewegt sich das Teilchen im Gravitationsfeld zweier endlicher
Massen, die einander in festem Abstand auf Kreisbahnen umlaufen. Dieses Feld ist in einem mitrotierenden Bezugs-
system, in dem die endlichen Massen an festen Plitzen ruhen, unverinderlich und damit auch die potentielle Energie des
Teilchens (Schneider 11 1993).

Als generalisierte Koordinaten q werden zweckméBigerweise die kartesischen Koordinaten x, (i =1,2,3) des Teilchens

im rotierenden Bezugssystem B gewihlt:
r=D,(H)x mit x:=(x,,x,,x,)

coswt sinwr O
D,(t):=| —sinwt coswt O (8.12)
0 0 1

0 Winkelgeschwindigkeit der Drehung.
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Diese Drehtransformation ist eine rheonome Transformation
x—r:r=r(q=x,) (8.13)
des Ortsvektors x im rotierenden Bezugssystem B auf den Ortsvektor r des Teilchens im Inertialsystem K.

Fiir den Anteil 7, der Zerlegung der kinetischen Energie (Schneider I 1992) erhilt man mit dieser Transformation

mor or m ., 5  ,
= —=—w (X +x (8.14)
T 20 ot 2 (xi +5)
und damit als potentielle Energie des Teilchens im Bezugssystem B
5B ._ 5 M 50 o 2 5 _ M o0 2 2\ _ .
Vi =T, +V =="0 (2 +x7)+V = O (0 +x3)-mU,; =mU, (8.15)
Zusammen mit
2
m.r~. m(Dx
2= 2(1%)
ergibt sich das Jacobi-Integral
2
ﬂ(&j U, (x)~C (8.17)
2\ Dt

in Ubereinstimmung mit der in Abs. 3.1 angegebenen Herleitung.

2. Fir die hier interessierende Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld einer um eine feste Achse gleichformig
rotierenden starren Erde ist die potentielle Energie im erdfesten Bezugssystem B ebenfalls nicht explizit zeitabhingig (in
B!). Der Ubergang von einem geozentrisch gelagerten Inertialsystem K zum erdfesten System B ist wiederum eine
rheonome Transformation.

Das Jacobi-Integral nimmt die Gestalt an

ﬂ[%j U, ()~ C- (8.18)
2\ i

8.3 Verallgemeinertes Jacobi-Integral

Die bei der Herleitung des Jacobi-Integrals getroffenen Annahmen sind nur gendhert erfiillt: die Erde rotiert um eine
variable Achse mit verinderlicher Winkelgeschwindigkeit und das Schwerefeld ist zeitlich veridnderlich. Hinzu kommt
eine Reihe von weiteren, gravitativen und nichtgravitativen, Storkriften. Es stellt sich daher die Frage, ob ein verall-
gemeinertes Jacobi-Integral existiert oder ob man auf andere Weise den Abweichungen von den getroffenen Annahmen
Rechnung tragen kann. Darauf soll niher eingegangen werden. Die Gleichung

2
D l(%} =&-iK(X,E;t)+&-VX(UF+UZ+<I>)+E-VK><A’ (8.19)
Dt\ 2\ Dt Dt m Dt Dt Dt

die aus der Bewegungsgleichung

2
Df=iK(x,%;t)+Vx(UF+UZ+<I>)+Vi><A (8.20)
Dt m Dt

nach skalarer Multiplikation mit der Geschwindigkeit % folgt, geht, mit der Aufspaltung der Kraft
t

K(x,7) =mVXUG(x,t)+Z[x,%,t) und U :=U,+U,+U,+®, (8.21)
t

worin

Z(x,&,tj (8.22)
Dt
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die Resultierende aller nichtgravitativen Krifte wie z.B. Atmosphirenwiderstand, Strahlungsdruckkrifte etc. bedeute,
iiber in

2(1(2] J (v U+ 22X )]+— V. XA (8.23)
Dt\ 2\ Dt Dt Dt’ D

Nach unbestimmter Integration iiber die Zeit ¢ ergibt sich

2 t
(&j =2UY_J'(%+&.(Z(X 72J)+VXXA)jDI—C' (8.24)
Dt ’ ot Dt Dt
Wegen
& V.®=0 (8.25)
Dt
kann man in
Us =U,+U,.+U,+D (8.26)

die Potentialfunktion® der (bezogenen) Corioliskraft weglassen, so dass das verallgemeinerte Jacobi-Integral lautet

( j= J'(BU Dx. (X,DX t]+—V><A]Dt—C (8.27)
o Dt Dt D

mit der Potentialfunktion

Uy =U,+U, +U, =U, (x,t)—xii—%(d(t)xx)z- (8.28)
Der Integrand
U +DX Z(X,DX tj+% V, xA (8.29)
ot Dt Dt Dt

verschwindet, wenn sich d zeitlich nicht dndert und wenn das Bezugssystem B translatorisch nicht beschleunigt ist, d.h.
wenn d=0 und R=0.

Bemerkungen zum Integranden:

1. Er kann nicht als vollstindige Zeitableitung einer skalaren Funktion F geschrieben werden, d.h., es ist

DF _ [BU Dx Z[ Dx t)...i v XAJ (8.30)
Dt ot Dr Dt D

nicht erreichbar.

2. Man kann ihn physikalisch nicht zum Verschwinden bringen oder zu einer Konstanten machen, d.h., es gelingt

nicht,
(BUS +E-Z( Dx tj+& \Y% XA] 0 bzw. =const. (8.31)
Jt Dt Dt Dt

zu erreichen. Ein Ausweg aus dieser Situation bietet sich wie folgt.
Annahme: Lings der aktuellen Bahn sind

iz(x,%,tjzzm) und ot A = G(1) (8.32)
t

m

reine Zeitfunktionen, so dass mit einer weiteren Potentialfunktion

x(1)
= A
Uy (1):= x(m ((t) )+rot (x(0), f)) (8.33)
=x-( F(1) + G )

die Bewegungsgleichung des Teilchens in B lautet
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D’x
th = Vx (UI'S)

mit dem verallgemeinerten Schwerepotential
Us=U;+U, =U;+U.+U,+DP+U, . (8.34)

Das verallgemeinerte Jacobi-Integral kann man damit in der Form

Dx 2 ~ taU‘,< o 8.35
(E) =20, -2| = Di=C =20, —C0) (3

schreiben, worin C(¥) eine zeitverinderliche ”Jacobi-Konstante” ist, definiert durch
U ,
Cty=2[=5Dr-C . (8.36)
ot

Das unbestimmte Integral

Iauvs D (8.37)
ot

kann mit dem verallgemeinerten Schwerepotential U ((r) berechnet werden, wenn man die Bewegung x(7) im Galilei-
System kennt.

8.4 Storungsgleichungen in einem mit einem Zentralkorper verbundenen Galilei-System

Im allgemeinen ist ein Bezugssystem entweder willkiirlich vorgegeben (durch Vorgabe der transatorischen Beschleu-
nigung R und der Drehrate d in (8.2)) oder mit einem Korper oder einem aus mehreren Korpern gebildeten Korper-
system (Bezugskorper) verbunden. Im letzteren Fall miissen R und d des Bezugssystems bzw. die des Bezugskorpers
durch die Newtonschen Bewegungsgleichung bestimmt werden.

Betrachtet wird die Bewegung eines Teilchens m bzgl. eines mit einem ausgedehnten Korper K verbundenen Bezugs-
systems oder grob gesprochen die Bewegung des Teilchens um den Korper K. Die translatorische Beschleunigung des
Bezugssystems ist gleich der des Massenmittelpunktes des Korpers K. Die auf den Korper K und auf das Teilchen
wirkenden Krifte sind

MR =>F*-F>
mit =F+Y F*+Z> (8.38)

worin M und m die Massen des Korpers und des Teilchens bezeichnen (angenommen: m << M ); R und r sind ihre
Ortsvektoren bzgl. eines beliebigen Inertialsystems. F ist die durch den Zentralkérper K auf das Teilchen wirkende
Kraft, F* und F* die durch einen AuBenkorper (Teilchen) o (o =1, 2, ...) auf den Korper K und auf das Teilchen

wirkende Kraft. Alle diese Krifte seien als gravitative angenommen. Z erfasse die nichtgravitativen Krifte auf das
Teilchen.

Alle diese Krifte werden in die Gleichung (8.1) eingefiihrt; dann erhélt man

2
Df=i(l+ﬂjF—dx(dxx)—deE—D—dX)ﬁi [F“—ﬂgaj+iz- (8.39)
D m\ M Dt Dr M

m*<; m

Die gravitative Kraft F des Zentralkorpers ldsst sich aus dem Potential v, des Gravitationsfeldes des Korpers ableiten.

Das letztere kann mittels

_GM
r

ausgedriickt werden, worin r den Abstand des angezogenen Teilchens zum Massenmittelpunkt C des Korpers be-

zeichnet. Der erste Term in V, ldsst sich als das Potential eines Teilchens, das die gesamte Masse des Korpers besitzt

Vi +oV

und das in dessen Massenmittelpunkt positioniert ist, interpretieren. Der zusitzliche Teil

dV = Gﬂz(gj (C,,(O)P,,(o) (cos©)+ i(cnmPﬂm (cosB)cosmh+s,, P, (cosB)sin m}»)J
o \Tr m=1
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des Potentials hingt von der Massenverteilung im Korper K ab, worin (6,2) die Kugelkoordinaten des Teilchens in
einem (mit dem Massenmittelpunkt C als dessen Ursprung) beliebig orientierten Koordinatensystem sind. a ist eine
willkiirlich eingefiihrte Grofle mit der Dimension der Lénge.

(Co> S, ) sind von der Position des Teilchens unabhingige harmonische Koeffizienten; sie hingen aber von den Defini-
tionen des Koordinatensystems und der GroBe a ab. Entsprechend ldsst sich die Kraft F in

_ GMx

F= 3
X

+OF

zerlegen. Unter den Bedingungen, dass einerseits die Gleichung

2
Df=—[1+ﬂjGM3X—(dx(dxx)+2dxﬂ—ﬁxxj —f,+f - (8.40)
Dt M ‘x‘ Dt Dt

integrabel ist und andererseits gilt

1 m 1
OF+— > | F*——F" |+—Z
Srge)

m-,

( ijM
<<|1+— o
M«

stellt (8.39) eine Storungsgleichung fiir die Bewegung eines Teilchens um den bewegten Bezugskorper (Zentralkorper)
dar, wobei f, und f, die Hauptterme sind und

f, =5F+iZ(F“—%E“j+iz

o m

die (gravitativen und nichtgravitativen) Storkréfte bezeichnet.

Fiir ein nichtrotierendes Galilei-System gilt d = Dd _ 0 . Damit ergibt sich wegen b ﬁdi und x —r aus (8.39), die
Dt Dt t
Bewegungsgleichung in einem mit dem Massenmittelpunkt des Zentralkorpers verbundenen rotationsfreien

Galileisystems zu

2
dr_ _(Hﬁj GM o+, (841)
dt M |r|
mit der Abkiirzung
fA_=(1+ﬁ)8F+lZ(F“—ﬁIj“J+lZ' (8.42)
M me M m

Die Gleichung (8.41) stellt sich als eine Storungsgleichung mit der Storkraft f, dann dar, wenn

M
L G(M+m)

£
I

s

Der Vergleich mit (1.1) zeigt, dass der Hauptterm der Gleichung (8.41) ein Kepler-Problem beschreibt, in dem die
Masse des Zentralkorpers gleich der Summe M +m des Zentralkorpers und des betrachteten Teilchens ist. Diese
Gleichung ist die Grundgleichung der Bahntheorie. Fiir die Bahnbewegung beschreiben die drei Terme der Storkraft die
Abweichung des Gravitationsfelds des Zentralkorpers vom Feld einer Punktmasse, die gravitativen Storkrifte zufolge
anderer Himmelskorper sowie die nicht-gravitativen Storkrifte.
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9. Bewegungsgleichungen in Bahntheorien basierend auf den Hill-Variablen,
kanonischen Kugelkoordinaten und Kepler-Variablen

In den sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts wurden die Hill-Variablen in die Satellitenbahntheorie eingefiihrt
(Izsak, 1., 1963; Aksnes, K., 1965; Lelgemann, D., 1983), die fiir Bahnen mit beliebiger Exzentrizitét, insbesondere fiir
Bahnen mit kleinen Exzentrizititen (nahezu kreisformige Bahnen) geeignet sind. Die Arbeit (Cui, Ch. & Mareyen, M.,
1995) enthilt die theoretischen Grundlagen der Anwendung der Hill-Variablen in der Himmelsmechanik, insbesondere
in der Theorie der Satellitenbahnen.

Die kanonischen Kugelkoordinaten sind fiir die Bahnbewegung bei extrem kleiner Inklination (dazu gehoren nicht nur
die Bewegung der dquatorialen Satelliten, sondern auch die Bewegung der Planeten im Sonnensystem, darunter die
Bewegung der Erde bzw. des Massenzentrums des Erde-Mond-Systems) zu verwenden.

9.1 Das GauBsche Bahnkoordinatensystem und die Hill-Variablen

9.1.1 Definitionen und geometrische Eigenschaften

Gegeben seien Orts- und Geschwindigkeitsvektor r und v eines Teilchens zu einem beliebigen Zeitpunkt, und zwar be-
ziiglich eines durch einen festen Punkt O und drei orthonormierte Basisvektoren (b,,b,,b,) reprisentierten Bezugs-

systems. Als solches sei insbesondere das GauBsche Bahnkoordinatensystem gewihlt, dessen Basisvektoren
(e,.e,.e;) :=(s,t,n) definiert sind durch (siche Abb. 9.1)

s=r/r, t:=nxs, n=G/G,

G=rxv, G =G|, r=|r|. ©.1)

N \Ag uator

\B ahnebene

Abb. 9.1 Das Gaufische Bahnkoordinatensystem und die Hill-Variablen

b,

Das Gaufische Bahnkoordinatensystem ist ein bewegliches lokales System. Der Einheitsvektor s liegt in der Richtung
des Ortsvektors und werde der radiale Einheitsvektor genannt. Die Vektoren s und t spannen eine Ebene auf, die Bahn-
ebene, in der momentaner Orts- und Geschwindigkeitsvektor r und v liegen. Der Einheitsvektor t wird der transversale
Einheitsvektor genannt. Der Vektor n steht senkrecht auf der Bahnebene und heifft Bahnnormalenvektor oder Normalen-
einheitsvektor.

Das Bezugssystem (O;b,,b,,b,) kann dem gestellten Bewegungsproblem in weiten Grenzen angepasst werden. In der

Himmelsmechanik wird oft das Ekliptiksystem (fiir die Planetenbewegung) oder das rotationsfreie Aquatorsystem (fiir
die Satellitenbewegung) gewiihlt, wobei b, zum Ekliptikpol bzw. zum Rotationspol der Erde zeigt. Der Ursprung O

liegt im Massenmittelpunkt des Zentralkorpers.
Im Gaufschen Bahnkoordinatensystem lassen sich unterschiedliche Bahnvariable zur Beschreibung der Bahnbewegun-
gen definieren, beispielsweise die Kepler-Variablen (i,Q;a,e;w,M ) zur Beschreibung der Bewegungen in einem Kegel-

schnitt. Die Kepler-Variablen sind fiir die Untersuchung der Bewegungen in einer elliptischen Bahn mit sehr kleiner
Exzentrizitit, die sowohl theoretisch als auch praktisch von grofer Bedeutung ist, nicht geeignet, da in diesem Fall
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Singularititen in den Bewegungsgleichungen auftreten. Um diese Singularititen zu vermeiden, sind andere Variablen zu
verwenden, zum Beispiel die Hill-Variablen. Die Hill-Variablen (i,G,H ; r,u,Q) sind folgendermafBen definiert:

i radiale Geschwindigkeit (radiale Komponente des linearen Impulses pro Einheitsmasse),
Gund H Gesamtbetrag und Polkomponente des Drehimpulses pro Einheitsmasse,
r,u, & Abstand, Argument der Breite und Rektaszension des aufsteigenden Bahnknotens N.

Alle sechs Variablen (r',G,H ;r,u,Q) lassen sich aus Orts- und Geschwindigkeitsvektor r und v eindeutig bestimmen.

Wihrend die Hill-Variablen » und G durch (9.1) gegeben sind, lassen sich die anderen Variablen folgendermalien
bestimmen:

F=ves=v-r/r, H=G-b,=(rxv)-b, =Gcosi

cosQ=N-b,, sinQ=N-b,,

cosu=s-N, sinu=s-W, 9.2)
Darin ist

N=b,xG/|b,xG| 9.3)

die Richtung zum aufsteigenden Bahnknoten. Der Vektor
W =nxN 9.4)
ist orthogonal zu den Vektoren n und N und liegt in der Bahnebene. i ist die Inklination (Bahnneigung).

Die GauBschen Basisvektoren (s,t,n) gehen aus den Basisvektoren (b,,b,.b,) iiber eine Rotation hervor:

(s, t,n)" =R, (u)R, ({)R,(Q)(b,, b,, b,) 9.5)
oder umgekehrt
(b, by, b,)" =RI (Q)R! (i)R} (u)(s, t,n)" =R, (-Q)R, (=) R, (-u)(s, t,n)", (9.6)

wobei die elementaren Rotationsmatrizen sind. Multiplikation der Matrizen ergibt

1 0 0 cosat 0 —sino cosat  sino 0
R (a)=]0 coso. sino |"R,(a)=| 0 1 0 |"R;(a)=|-sina coso. 0 C))
0 -sinot coso sinat 0 coso 0 0 1
b, cosucosQ—sinusinQcosi —sinucosQ—cosusinQcosi  sinQsini (s
b, |=| cosusinQ+sinucosQcosi —sinusinQ+cosucosQcosi —cosQsini || t 9.8)
b, sinusini cosusini cosi n
und
s cosucosQ—sinusinfcosi  cosusinQ+sinucosQcosi  sinusini \( b,
t |=| —sinucosQ—cosusinQcosi —sinusinQ+cosucosfcosi cosusini || b, 9.9
n sin Qsini —cos€2sini cosi b,
Der Ortsvektor des Teilchens lisst sich damit darstellen durch
r=r(cosucosQ—sinusinQcosi)b, +r(cosusinQ+sinucosQcosi)b, + rsinusinib, (9.10)
woraus fiir die Koordinaten in der Basis (b,,b,,b,) folgt
X cosucos 2 —sinusin Qcosi
y |=r| cosusinQ+sinucos{2cosi | 9.11)

z sinusini
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Ausgehend von (9.9) erhilt man fiir die Differentiale der Gaulschen Basisvektoren

ds = (du+cosidQ)t+ (sinudi —cosusinidQ)n ,
dt = —(du+cosidQ)s+ (cosudi +sinusinidQ)n ,

dn = —(sinudi —sinicosudQ)s — (cosudi +sinisinudQ)t. 9.12)

9.1.2 Die GauBlschen Komponenten der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren

Fiir das Differential von r = rs ergibt sich aus(9.12)

dr =drs+rds =drs+r(du+cosidQ)t+r(sinudi —cosusinidQ)n. (9.13)

Fiir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich damit

dr dr du .dQ .oodi . .dQ
V=—=—S+r| —+cosi— |t+r| SINU——cCOSusSini— [n - (9-14)
dt dt dt dt dt dt

Da der Geschwindigkeitsvektor entsprechend der Definition der Basisvektoren des Gau3schen Bahnkoordinatensystems
in der Bahnebene liegt, verschwindet seine normale Komponente. Die radiale Komponente ist gemill der ersten
Gleichung in (9.2) 7. SchlieBlich ist die transversale Komponente entsprechend der Definition des Drehimpulses G/r .
Man erhilt somit die Darstellung

veistZt. (9.15)
r

Der Vergleich mit (9.14) ergibt die folgenden Beziehungen, im Folgenden kinematische Identititen genannt:

ﬂ=i*, @+cosi@=£2, sinuﬂ—cosusini@=0- (9.16)
dt dt . r d dt

Mit Hilfe von (9.12) und (9.16) erhilt man daraus die Darstellung der Beschleunigung in Hill-Variablen,

a r

dv _(dr G* 1dG
rodt r

— s+——t+E cosuﬂ+sinusiniﬂ n- 9.17)
dt dt dt

Anm: Die kinematischen Identititen (9.16) lassen sich als nichtholonome Zwangsbedingungen fiir die unabhingigen
Variablen auffassen. So ist ein durch die Hill-Variablen beschriebenes dynamisches System ein skleronomes,
nichtholonomes System.

9.1.3 Das GauBsche Gleichungssystem fiir die Bahnbewegung in Form der Hill-Variablen

Projiziert man die Vektoren auf beiden Seiten des zweiten Newtonschen Bewegungsgesetzes auf die Gaullschen Basis-
vektoren
dv

5 i fst it fns (9.18)

wobei =y — f die auf das Teilchen wirkende Kraft ist, so erhilt man

dir G 1dG G di . . .dQ

E_szl’ ;;=f2, 7(cosuz+smusngj=f3~ 9.19)
Die 6 Gleichungen (9.19) und (9.16) lassen sich durch lineare Kombination in eine Form umschreiben, so dass jede
Gleichung nur eine Zeitableitung der 6 Variablen enthilt:



82 C — Anwendungen integrabler Bewegungsprobleme in Bahntheorien

dir  G? dG di

r .
———=f —=rfy — =—cosuf;, >
a7 a7 a = G
£=i’, ﬂ=£2—icotisinufz, sini@=isinuf3- (9.20)
dt ad r G ’ d G

Aus der zweiten der Gleichungen (9.2) ergibt sich

di=cotid—G—;d—H7 9.21)
G sini G
womit sich die dritte Gleichung in der ersten Zeile von (9.20) durch
Cii—H = r(cosif, —sinisinuf;) 9.22)
; 3

ersetzen lasst.

(9.20) ist ein System von Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines Teilchens: GauBlsches Gleichungssystem der
Planetenbewegung in Form der Hill-Variablen. Dessen Herleitung erfolgte in zwei Schritten:

(1) Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektors mittels der Gaulschen Basisvektoren und der Hill-
Variablen;

(2) Darstellung des zweiten Newtonschen Bewegungsgesetzes beziiglich der Gau3schen Basis.

9.1.4 Die Hill-Variablen als kanonische Variable

Fiir den Fall, dass sich die auf das Teilchen wirkende Kraft als Gradient einer skalaren Funktion des Ortsvektors (und
der Zeit)

f = gradV (r,t)
darstellen lisst, kann das Differential der Funktion v (r,t) gemil

dv = gradV~dr+a—th =f~dr+a—th
ot ot

berechnet werden. Tridgt man (9.13) und (9.18) in diese Gleichung ein, erhilt man

dV = fidr+rsinufdi+ rf,du + r(cosif, —cosusini]‘3)d9+aa_‘t/dt
und damit
v . v
fl:E, rsmuf3=¥,
it =aa—‘;, r(cosif, —cosusiniﬁ):%. 9.23)

Danach sind drei Kraftkomponenten aus vier partiellen Ableitungen zu bestimmen; eine der Ableitungen muss daher von
den anderen abhingen. Aus den letzten drei Gleichungen erhilt man die folgende Identitit zwischen den partiellen
Ableitungen

sinu(cosia—v—a—v]—cosusinia—‘_/=0- (9.24)
du 0Q i
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Fiihrt man die Gleichungen (9.23) in (9.20) ein, so folgt

di  G* 9V dG odv di 1 0V oV
—=—t+—> — = —=——| coSi ———
d r  or dt  du dt Gsini du 9Q
ar_.. u_G oV, aQ __ov. (9.25)
dt dt r* 0G dr  OH
oder
i _G* oV 4G _ov ai _ov
a r or dt ou dr 9Q
ar_.. du_G 9V aQ _ v (9.252)
dt dat r* 0G dt oH
Das ist das Lagrangesche Gleichungssystem fiir Bahnbewegungen, dargestellt in Hill-Variablen.
Fiihrt man die Funktion
2
FeT4v=->Ltyysy=_1 f2+G—2 +V (9.26)
2 2 r
ein, dann nimmt das Gleichungssystem (9.25a) die Gestalt
di _oF dG _oF dH _dF
dt or dt  ou d 0Q
dr _ _oF du__OF aQ _ oF 9.27)
e o dt G’ dt  OoH

eines kanonisches Systems an, wobei (r,u,Q) die generalisierten Koordinaten sind und (#,G,H) die konjugierten

generalisierten Impulse. F ist die Hamilton-Funktion. Damit ist die Kanonizitét der Hill-Variablen gezeigt (Schneider 11
1993).

9.1.5 Erweiterte Hill-Variablen zur Behandlung von Problemen mit zeitabhéingigem Potential

Wenn das Potential V allein eine Funktion der Variablen (r,u,Q;#,G,H) ist, die Zeit also nicht explizit auftritt, dann ist

das System (9.27) ein autonomes System. Fiir ein autonomes System aber gilt der Energiesatz:
l 2
F= 2[i2 +G2J—V(r,u,£2;i’,G,H) = const "
r

Wenn hingegen das Potential explizit zeitabhingig ist, dann liegt ein nichtautonomes System vor. In diesem Fall ist ein
Satz von um das Variablenpaar (t, T) erweiterter Hill-Variablen (r,u,Q,t;7,G,H,T) fiir die Problemlosung zweckmifig.

T ist physikalisch mit der Zeit ¢ bis auf eine zusitzliche Konstante identisch, T = ¢ + ¢; sie spielt aber nicht die Rolle einer
unabhingigen Variablen, sondern die einer zusitzlichen generalisierten Koordinate. 7 ist der zu T konjugierte
generalisierte Impuls. In der Anwendung muss man

(1) dieZeittin v (r,u,Q;G,H;r) durch tersetzen: V(r,u,Q;G,H;1);
(2) in der Hamilton-Funktion F=T7-V muss man einen zusitzlichen Term T einfiihren, so dass diese fiir die

erweiterten Hill-Variablen (r,u,Q,t;7,G,H,T) die Form

2
Fz—%(r'Q+G—2]+V(G,H,r,u,§2;1:)—T 9:28)

I%
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annimmt und damit das kanonische Gleichungssystem die Form

i _OF G _oF dH _oF dr _oF
. or dt ou . 0Q’ dt ot
dr __oF du _ _OF aQ _ _oF dv__oF (9.29)
dt or dt oG dt oH dt oT

Das System (9.28)-(9.29) ist dquivalent dem System (9.26)-(9.27) in dem Sinne, dass die Losung des letzteren eine
Teillosung darstellt. Durch Einfiihrung des zusitzlichen Variablenpaars, d.h. durch den Ubergang in einen erweiterten
Phasenraum (Schneider 1+11 1992/3), wird aus einem nichtautonomen kanonischen System ein autonomes System.

9.1.6 Integration des in Hill-Variablen formulierten Kepler-Problems

Das Kepler-Problem ist definiert durch das Potential

wobei u=GM den Gravitationskoeffizienten des im Raum fest liegenden Zentralkorpers bezeichnet; M ist dessen
Masse. Die Hamilton-Funktion lautet

2
Fz_l{fuc_}r&. (9.30)

Das System ist bekanntlich integrabel. Das Impuls-Theorem (entsprechend dem im Abs. 7 angegebenen Theorem A mit
K =1) zeigt zwei Bewegungsintegrale:

G=aq,, H=o0,. 9.31)

Man kann die Hamilton-Funktion umschreiben in

2
Fz_l“_(ez_l). (9.30a)
2G°
mit der Abkiirzung
N2 ) 2
& = [ﬂj + [F_ _ 1] . (9.32)
m wr

Damit ist das dritte Integral
el =0, (9.33)

iiber das Energie-Theorem ermittelt. Das Integral (9.33) gibt eine algebraische Beziehung zwischen r und 7 an; damit
bleibt nur eine von beiden Variablen unabhéngig. Durch

. 2
ﬂ=esinf > G——lzecosf (9.34)
u ur

fiihrt man eine Winkelvariable f ein, so dass die Gleichung (9.33) erfiillt wird. Es ist ersichtlich, dass (9.34) einen Kegel-
schnitt beschreibt, wobei p = G?/ u bzw. e den Parameter bzw. die Exzentrizitit des Kegelschnitts bedeuten; beide

zusammen bestimmen die Grofle und die Gestalt der Bahn. fist die wahre Anomalie, welche die Position des Korpers in
der Bahnebene beziiglich der Apsidenlinie beschreibt.
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Da e und f nach den Gleichungen (9.34) als Funktionen der Variablen r, 7 und G definiert sind, erhélt man

. 2 2 2 2
ede:GGrdf_lG(G_1]dr+1(62+[0+1j(0_1]}16,
uou rour\ pr G ur ur (9.35)
2 2 . 2 .
ezdf:G(G—1]dﬁ+lG[Gr]dr—l[G+1j[GrjdG,
u pr rur W G\ur U
und daraus

{re}-22 8.

wr

Damit ergibt sich die Differentialgleichung

daf _ _OFr. G 9.36
== et = (9.36)

,
fiir die Winkelvariable f.
Fiir die Variablen u und Q erhilt man die Differentialgleichungen

du_ _OF _G aQ _ _oF _ . (9.37)
d oG r dt  OH
Integration ergibt

u=f+o,, Q=04 (9.38)
mit den Integrationskonstanten o, und o .

Es ist ersichtlich, dass die zeitliche Entwicklung der drei Variablen u, r und 7 tiber (9.38) und (9.34) von f abhingt. Es
verbleibt, die Differentialgleichung fiir f zu 16sen. Aus der klassischen Himmelsmechanik ist die Losung dieser
Gleichung fiir alle drei Kategorien nichtentarteter Kepler-Bewegungen, (ndmlich elliptische, parabolische und hyper-
bolische Bewegung) bekannt. Fiir die elliptische Bewegung (¢ < 1) fiihrt man die sog. exzentrische Anomalie E mittels

an (i] _ [l*e tan(ﬁj (9.39)
2 1-e 2
ein und erhilt damit die Losung in Gestalt der Kepler-Gleichung:
2
M::E—esinE:(l—ez)m%(t—t*), (9.40)

wobei M die mittlere Anomalie genannt wird. Die Kepler-Gleichung stellt das sechste Integral dar. o, =¢* ist die ent-

sprechende Integrationskonstante; sie gibt die Zeit des Apsidendurchgangs an. Damit liegt die allgemeine Losung fiir die
elliptische Kepler-Bewegung vor. Die mittlere Anomalie ist nach (9.40) eine Funktion von E und e; E ist nach (9.39)
eine Funktion von fund e; die beiden letzteren sind Funktionen von (#,7,G)- Fiir das Differential erhilt man

2 2
avm =" g1 r—(p+ljsinfde'

2 32 2| .
a’ \1-¢? (1_62) a’ \'r

Zusammen mit (9.35) fiir de und df erhilt man

av = Y12 [G{[Gz—lj—ze”ﬁ]dﬁ“Z[G"][[Gz] —eZ]dr—l[GzH][(”]dG]- 9.41)
e wilur G G\ wr G\ ur u
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Kombination von (9.41) mit der zweiten Gleichung in (9.35) ergibt

1 G’ wr \Gdi
d(f-M)=| ——| -1 |+2Jl- = | =
( ) [1+\/1—e2( j Gz] u

1 G*Y —\( G\ udr 1 G Gi\dG
- | Z | +1- ki Lo A S Aty O | B , (9.42)
+[1+\/1—e2(!~“’) e ]( u)G2 1++1-¢? ur+ w)G

eine wohl erstmals von Izsak angegebene Beziehung. Andererseits ergibt sich aus (9.40) die Zeitableitung der mittleren
Anomalie,

Zusammen mit (9.36) resultiert daraus

G_2=(1_62)3’2“_2+GM. (9.43)
G’ dt

2
7

Zu den weiteren Fillen nichtentarteter Keplerbahnen sei auf (Schneider I 1992, Stumpff I 1959) verwiesen.

9.2 Zu verallgemeinerten Kepler-Problemen fithrende integrable Systeme in Form
der Hill-Variablen

Die erste und direkte Anregung zur Integrabilititsuntersuchung in der Himmelsmechanik entstand aus der Suche nach
intermedidren Systemen, deren Losung als Ausgangspunkt zur Stérungsrechnung dienen soll:

In order to solve the exact problem approximately, we first solve an approximate problem exactly.

——T. E. Sterne

Hier bedeutet das zunéchst zu l6sende approximative Problem ein intermedidres System, das in erster Linie integrabel
sein muss.

Aufler der Integrabilitit soll ein intermedidres System fiir die gestorten Kepler-Probleme
1) die aktuellen Storkrifte so weit wie moglich erfassen und
2) eine einer Kepler-Bahn qualitativ so nahe wie moglich liegende intermediédre Bahn ergeben.

Bekannt sind drei intermedidre Systeme in der Satellitenbahntheorie: das Vinti-System, das Kyner-Bennet-System und
das Lelgemann-System.

Das Vinti-System erfasst den J, -Term des Erdpotentials sowie einen Teil des J; -Terms und ergibt eine geschlossene
Losung. Die Losung ist aber komplizierter als die Kepler-Losung und basiert auf einer komplizierten Darstellung des
Erdpotentials (elliptische harmonische Funktionen).

Das Kyner-Bennet-System legt eine Kraft fest, die zu sidkularen Stérungen in dem Argument des Perigdums, in der
Linge des Knotens und in der mittlerer Anomalie fiihrt, d.h., es fiihrt zu einem verallgemeinerten Kepler-Problem. Die
Kyner-Bennet-Kraft fiihrt aber nicht nur zu sidkularen Storungen, sondern auch zu komplizierten kurzperiodischen
Storungen. Die Probleme dabei konnten in der Ableitung der bendtigten Kraft liegen. Das ist eigentlich ein inverse Auf-
gabe der Mechanik; die Losung sollte allerdings nicht so kompliziert wie bei Kyner und Bennet sein. Eine Diskussion
dariiber wird im Abs. 9.4.3 gefiihrt werden. Die Bedeutung des Kynner-Bennet-Systems liegt nicht in der dabei angege-
benen Kraft, sondern in der durch das System angeregten Denklinie, das sidkulare und sogar das langperiodische
Bewegungsverhalten durch ein intermediédres System zu erfassen. Das Kyner-Bennet-System stellt einen ersten Versuch
in dieser Richtung dar.

Lelgemann (Lelgemann, 1983) iibernimmt, direkt und mehr logischerweise, einen Teil des Erdpotentials in das inter-
medidre System und findet, dass das System integrabel ist und eine rotierende Kepler-Bahn ergibt. Die Losung fiihrt zur
einfachen Darstellung der Stérungen durch den restlichen Teil des Erdpotentials (als Storfunktion angesehen). Darauf
basierend ist in (Cui, 1990 und 1997) die Suche nach intermedidren Systemen in allgemeinerer Form (nicht nur das
durch das Erdpotential, sondern auch das durch einen dritten Himmelskorper hervorgerufene sdkulare Bewegungs-
verhalten erfassende integrable Systeme) fortgesetzt; die Ergebnisse wurden fiir eine Losung zweiter Ordnung in der
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Satellitenbahntheorie verwendet. Diese hat seinerseits die im Abs. 7 angegebene Separabilitits- und Integrabilitits-
untersuchung angeregt. Im folgenden werden das Lelgemann-System und ein mit Hilfe des Theorems D gefundenes inte-
grables System dargestellt.

Ein das gesamte langperiodische Bewegungsverhalten erfassendes integrables System ist bislang nicht gefunden, obwohl
das theoretisch nicht ausgeschlossen ist.

9.2.1 Das Lelgemann-System: ein eine siikular drehende Kepler-Bahn ergebendes integrables System

Das Lelgemann-System lésst sich in einer allgemeinen Form durch die Hamilton-Funktion

2 2 2
poclp 18 Gy LR (9.44)
2 2r r 2 2r r

unter der Bedingung

I*:=G*(1-2X(G.H)) 20 (9.45)

definieren, wobei X (G,H) eine beliebige Funktion der Variablen G und H ist. Das System ergibt sich aus dem Kepler-

System (9.30) durch Ersetzen des Impulses G mittels einer von G und H abhingigen konstanten Grofe I', ist also ein
verallgemeinertes Kepler-System. Alle Folgerungen aus dem Kepler-System bleiben dann giiltig, wenn G durch I
ersetzt wird; man erhilt anstelle (9.32), (9.34) - (9.36) und (9.40)-(9.43)

N2 ) 2
(I‘r] +(F—lj =e® =const» (9.32a)
M wr
- 2
LU L —ecosf (9.342)
i wr
. 2 2 2 2
edezrrrdr'—lr[r— Jdr+1{e +(F+1](F—ljjdl‘
L A VAN r wr wr (9.35a)
2 2 2
T e o
wr rur{ p wr il
a _ T (9.36a)
e r*
2
Mi=E-esinE=CL (=17 = (1-¢) " X (r-r%). (9.402)

am =V1=€ [F[[Fz—lj—zezﬁ]dﬁ“z(ﬁj[[rz] —ez}lr I[FZHJ[F’JM]’ (9.41a)
& | ullwr )7 (e wo ) u

e e

2\2 2 .
. I(F} i (Fr}ud;_ltrﬂj(ﬂjdr, (9.42a)
1+4/1-e2 \ ur L R N A w)r

(1) i M) (9.43a)
r r dt
fiir die Bahnellipse und die Bewegung auf der Ellipse. Fiir die Variablen u, wund Q erhilt man anstelle (9.37) die

Gleichungen

du  OF _ r oar or df dQ oF _ I or dI' df (9.37a)

- =,

& oG rFoG oG dl dr  0H r°OH oH di
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aus denen sich ergeben

ar or

u=s Q== f+Q (9.46)
und daher
or
(nzu—f:[ﬁ—ljfﬂq)- 9-47)

Damit ist das Bewegungsproblem in einer allgemeinen Form mit den 6 Integrationskonstanten G, H, e, t*, u, und Q,
gelost. Die Losung beschreibt

e cine sich um die Polachse drehende (durch sikulare Anderung in Q ) Bahnebene mit einer festen Inklination;

e eine sich innerhalb der Bahnebene drehende (durch sikulare Anderung in @ ) elliptische Bahn mit fester Exzentri-
zitdt und

e eine Umlaufbewegung des Korpers in der elliptischen Bahn (durch f oder M oder E gegeben).

Die sikularen Anderungen in € und @ sind als lineare Funktionen der wahren Anomalie in (9.46)-(9.47) gegeben. Das
sind durch den zusitzlichen Term X (G,H) verursachte Storeffekte, die verschwinden fiir die Kepler-Bewegung
(X (G,H)=0). Beziiglich der mittleren Anomalie lassen sie sich durch
or or or or
Q=—-M+—(f-M)+Q,- =l—-1M+| —-1 -M)+
oH aH(f )+ @ (aG j [aG j(f )+t
ausdriicken, wobei (f —M), “equation of centre” genannt, eine rein periodische Funktion der Zeit ist. Zur Erfassung

der zum sédkularen Bewegungsverhalten fithrenden Komponenten aus dem Erdpotential mittels des Lelgemann-Systems
sind die von den Variablen u und Q unabhingigen zonalen Terme

(2p) 2 (2p) / 2 \(2P-1)
= u a, N T ua, r .
V= ;;(7) C(Z]?)O F(zp)u,; (l) - ?;( Fz j (WJ C(Z]?)U F(z,;)u,; (l)

2 v
zu beriicksichtigen. Aus der zweiten Gleichung in (9.34a) erhélt man [F_] = (1+ecos f)v. Eine Reihenentwicklung
ur

ergibt

L N 04
ur =1

mit den Koeffizienten

-~ 1 ‘1[(""/)/2] \Y; q+2] e 2 A 949
Yw,(e)‘[E) 2 Eqm)( j j[z) az0) .

Fiir eine positive Integerzahl v entartet die Reihe (9.48) zu einem trigonometrischen Polynom und die Koeffizienten
Y, (ez) in v-gradige Polynome des Arguments ¢*. Eine Abschitzung der Gréenordnungen ergibt

Y, (e*)=1+0(e)- (9.50)

Verwendung der Reihenentwicklung (9.48) ergibt

_ I ua, (2p) N ua, (2p) )
v =7Z(Fj C(Zp)(] F;Zp)ﬂp (l)+722[ FZ ) C(Zp)ﬂ F(Zp)Op (l)(Y(prl)O (62)_1)

2
r o>

(2p)
a .
+2— Z(“i‘; ) Capp F(217)“n (l) z Y(217*1)f1 (62 )eq cosqf ©:5D)
q
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Aus (9.51) ersieht man, dass sich der erste Term durch das Lelgemann-System erfassen lidsst, wenn man die Grofle I'
durch

(2p)
r=¢ [1 _22(%] Capp F(ZP)GP (l)] (952)

p=2

definiert.

9.2.2 Ein weiteres integrables System

In den erweiterten Hillschen Variablen (r,u,Q,r;f,G,H,T) gilt das kanonische Gleichungssystem (9.85) der Bahn-

bewegung eines punktartigen Himmelskorpers um einen Zentralkorper mit der Hamilton-Funktion

2
F =—;[f2 +GZJ+“+R(i,G,H,T;r,u,Q,I)’
r r

worin u/r der Kepler-Termistund R die Storfunktion. Im Folgenden wird gezeigt, dass das System

2
Fe-tp 1D R o(6me)+w(G 1, 1)-T 9.53)
2 2r r
mit
N2 > 2
F=T(G.H) P {Fr] J{F_lj (9.54)
u ur
integrabel ist. Umformulierung ergibt
2
F= _1(&j (¢ =1) 4+ (G, H.e*)+ ¥ (G, H,e* 1) ~T - (9.530)
2\

Damit ist die Hamilton-Funktion als eine Funktion von G, H und e’ =e¢”(i,r,G,H) sowie des konjugierten

Variablenpaars (T,t) dargestellt:

F=F(G,H,e*(#r;G,H),T,1)- (9.53a)
Es ist ersichtlich, dass das System (9.53b) die Bedingung (7.8) - (7.9) erfiillt. Damit erhélt man nach dem in Abs. 7.1
angefiihrten Theorem D die Integrale

o, =G = const., o, = H = const.,

a, =é’ (i’, r,G,H) = const. , (9.55)
und man erkennt die Integrabilitit des Systems. Ein viertes Integral

o, =‘I’(G,H,ez,‘t)—T = const. (9.56)
ergibt sich aus der Erhaltung der Hamilton-Funktion.

Die allgemeine Losung des Systems (9.53) ergibt sich mittels der in Abs. 9.1.6 verwendeten Methode. Als Beispiel wird
hier die allgemeine Losung fiir den einfachen Fall

2

F=—tp 1l Mio(cnme) (9.57)
2 2r r

angegeben.

(A) Die Bahngleichung (Kegelschnitt als Bahnkurve): Da die Integrale (9.55) identisch mit den entsprechenden

Integralen fiir das Lelgemann-System sind, lassen sich die dort definierten Variablen f, E, M und f - M hier genau so
verwenden und es gelten die Formeln (9.35a), (9.41a) und (9.42a).
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Die zeitliche Entwicklung der wahren Anomalie ldsst sich tiber die Differentialgleichung %f ={f,F} ermitteln. Aus der
t

Gleichung (9.53a) anstelle von (9.36a) erhilt man aber

df OF I’ od r 9.58
Y _or 1-2— 22 | =9 9.58)
dt  0e {f } ( u’ oe’ ] r
Daraus ergibt sich fiir ¢* <1
W ()" 59
M =E-esinE=0"— (l e ) (t—1%), (9.59)
und
Do) g U M) (9.60)
r r dt

anstelle von (9.40a) und (9.43a), wobei ¢ * (Zeit des Apsidendurchgangs) eine weitere Integrationskonstante ist.

(B) Integrale fiir die Variablen u und Q. Partielle Ableitung der Hamilton-Funktion ergibt

d oF ror (od 2 00 JI'
e - I K

d  9G oG \oG T 9e? 0G

oH T

490 LI (30 2000
dt oH r* oH de’ 0H

Integration unter Beriicksichtigung der Gleichung (9.58) fiihrt zu

arf [ag 2(1_¢)22 arj(l_l Vo

oG T de’ 9
aF 83 z BLONGIN . B 9.61
Xy (aH 2(1-)2% aHj(t F)+o 9.61)

mit den unabhéngigen Integrationskonstanten u * und Q*, die sich als das Argument der Breite sowie Linge des
Knotens zum Zeitpunkt des Apsidendurchgangs interpretieren lassen. Damit liegen 6 unabhingige Integrale vor, also die
allgemeine Losung des Systems (9.53) mit 6 frei wihlbaren Integrationskonstanten, die zur Anpassung an beliebige vor-
gegebene Anfangsbedingungen oder selbstadjungierte Randbedingungen fithren. Zusammengefasst beschreibt die
Losung eine sich im Raum drehende elliptische Bahn mit fester Inklination. Die Inklination ldsst sich durch die beiden
Erhaltungsgrofien G und H bestimmen. Die Drehung der Bahnebene ist durch die zeitliche Entwicklung angegeben. Das
Argument der Breite des Apsidenlinie,

oD 2 od or .
ot (aa jf [E'f(l )a aG]("l )+us (9.62)

gibt die Drehung der Bahnellipse innerhalb der Bahnebene an. Es ist ersichtlich, dass beide Drehungen je eine der
wahren Anomalie proportionale Komponente, eine der Zeit (der Mittlerer Anomalie) proportionale Komponente sowie
eine mit der zeitlichen Anderung des Potentials verbundene Komponente enthalten.

Anm.:  Vergleich des Systems (9.57) mit dem Lelgemann-System (9.44) zeigt:

(1) Beide Systeme fithren zu einer elliptische Bahn mit konstanter Inklination und konstanter Exzentrizitit.
Dabei ist der Parameter der Ellipse durch p=T7/u anstelle von p=G?/u bei der Kepler-Bewegung be-

stimmt. Folglich behalten alle fiir die Kepler-Bewegung geltenden Beziehungen zwischen den elliptischen
GroBen e, f und M einerseits und den BewegungsgroBen 7, r, und G andererseits ihre Giiltigkeit, wenn die
Variable G durch I' ersetzt wird.

(2) Fur die zeitliche Entwicklungen der wahren und mittleren Anomalie bei dem System (9.44) erhélt man
2
H_L g™ _p (1-)"

. - ; das ergibt sich, wenn man die Grofe G in den entsprechen Formeln fiir die
dr r da I
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u de
G _pL M

2
Kepler-Bewegung durch I' ersetzt. Fiir das System (9.57) ist ein Zeitskalar §=1- 21“_8_(12 einzufiihren:
r am 2 51\3/2
- 1- .
a0 o)

(3) Fur das System (9.44) dndern sich die Winkelvariablen u# und € proportional zu der wahren Anomalie
nach (9.46). Hingegen enthalten die Anderung von u und Q beim System (9.57) sowohl eine der wahren

Anomalie proportionale Komponente als auch eine der Zeit oder der mittleren Anomalie proportionale
Komponente. Aus (9.61) erhilt man

or B ‘(. od od or
=£f—ﬁl(l )WM(F_Z(I )——jM+*

oG de” 0G
2
Qzaif_fyl(l )3/21“ (rag_z(l )B(I) aFjM +O*. (9.61a)
oH u oH de’ OH

Das integrable System (9.57) lasst sich fiir die Bewegung kiinstlicher Satelliten im Erdgravitationsfeld verwenden. Mit
diesem System als intermedidres System lésst sich der erste Term in (9.51) iiber die durch (9.52) definierte Grofie I"
erfassen. Dariiber hinaus, mit Hilfe von (9.60), wandelt sich der zweite Term in (9.51) zu

—Z

2p)
] e Fappo (i)(Y(ZI"l)O (62)_ 1)

p22 (

p)
FZ Z( J Cepp Fapyop (l.)(Y(zp_l)0 (ez ) _ 1)(1 _ )3/2

pz2

) er) . d(f-M
+I‘1‘}IZ(%) c(zp)oF(Zp)op(1)()’(2p71)0(e2)—1)g.

p=2 dt

Der erste Term auf der rechten Seite ldsst sich tiber die Definition

2 (2p)
(I)(G H.e ) l1fz Z(“lf;j oo Fappop (i)(Y(ZP-‘)O(eZ)_l)(I_eZ )3/2

p=2

durch das System (9.57) erfassen. Da alle die verbleibenden Terme periodisch sind, sind sdmtliche zu sidkularem
Bewegungsverhalten fiihrende Komponenten des Erdpotentials mittels des integrablen Systems erfasst. Das System mit

der Hamilton-Funktion (9.53) ist die bislang gefundene allgemeinste integrable Form in den Hill-Variablen. Daraus
erhilt man die Gleichungen

daf
dt

du _

dt

dQ _
dt

el ()
_OF _gTor (aop 21— )aq>arj (a‘{f 21— )alyarj

oG oG 3¢ G 9¢* 0G

oG T

oG T

_OF _ T ar_(ag_g(l_ez)ai) BF]_(E)‘P 2(l )al}' arj

oH rFPoH \oH T ooH) \oH T de’ OH

fir die Winkelvariablen f, # und Q. Da die partiellen Ableitungen von ¥ von der Zeit abhéngen, ldsst sich die Zeit-
abhéngigkeit der mittleren Anomalie nicht direkt durch (9.59) ausdriicken. Eine weitere Untersuchung dazu ist not-
wendig. Das integrable System (9.53) lisst sich fiir die Bahnbewegung der Planeten und des Mondes verwenden. Wenn
die Storeffekte der anderen Himmelskorper beriicksichtigt werden sollen, muss dieses System auch fiir die Satelliten-
bewegung verwendet werden.
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9.3 Die Kanonischen Kugelvariablen

Die Hill-Variablen sind fiir geneigte Bahnen definiert, aber bei verschwindender Bahnneigung tritt eine Singularitit auf;
sie sind daher fiir Bahnen mit kleiner Inklination (dquatornahe Erdsatelliten und Planeten nahe der ekliptikalen Ebene)
zur Beschreibung der Bahnbewegung nicht geeignet. In diesem Fall ldsst sich die Bewegung mittels der kanonischen
Kugelvariablen (r,0,4;7,/, H) beschreiben.

9.3.1 Definition und Bewegungsgleichungen

Die Kugelkoordinaten sind definiert durch (siehe Abb. 9.2)
r — Radiusvektor,
0 — Polabstand,
A — ekliptikale Linge beziiglich des Friihlingspunktes.

Damit sind die Einheitsvektoren, in deren Richtungen die drei Koordinaten anwachsen, festgelegt:

sinBcosA) (b, cosBcosA) (b, —sinA)' (b,
s, =| sinBsinA | | b, |’ s, =| cosOsinA | | b, | S, =| cosA b, |
cos0 b, —sin 0 b, 0 b,
Daraus ergeben sich die Differentiale
ds, = dOs, +sin0d s, ds, = —d0s, +cosOdAs; , ds, = —sin0d\s, —cos OdAs, - (9.63)

Die entsprechenden generalisierten Impulse lauten dann folgendermafen:
7 —radiale Geschwindigkeit,

J — Komponente der Drehimpulses in der Richtung s,: J = (r>< v) ‘S5,
H — Komponente der Drehimpulses in der Richtung b, (Polrichtung): H = (r X v) -b,.

(i,J JH ) sind die zu den Koordinaten konjugierten Impulse. t und 7 sind eine zusitzlich eingefiihrte Koordinate bzw.

ein Impuls.

b,

/ r S,

Q N

Abb. 9.2 Definition kanonischer Kugelkoordinaten

Aus der Definition ist ersichtlich, dass sich der Ortsvektor mittels der Koordinaten (r,e,k) durch

bl I:)l
r=rs, =r(sinBcosA, sinBsinA, cos0)| b, |=(x,y,2)| b, (9.64)
b3 b3

ausdriicken lasst, wobei fiir sein Differential gilt
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dr =drs, +rd®s, + rsin 0dAs, - (9.65)

Die generalisierten Impulse lassen sich durch die Koordinaten und ihre zeitlichen Ableitungen beschreiben:

rzﬂ, J=r de, H = r*sin? 6@ (9.66)
dt dt dt

Aus (9.65) und (9.66) erhilt man die Geschwindigkeitskomponenten als Funktionen der Koordinaten und der generali-
sierten Impulse:
dr do d\ J H

V=—=78 +r—s, +rsin0—s, =S, +—s, + ———s;
dt dt dt r rsin®

Damit aber erhilt man fiir die kinetische Energie

2
r=1 f2+i2 J+ _Hz .
2 r sin“ O

Die Gleichungen (9.66) konnen somit in der Form geschrieben werden

dr _oT do _or dar _or (9.66a)

at oF dat oJ dt oH

Ein weitere Ableitung ergibt die Beschleunigungskomponenten als Funktionen der Koordinaten, der Impulse und ihrer
zeitlichen Ableitungen:

dv [di’ BTJ 1 [d] aTj 1 [dH aT) (9.67)
| s | s, b —— | —+— | .
dt dt or r\dt 00 rsin®\ dr oA

Eingesetzt in die Newtonsche Bewegungsgleichung erhilt man

dr JaT
—-Lih

ar aj _ oT dH _ JT (9.672)
dt or

— +1fy> — =——+rsin6,
dt 00 1 dt o £

mit den Kraftkomponenten (£, f,,f;) beziiglich der Einheitsvektoren (s,,s,,s, ).

Fiir den Fall, dass sich die Kraft aus einer von Ort und Zeit abhingigen skalarwertigen Funktion V =V(r, 0, k;t)

ableiten lisst, f = GradV , lassen sich die Kraftkomponenten durch

% oV . 1%
== h=3g rsingf, ==

f Ty

ausdriicken. Damit nehmen die Gleichungen (9.67a) die Gestalt an

di_ T v 4 _ T v dH _ 9T 3V
i~ or or 98 09 i on oA

Die letzteren, zusammen mit (9.66a), bilden ein System von Differentialgleichungen fiir die Variablen ( 0, ;7 J, H ) s

das kanonische Form annimmt,

di_OF dJ _OF dH _OF dT _OF
dar or’ dr 09’ dr oL @ ot (9.68)
dr_ _OF  db_ JF  dr_ OF  dt_ oF
dat oF°  dr  dJ° dr oH  dr oT

mit der Hamilton-Funktion

r sin

2
F=—i(r’2+l[ﬁ+ H26j]+v(r,e,7»,r)—T- 9.69)

Damit ist gleichzeitig bewiesen, dass die Variablen (r,0,A;7,J, H) kanonisch sind.
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9.3.2 Beziehungen zwischen den kanonischen Kugelvariablen und den Hill-Variablen

Aus der Gleichung (9.64) und (9.10) erhilt man
Sin@cosA = cosucosQ —cosisinusinQ ,

sinOsinA = cosusin Q + cosisinucosQ ,
cosO =sinisinu . 9.70)

Das sind drei unabhingige Beziehungen zwischen den Hill- und den Kugelvariablen; zusammen mit der Identitéit der
Variablen 7, H und r, die in beiden Variablensitze als unabhingige Variable zu betrachten sind, bilden sie eine
eindeutige Transformation zwischen den beiden Sétzen. Ergiinzend seien noch einige in den Anwendungen hilfreiche
Formeln angegeben.

Der Vergleich von (9.69) und (9.28) ergibt
G*=J*+H"/sin’0. 9.71)

Aus letzterer und der dritten Gleichung von (9.70) erhilt man

(J/G)sin® = —sinicosu » coszezésin2i(l—cos2u)
(J /G)2 sin® 0 —cos® 0 =sin® icos 2u » (J /G)2 sin?@ = %sinz i(1+cos2u) s
(J/G)2 sin® 8+cos’* O =sin’ i, (J/G)sinBcos6 = —%sin2 isin2u -

Die ersten zwei Gleichungen in (9.70) lassen sich umschreiben zu

sinBcos (A - Q) =cosu, sinOsin (A - Q)= cosisinu,

cositanu = tan(A—Q). (9.72)
Man erhilt damit die Differentiale

. 2.
dG =L a7 + E5L g - €5 1050 49,
G sin” 0 sin” 0

di= cosi(cosicosud(] /H)—sinesinude)sin’2 0,

du = —.i'(cosi(l—sin2 i)sinud (J/H)+sin Gcosudﬁ)sin’2 0>
sini

dQ=dh+ (cos2 isinud (J / H )+ cosicosusin 6516)sin’2 0- (9.73)

Mit Hilfe von (9.70) und (9.72) lassen sich die Kugelfldchenfunktionen P, (cos8)cosmh , P, (cos8)sinm) durch die Hill-
Variablen ausdriicken (siehe Cui, 1997):

cos n-2plu+m(Q-0 fir n-—m=gerade
S, (i)cos((n—2p)u+m(Q-)) g
p=0

> (cosB)cosm(L-0)=
sm n=2pJu+m(Q-0 fiir 51— m=uneerade
Z nmp ( ) ( )) o

p=0
o ()sin((n=2p)u+m(Q-0©))  fir n—m=gerade
Z ' ( ) 9.74)
cos n=2plu+m(QL-0 fiir n—m=ungerade
> F,, ()cos((n=2p)u+m(Q-©)) g

p=0

P, (cosB)sinm(h-©)=
und
P (COSG) nm (COSG(X)COSm(k—}\(X)
ZZF”'""(i)F””"’(i“)cos((”_zl’)”_(n—Zq)ua+m(§2—§2m)) fir n—m=gerade
hus ’ 9.75)
_Zzﬂmﬂ(i)ﬂmq( )COS((”—ZP)M+(H—2q)ua+m(Q+Qu)) fiir n—mzungerade
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worin F (l) die Kaulaschen Inklinationsfunktionen bezeichnen. Fiir Bahnen mit kleiner Inklination erhilt man weiter

nmp

sinG=1—isin2i(1—0032u)+0(sin4i), sinGcose:sinisinu+0(sin3i),
" 6 c?)sm(K—G):(l_msz) Cf)s(mu+m(£2—®))+ms2 Cf)S((m—2)u+m(Q—®))+0(s4)7 (9.76)
sinm(A—0©) sm(mu+m(§2—®)) 51n((m—2)u+m(§2—®))

mit 2= sinzi =i(l—cosi).
2 2

Die kanonischen Kugelvariablen sind insbesondere fiir die Bahnbewegung mit sehr kleiner Inklination sini<<1 oder
sini=0 zu verwenden. Fiir diesen Fall sind die Hill- und Kepler-Variablen nicht geeignet; denn die Variablen u#, @ und
Q sind fiir sini =0 nicht definierbar. In diesen Bereich gehoren sowohl die Bewegung der Planeten im Sonnensystem,
insbesondere die Bahnbewegung des Erde-Mond-Systems, als auch die Bewegung der dquatornahen Satelliten.

9.3.3 Ein integrables System in kanonischen Kugelvariablen

So dhnlich wie beim System (9.53) kann mittels des Integrabilititstheorems D aus dem Abs. 7 gezeigt werden, dass ein
System mit der Hamilton-Funktion der Form

—F —E—+7+CI)(G(J,G,H),H,e2)+‘I’(G(J,G,H),H,T)—T .77)

integrabel und worin G =G (J,6,H ) der absolute Wert des gesamten Drehimpulses ist; er ist eine bekannte Funktion
N2 2

der Variablen (J,8,H ). Die Exzentrizitit e ist definiert durch (> = (EJ +(F2 _IJ , die GroBe T'=T'(G,H) ist eine

u ur
beliebige Funktion ihrer Argumente.

9.4 Die Kepler-Variablen fiir eine gestorte elliptische Bewegung

9.4.1 Kinematische Eigenschaft der Kepler-Variablen und die Gauischen Gleichungen der Planetenbewegung

In der Himmelsmechanik wird die Losung des Kepler-Problems traditionell mittels der Kepler-Elemente (i,Q;a,e;0,M )
dargestellt; diese lassen sich wie folgt durch die Hillschen Variablen (r,u,Q,7,G,H) ausdriicken:
1. Die Variable Q ist in beiden Variablensitzen identisch.

2. i ist nach der zweiten der Gleichungen (9.2) eine Funktion der Variablen G und H; eine Transformationsgleichung fiir
die Differentiale ist durch (9.21) gegeben.

3. Fir o=u- f besteht die Differentialbeziehung

2 2 . 2 .
dw:du_dfz_gG(G_ljdr-+g1[GHj(GrjdG_HG(GrJMW ©.78)
e ui ur e G\ ur u

wobei die zweite der Gleichungen (9.34) genutzt wurde.

. . . . . . 1-¢’ . . . .
4. Die groB3e Halbachse a ist definiert durch die Bahngleichung ; = & ; diese ergibt, zusammen mit der zweiten
l1+ecos f

2
der Gleichungen (9.33), den Ausdruck ¢4 = 1G /}; , der zu der Differentialbeziehung
—e

. 2 ( 2 2\?
da = Zaz[GGrdif—lG(G—ljdr+l[G] dG] ©.79)
I-e|lpn rur\ ur G ur

fiihrt, wobei die erste der Gleichungen (9.34) genutzt wurde.
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5. Die mittlere Anomalie M hingt von den Variablen (i,r,G) ab; entsprechend besteht die Beziehung (9.40).Letztere
zusammen mit (9.79) und der ersten der Gleichungen (9.34) liefert eine eindeutige Transformation zwischen (a,e,M )
und (f,r,G). Zusammen mit (9.21) und (9.78) ist demnach eine Transformation zwischen den Hill- und Kepler-

Variablen gegeben.

Die Umkehrung dieser Transformation ergibt

u o wrda (G de 1 _Gi
G* G*a \wr e(l—e) (l—e )w u
2

du—du)+— 1-e’dM + 12 G—+1 g de>

i=eel "
dQ=dQ
G 1Girda (G*Y Gi de 1 (6*Y (¢
potCh (O] & 1 (o)(C ),
u 2 U a W) ou e(l—e ) (1—e2)A ur wr
dG _da__ede
G 2a 1-¢
di:lcosid—a—cosi edez —sinidi - (9.80)
G 2 a l-e

Mit dieser Transformation nehmen die kinematischen Identititen (9.14) und die Darstellung (9.17) der Beschleunigung
die Gestalt an

r da am n
———acos esinf| ——,[— [=0>
a dt fd NI f[ az\J

1 (p ., de do .dQ ~a’ [ dM /u
—~+1|sin f—+—+cosi—++l-e" —|——,[— |=0"
l—ez[r J fdt dt dt P\ dr a’

sinuﬂ—cosusinigzm (9.81)
d dt

und

2
ﬁ L1 —es1nf—+\/1 e \/7—smf \/Ea ecos f ar_ % S
ar | 2 1-¢2 r dt a

1-e” ua i
+7\/7 ua[da 2ea @Jt+ ( ) (cosu?+sinusinidd—QJn- (9.82)
r t t

dr 1-¢* dt

Damit folgt nun aus der Newtonschen Bewegungsgleichung

1 — , [ (l—ez)a3 aMm 1 L a? dM _
2“\/1_— esmf 1= smf r {dt aZJ ar’ dr =
\/1—62 u a(da 2ea dej f k] (983)

2a dt 1-¢*dr)
(1)

r

[cosui+ s1nusmzd—) f:
dr }

worin wiederum (f, f,, f;) die Komponenten der auf die Einheitsmasse wirkenden Kraft beziiglich des Gauschen Koor-

dinatensystems bezeichnen. Die liber die Kepler-Kraft hinausgehende Storkraft (S,7,W) ist definiert durch

f:f,s+f2t+f5n:(—%+SJs+Tt+Wn, (9.84)
r

wobei —% der Betrag der Kepler-Kraft ist. Subtrahiert man diese Kraft, so nehmen die obigen Gleichungen die Gestalt
r

von Storungsgleichungen an:
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1 1 . o jwa ’ M
Eesmf%+ l—ez\/gjzs1nfi;+\/g(;ecosf[d— HJ:S’

2a - Va dt a’

[ 2
l-e Eﬁ(dj_ 2ea dej:T’

2a ar\d 1-é dt

(l—ez)ua di . . .dQ 9.85

—— | cosu—+sinusini— | =W - (9.85)
r dt dt

Zusammen mit den Gleichungen (9.81) bilden diese Gleichungen ein vollstindiges System von Differentialgleichungen

fiir die Kepler-Variablen zur Beschreibung der gestorten Kepler-Bewegung. Eine geeignete lineare Kombination dieser

Gleichungen fiihrt zu den bekannten GauB3schen Gleichungen der Planetenbewegung:

é = ;cosuw ’
dt 1/(l—ez)ua
sinid— = ;sinuw ’

dt 1[(l—ez)ua
da 2a a . p
— = —|esin fS+=T |»
dr \1-¢ H( » r j
dezﬂll_ez\/g[sinﬁg.,_l[p_r]]"},
dt n e\r a

1_,2

do__Jlze ja cos fS — 1+- sin fT —cosidQ’
dt e w p dt

W_\/Ezl‘ez\/g([cosf—zer}S—(“rjsinfTJ' (9.86)
dt a e w P 4

Sie werden tiblicherweise (Schneider 11 1993) nach der Methode ”Variation der Konstanten” hergeleitet. Hier wurden
sie in zwei Schritten, niamlich durch eine kinematische Uberlegung einerseits und eine direkte Anwendung des zweiten
Newtonschen Bewegungsgesetzes andererseits hergeleitet, ebenso wie bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen in
den Hill-Variablen sowie in den Kugelvariablen.

9.4.2 Die inverse dynamische Aufgabe in Kepler-Variablen und die Erfassung der zu sikularen Storungen
in den Winkelvariablen Q, @ und M fiihrenden Kraft

Bewegungsgleichungen lassen sich im allgemeinen zur Losung zweier unterschiedlicher Aufgaben verwenden, ndmlich
(A) Bestimmung der Bewegung bei gegebener Kraft — direkte dynamische Aufgabe;
(B) Bestimmung der Kraft, die zur gegebenen Bewegung fiihrt — inverse dynamische Aufgabe.

Die Losung der ersten Aufgabe erfolgt durch Integrieren der Differentialgleichungen, z.B. der Gleichungen (9.86). Fiir
die inverse Aufgabe des Gleichungssystems (9.86) ist die Bewegung durch die 6 Kepler-Variablen mit den 3 kinema-
tischen Eigenschaften (9.81) als Zwangsbedingungen vorzugeben. Sobald diese Funktionen vorgegeben sind, lassen sich
die Kraftkomponenten (S, 7, W) tiber die Gleichungen (9.85) berechnen.

In der Bahntheorie stellt sich die sowohl theoretisch als auch praktisch bedeutsame Frage: unter welcher Kraft ist eine
stabile Bahnbewegung méglich? Es ist bekannt, dass eine siikulare Stérung in i, a oder e, nicht aber in M, Qund @, die
Stabilitdt der Bahnbewegung beeintrichtigt. Damit wird aus der Fragestellung (B), d.h. der Bestimmung der Kraft (S, T,
W), die Frage, welche Kriifte zu sikularen Stérungen in Q, @ und M und zu nur rein periodischen Stérungen in i, a
und e fiihren.

Gegeben seien also die sikularen Stérungen (dQ/dr) , (dw/dt) und (dM/dr) in Q. w und M. Welche Kraft-

komponenten (S, 7, W) fithren dazu.

Das ist freilich keine inverse Aufgabe im oben genannten Sinn. Erstens sind die periodischen Stérungen nicht vor-
gegeben; zweitens ist noch nicht gesichert, ob die gegebenen sikularen Stérungen (dQ/dr) , (dw/dt) und (dM/dr) die

K K K

kinematischen Bedingungen (9.81) erfiillen. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Problems ist daher nicht
gesichert. Um eine Losung zu finden, muss man die Gaullschen Gleichungen (9.86) im einzelnen betrachten.
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(A) Aus den Gleichungen fiir i und Q in (9.86) erkennt man, dass zur Sicherstellung der Periodizitit der Storung in i
und der Existenz einer sikularen Komponente der Storung in Q die Kraftkomponente W einen Faktor sinu besitzen
muss und keinen Faktor cosu besitzen darf. Gesetzt wird W =sinu(, wobei é’ eine Funktion von r und von den nicht
sdkular gestorten Variablen i und e sowie von der einen nichtverschwindenden Mittelwert besitzenden Funktion a ist.
Sie kann nidmlich eine iiberwiegende Konstante mit zusétzlichen kleinen periodischen Termen sein. Damit erhélt man

dQ r

sini— = —sinusinu{ =——C—— CcosZu (9.87)
dr \Jup \/ \/

di =Lcosusinu(;=l sin2ul -

r
RN N

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (9.87) erfasst die sidkulare Storung in € :

. (dQ\J 1 r
sini| — | =———==C
dr ), 2 (1_62)Ma

Daraus folgt

1-e*)ua
¢= 2!““ i(@j . (9.88)
r dt ),
Damit ist
1-¢° )ua
W= z()“smi(‘mj sinu (9.89)
r dt ),

bestimmt, was zu einer sikularen Storung (dQ/dr) in €2 sowie auch zu rein periodischen Storungen in €2 und in i
fiihrt. Dabei ist zu bemerken, dass die “sdkulare” Stérung (dQ/dz)x keine Konstante sein muss; sie muss aber einen
nichtverschwindenden Mittelwert besitzen. Sie ist auch von der gleichen Form wie ¢, aufgebaut aus einer iiber-
wiegenden Konstanten und kleinen periodischen Termen.

(B) Aus den Gleichungen fiir ¢ und a ist ersichtlich, dass sich die Periodizitit der Storungen in e und a durch die
folgenden Forderungen an die Kraftkomponenten S und T sichern ldsst:

e S besitzt keinen Faktor sin f ;

e T muss rein periodisch sein und besitzt keinen Faktor cos f .

Angenommen werde weiter: S =S(r, a, e,i), T =T (u).

Der Gleichung fiir @ entnimmt man ferner, dass S einen Faktor cos f besitzen muss, um einen sikularen Anteil an den
r

Storungen in @ zu sichern. Dazu werde § = (ﬂ - 1j§ angenommen, wobei £ eine einen nichtverschwindenden Mittel-

wert besitzende Funktion von r und den nicht sikular gestorten Variablen i, e und a ist. Eingefiihrt in die Gleichung fiir
w ergibt sich zusammen mit (9.87)

dw 1\/*2 a, 1cosi
e __1=¢* =
dt 2 \/; 2 sini /1 e

1 V1= 1 cosi r
\/l e’ 70082f§+ \/7(1+ jsmﬂ”() ZszWCCOSZM

Da die letzten drei Terme rein periodisch sind, erhélt man

dw 1 /— 1 cosi
( \f C2sini [(1—¢ )ua /1 B
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oder mit (9.88)
E=- \/E((do)) +cosi(£j ]9
p\\dt ), dt ),
und daher

S= —ZJE[(GZOJ +cosi(%) j(p—lj' (9.90)
p s sJNT

Damit sind die Komponenten S und W der zu sikularen Stérungen in @ und Q, aber nicht in a, e und i fithrenden Kraft
bestimmt. Die Komponente 7 trigt zu den sdkularen Storungen in  nichts bei, solange rein periodische Storungen in a,
e und i wie vorab gefordert werden.

(C) Aus der Gleichung fiir M erkennt man, dass die Annahme T =T (u) zur Bestimmung der sikularen Storung in M

auch nichts beitrigt; sie wird daher ausgeschlossen: T'=0. Zusammengefasst ldsst sich also die gesuchte Kraft in der
Gestalt

S ) t ) ©.91)
T =2\/E 0 '
W P Q) .

angeben.

SchlieBlich ist die Storung in M allein durch die Komponente S zu bestimmen:

1_,2
a__ %z—Z I-e cosf—& [@J +cosi(@) (B—lj-
dt a e p dt ), dt ), )\'r

Sie zeigt die Abhingigkeit der sikularen Stérung in M von denen in Q und w. Sobald (dQ/dr) und (dw/dr) fest-
gelegt sind, ldsst sich (dM /dr) nicht mehr frei wéhlen. Der Einfachheit halber werde gesetzt:

K

(de = \/@ Ts (d“)} = \/E 7, N — Konstante.

dar ), P ), A

Damit erhilt man

aM | 1 [ 4-5¢ N (dM
WL e (n+veosi)+ [ 4 692

P

mit den periodische Termen

am {M 1 . 3.3 1 2 L, )
— | =2, +Tcosi)| —2ecos f +2e¢’cos” f+—(1—e” Jcos2f +—e cosdf |-
( dt jp a’l1-é (n )( f ! 2( ) ! 8 4
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9.4.3 Die Kyner-Bennett-Kraft

Die Kyner-Bennett-Kraft scheint der erste Versuch einer Losung der im letzten Abschnitt gestellten Aufgabe zu sein.
Kyner und Bennett haben im Zusammenhang mit der Ausarbeitung einer Modifikation der Encke-Methode zur

speziellen Storungsrechnung eine Kraft angegeben, die zwar zu sikularen Storungen in Q, w und M, nicht aber in i, e
und q fiihrt:

.
—(I—Y)Z(Zn—nz)R} 0f+(2r-v)De  =k(enovi) ©93)
r

0

2 2

R 2 J0°R
27t(1- 1
PR Gt U Gl rov

mit den Abkiirzungen
p = Halbparameter der Bahnellipse,
R=R; (Q)RlT (i)R,Z (”) =R, (_Q)RI (_i)Rs (_”) )

Sie ist eine Funktion der Drehraten

Zy= _[dﬂj = Abweichung der mittleren Bewegung von der Kepler-Bewegung,
dt

s

2

n= (de = \/@ [dﬁj = sidkulare Drehrate der Apsidenlinie bzgl. f,

? r dt ),
T= (dQJ = \/“?p [@j = sdkulare Drehrate der Knoten bzgl. f. (9.94)
ar ) Lar ),

Auf der rechten Seite von (9.93) ist der Ausdruck in geschweiften Klammern eine quadratische Matrix. Der zweite Term
ist ein Vektor. Durch Einfithrung der Basis (b1 ,b,, b3) entspricht die Gleichung einer vektoriellen Gleichung:

r

R
90 _(1‘7)2(2’1—”2)R} X +(20-7) For

2 2

wp IR
NPT S

oder, wenn man die Multiplikation der Matrizen ausfiihrt,

km=%{(r%l—ﬁjéi+2r<1—v)2<1+n> ks —<1—v>2<2n—n2>sji’+<2v—v2)s}’

0Q0ou

wobei s den radialen Einheitsvektor bezeichnet (siehe (9.9)). Differentiation ergibt
d%s
0Q*

d’s
0Q0u

Sy =i[(2y—y2)—((l—y)2 (n(Z—n)+2‘c(1+n)cosi)+;Tz(l—yz)(1+coszi)j P

= —(cos2 i +sin’icos’ u)s +sin’icosusinut + cosisinisinun =—cosis+sinisinun und daher

r

1, 2\:2.P
——1 (1—=7y7)sin“i—cos2u
2 ( ¥ ) r

1w . 2.D .
TKB=§7rz(1—y2)5m217sm2u
B —v)? _n2 Neini Lo 9.95)
W, = 27:(2(1 Y) (1+n)+‘c(1 Y )cosz)sml sinu
r r

Vergleich der Kyner-Bennett-Kraft mit der Kraft (9.91) unter der Beachtung von (9.94) zeigt:

(1) Beide Krifte fithren zu sékularen und periodischen Storungen in Q, @ und M und rein periodischen Stdrungen in i, e
und a.

(2) Es besteht eine grobe Ubereinstimmung zwischen den dritten Komponenten in beiden Kraftfunktionen im linearen
Bereich. Unterschiede bleiben insofern, als zwar in (9.91), hingegen nicht in (9.95) gefordert wird, dass die GroBe

vip (Qj konstant ist.

r? dt
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(3) In (9.95) gibt es fiir die erste und zweite Kraftkomponente von u abhingige Terme, die zu den sikularen Stérungen
nichts beitragen. Diese sind in unserer Losung ausgeschlossen.

(4) Die durch die Kraft (9.91) verursachten sikularen Storungen in Q und o sind identisch mit den zur Bestimmung der
Kraftkomponenten vorausgesetzten (dQ/dr) und (dw/dr) ; die sikulare Storung in M héngt von (dQ/dr) und

(dow! dz)s ab und sie ldsst sich nicht vorab frei wihlen. Die durch die Kraft (9.95) verursachten sidkularen Storungen, die

sich tiber die Gaufischen Gleichungen ableiten, sind

(4279) :%@T(Z(l_y)z(l+n)+r(1_y2)cosi):@,ﬁ_nichtlineare Terme,
t ), r r

[@) :;M((l—v)zn(Z—n)“L;Tz (1=*)sin® "J _ | nichiineare Terme,

dt r r
[dﬂj 1 _ ﬁ[_zy +(n+ Tcosi)[l + SeZD + nichtlineare Terme. (9.96)
d ), 1-e Na 4

Damit erkennt man, dass die o.g. Identititen zwischen den vorausgesetzten und abgeleiteten sikularen Storungen nur fiir
(dQ/dr), und (dw/dr) im linearen Bereiche bestehen; fiir (dM /dr) ist das nicht erkennbar.

(5) Kombination der letzten Gleichungen in (9.94) und (9.96) ergibt

u 1 u . 5
_\/;3 =l_ez\/:3[—27+(n+rcosz)[1+4e2jj-

Daraus erhilt man

2

i

—l(n+rcosi)4+5e
! 4 1+

eine Beziehung unter den Drehraten y, # und 7, also eine kinematische Zwangsbedingung, die in der Arbeit von Kyner
und Bennett nicht beachtet ist. Diese in die letzte Gleichung von (9.96) eingetragen ergibt

a ——l\/g( +Tcosi)4+562 ’

a )" aNa " 1+¢
in grober Ubereinstimmung mit (9.92). Ein erkennbarer, aber nicht erklidrbarer Unterschied bleibt noch im letzten
Faktor.

(6) Ein gravierender Unterschied ist, dass in der Kyner-Bennett-Kraft nichtlineare Terme der Drehraten y, 7 und 7

entstehen, die zu einer Unumkehrbarkeit zwischen der Bestimmung der Bewegung und der Bestimmung der Kraft
fithren.

Eine Erkldrung fiir das Entstehen der nichtlineare Terme und des unter Punkt (5) gezeigten Unterschiedes fiihrt zu der
Vermutung, dass in der genannten Arbeit von den Autoren eine ungeeignete Methode verwendet worden ist. Kyner und
Bennett fiihren aus, dass die Zusatzkraft daraus resultiert, dass man die intermedidre Losung zweimal nach der Zeit
ableitet, also bildet

i(r) =RX+2RX +RX. (9.97)
Aus dieser oder in einer allgemeinen Form aus
r=f

ein Gleichungssystem fiir die Kepler-Variablen abzuleiten ist eine in der Himmelsmechanik als gelost zu betrachtende
Aufgabe. Es ergeben sich die Gauflschen Gleichungen (9.86) oder lineare Kombinationen als alternative Formen. Die
GauBschen Gleichungen sind sowohl bzgl. der Kraftkomponenten als auch bzgl. der Anderungsraten der Variablen
linear. Jeder Ausdruck einer Kraftkomponente in der Gestalt einer nichtlinearen Funktion der Anderungsraten der
Variablen oder umgekehrt verstoB3t jedenfalls gegen die GauBlschen Gleichungen und ist daher theoretisch nicht mit
diesen vertriglich.
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10. Bahnbewegungen im Sonnensystem

In der klassischen Himmelsmechanik wurden die Planetenbewegung und die Mondbewegung insoweit untersucht, als
der Zentralkorper als eine Punktmasse betrachtet und alle Storkorper (Planeten) als in Bewegung auf je einer
kreisformigen Bahn auf der ekliptikalen Ebene befindlich angenommen sind. Hier wird ein Weg vorgestellt, die Effekte
durch die Massenverteilung des Zentralkorpers sowie durch Neigung und Exzentrizitit der Bahn der Storkorper in
allgemeiner Form zu erfassen.

10.1 Zwei ofter verwendete Bezugssysteme und Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen des Massenmittelpunktes (Index C oder MZ) des Zentralkorpers und des betreffenden
Teilchens in einem beliebigen Inertialsystem lauten

d2

2
= E TR m%:F+ZF“, (10.1)
' z

worin x. und x die Ortsvektoren bezeichnen und F die durch den Zentralkdrper auf das Teilchen wirkende Kraft ist.
M und m sind die Massen von beiden. F? und F* sind die durch den Storkorper (betrachtet als Teilchen) o auf den

Zentralkorper und auf das Teilchen wirkenden Krifte. Alle diese Krifte sind als gravitativ angenommen. Differenz-
bildung ergibt aus (10.1)

d°r dz(X—Xc) (1 1] (1 1 j
S =T O R+ Y| =F*——F | (10.2)
dr? dr? m M Z(,: m M €

die Gleichung fiir die relative Bewegung, also fiir die Bewegung des Teilchens in einem mit dem MZ des Zentralkorpers
verbundenen rotationsfreien (korperzentrierten) Galilei-Systems. Fiihrt man beide Gleichungen in (10.1) zusammen,
so erhilt man

d’x 1 o
dtzo M +mZF " (103

die Bewegungsgleichung des MZs O des aus dem Zentralkdrper und dem Teilchen bestehenden Systems. Ferner ergibt
Differenzbildung aus (10.3) und der zweiten Gleichung in (10.1)

d’r dz(x X, 1
=—= "0/ F —F*——F* (10.4)
ar dr? +ZM+m( M Cj

als Bewegungsgleichung des Teilchens bzgl. eines mit dem MZ O verbundenen rotationsfreien (baryzentrischen)
Galilei-Systems. Die Gleichungen (10.2) und (10.4) sind zwei typische Formen fiir die Bahnbewegung. (10.4) wird in
erster Linie fiir die Bewegung eines Mondes um seinen Planeten verwendet, wobei alle auftretenden Krifte als gravitativ
angenommen sind; sie lassen sich, nach dem Gesetz von Newton, durch

LFB“ =m (10.5)

3
i ‘rﬁ ‘ra‘

ausdriicken, wobei a und b die anziehende und angezogene Punktmasse indizieren sowie m, , m, ihre Massen und r,
und r, ihre bzgl. eines beliebig gewihlten Punktes im Raum definierten Ortsvektoren. Eine rohe Abschitzung mit der

Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt

r—r.|| 1

‘—F“— Fo|<4 Lpe|.

M

r =, [{m

Daher erkennt man, dass die ersten Terme auf der rechten Seiten der Gleichung (10.2) und (10.4) eine dominierende
Rolle spielen, wenn |r —r.|<<|r—r,|. Dann spielt der Planet C, zu dem der Mond gehort, die Rolle des Zentralkérpers

und die Sonne und andere Planeten sind als Storkorper zu betrachten. Trotzdem die Anziehungskraft der Sonne auf die

Einheitsmasse des Mondes iF“ (o=Sonne ) in den Gleichungen (10.2) und (10.4) groBer als die Kraft iF des
m m

Planeten C ist, beeinflusst sie die relative Bewegung des Mondes zu seinem Planeten nur unwesentlich. Das ist der
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Grund, die das Sonnensystem beherrschende Sonne in der Mondbewegung nur als Storkorper zu betrachten (Schneider
1V 1999).

Die Gleichung (10.2) ldsst sich fiir die Planetenbewegung verwenden, in der die Sonne den Zentralkorper darstellt und
alle anderen Planeten Storkorper sind. Sie lédsst sich ebenfalls fiir die Bewegung kiinstlicher Satelliten verwenden, bei
denen der Mond, die Sonne und die Planeten Storkorper sind. Da sich die Sonne und alle Planeten nahe an der
ekliptikalen Ebene befinden, wird ein ekliptikales Koordinatensystem fiir die Planeten- und Mondbewegung verwendet,
womit die Storfunktionen durch die Sonne und Planeten eine einfache Form annimmt. Dabei spielt die Storkraft aus dem
Gravitationsfeld der Erde eine sekundire Rolle und ihr Ausdruck nimmt auch keine komplizierte Gestalt an. Fiir die
Satellitenbewegung spielt dagegen das Erdgravitationsfeld eine Hauptrolle, weswegen ausschlieBlich #dquatoriale
Koordinaten verwendet werden.

10.2 Gravitationspotential einer Punktmasse und eines ausgedehnten Korpers

10.2.1 Potential in korperzentrierten und korperfesten Koordinatensystemen

Betrachtet wird zunichst das Gravitationspotential einer Punktmasse o (10.5); nunmehr wird I, als der Ortsvektor eines
Punktes, an dem sich die betreffende Einheitsmasse befindet, interpretiert und der Index B wird weggelassen. Das

Potential der Kraft f, = LFﬁ“ lasst sich durch oV, /or =f, definieren. Da die Position der betreffenden Einheitsmasse
m,
B

von der Position der Punktmasse o, unabhiingig ist, ergibt eine Wegintegration v = Jfa -dr , wobei r; als konstant be-
trachtet wird. Damit erhilt man

_ Gm
=
Ir—r,|

(V2

Bekanntlich ldsst sich der reziproke Abstand mittels der konvergenten Potenzreihen

1 n
;Z[%j Pn(o)(cosya) fir r>r,

1 nzl1

-t | al "
—2| — | Py cosy,) fir r<r,
ra nxl

r(l

mit ;= und = (10.6)

darstellen, worin y, = (r,,r) den aus den Vektoren r, und r gebildeten Winkel bezeichnet. Damit erhélt man

Gm r n
Sy (e | p N .
Gm, r ;[ r] n(0) (COSYQ) ir r>r, |

o

o= ‘ra _r‘ B Gma p n "
r;[}’] P:’(O) (COSY(L) fir r< T,

o o

Mit dem Additionstheorem der Legendre-Polynome

m=1

n — |
P (cosy, )= Py (cos®,) B, (cosB)+ 2y En +m;' P, (cos6,)P,, (cosB)cosm(A-2,) (10.7)
n+m)!

lasst sich das Potential V, als eine Funktion der Kugelkoordinaten (r,8,A) und (r,,6,,A,) der Vektoren r und r,

o’ o

darstellen; es ergibt sich

!

VQ:GZ{ma(r“j P“U(cosea)(ﬁj P,,U(COSG)+22n:(n_m)'ma[£] P, (cosem)cosmka[ﬁj P, (cos®)cosmh
a r

,,,:l(n+m)! a r

nm nm

n _ | n n »
+22(n m)'mr{i] P (cosG“)sian“(g] P (cose)sinmk} fir r>r,
1 *\a r

und
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ol n+m!rOt

n n | n n
Va=GZ{m°‘[a] Pno(cosea)[Lj P,y (cos0) +22 ;—“[i] P, (coseu)cosmka[lj P, (cosB)cosmh
ry, Ty a

+22n:(n _m)!ﬂ(i} P, (cosG“)sinmka(lj Pm(cosﬁ)sinm?»} fir r<r,, (10.8)
a

rﬂt

worin ¢ ein willkiirlich eingefiihrter Lingenparameter ist. Damit sind alle Terme in zwei getrennt nach der Masse und
den Koordinaten der anziehenden Punktmasse und den Koordinaten des angezogenen Punktes im Raum abhingige
Faktoren faktorisiert. Da das Potential wie die Kraft additiv ist, ergibt sich das Potential mehrerer anziehender Punkt-
massen durch Zusammensetzung der Potentiale aller beteiligten anziehenden Punktmassen.: vV =ZV0¢' Man braucht

o

dazu nur die von den anziehenden Punktmassen abhingigen Faktoren in (10.8) zusammenzufiigen; man erhilt z.B. fiir
r> K,

V= % 1 {c”(o) [%)n P, (cosB)+ 2[%)1 P, (cos8)(c,, cosmh+s,, sin mk)} (10.9)
mit
M= Zq:ma > Coo) = ;%(% ” P, (cosO,)
Com = ZEZ;Z;:EVE(EJH P, (cosB,)cosmh, * Som =2 EZ;Z; ;%[;—“jn P,, (cos®, )sinm, (10.10)
Es ist ersichtlich, dass
- iZma 1oy ﬁ% g = ﬁ%c und g ﬁ yac , (10.11)

worin (x., y., z.) die kartesischen Koordinaten des Massenmittelpunktes C des aus den Punktmassen {m,,r,} bestehen-

den Systems sind. Wird ein mit dem Massenmittelpunkt C verbundenes Koordinatensystem verwendet, dann vereinfacht
sich (10.9) zu

y=1 +GMZ{CH(O) (%J P, (cosB)+ i(gj P, (cos8)(c,, cosmh+s,, sin m}»)} (10.12)

r T m=1\ T

Fiir ein Kontinuum gehen die Summationen iiber P je in eine Volumintegration iiber den ganzen Korper iiber. Damit er-
gibt sich (siehe Abb. 10.1)

= [ffam
[%) (cosh,)

|
Con l(n m)! J.J.[r“j > (€080, ) cos mA dm >
M (n+m)! a
|
i(" m) [[[1 %] B, (cos6,)sinmhdm - (10.13)
n+m)! a

Dabei bleiben die Eigenschaften (10.11) erhalten; nun sind (x, y., z.) die kartesischen Koordinaten des Massenmittel-

punktes C des Korpers K.

Abb. 10.1 Gravivationsfeld eines Kontinuums



C — Anwendungen integrabler Bewegungsprobleme in Bahntheorien 105

(10.12) gibt, zusammen mit (10.10) oder (10.13), den Ausdruck des Potentials eines Teilchensystems {m,,r,} oder

o o
eines Kontinuums K bzgl. eines korperzentrierten, beliebig orientierten Koordinatensystems unter der Bedin-
gung r> Max{r,}. Die Koeffizienten ¢, und s, héngen von der Massenverteilung innerhalb des Systems ab. Fiir einen

Starrkorper oder ein starres Teilchensystem bleibt die Massenverteilung im Lauf der Zeit unverinderlich. Daher sind die
Koeffizienten ¢, und s, in einem beliebig orientierten korperfesten Koordinatensystem konstant.

Fiir einen sich im Raum drehenden Starrkorper lédsst sich das korperfeste Koordinatensystem so orientieren, dass die Z-
Achse des Systems mit der Drehachse des Korpers zusammenfillt (dquatoriales System). Damit ergibt eine Rotation des
Koordinatensystems den Ausdruck des Potentials bzgl. eines korperzentrierten rotationsfreien Galilei-Systems:

r r m=1\F

y-GM , GM {cn(“) (%J P, (cosB)+ Z":(ﬂj P, (cos6)(c,, cosm(A—©)+s,, sinm (k- @))} ’ (10.14)
nx2

worin © den Drehwinkel des Korpers bezeichnet. Die Koeffizienten ¢,, und s, sind bzgl. der Rotationsachse des
Korpers definiert.

Fiir die Bewegung eines Mondes eines der Planeten wird zur Vereinfachung der Darstellung der Storfunktionen durch
die dritten Himmelskorper ein ekliptikales Koordinatensystem verwendet. Daraus entsteht die Notwendigkeit, den ur-
spriinglich in einem korperzentrierten dquatorialen Koordinatensystem gegebenen Ausdruck des Potentials in das
ekliptikale System zu transformieren. Fiir praktische Anwendungen reicht es aus, nur den Abplattungsterm
((n,m)=(2,0)) des Potentials zu beriicksichtigen. Die dafiir gebrauchte Transformation erfolgt durch Anwendung des

Additionstheorems (10.7):

GM GM(a,\ 2 (2—m)!
1% :T+T[7j cz(n)[Pz(ﬂ)(cosem)Pz(n) (cose)+2;Ez+m;!Pz(m)(cosem)Pz(m)(cose)cosm(k—km)]

Es seien (6,1) und (6,,21,) die Kugelflichenkoordinaten des angezogenen Punktes und eines auf dem dquatorialen Pol

liegenden Punktes o im ekliptikalen System, in dem die Linge bzgl. des Friithlingspunkt gemessen ist. 6 gibt dann den
Polabstand des angezogenen Punktes im dquatorialen System an. Ersichtlich gilt (6, A,,) = (e, —n/2) . Damit ergibt das

Additionstheorem
2 2
y_oMm oM (&] [62(0)[)2(0) (cosB)+ ZGZ(M)PZ(M) (cosB)cosm (A + n/2)j > (10.15)
r r r m=1

als Funktion der ekliptikalen Koordinaten mit der Abkiirzung

2-m) -, (cose) (m=0.1.2). (10.16)

; (
2(2+m)' 2(0)" 2(m)

CZ(m) =

10.2.2 Storfunktion durch einen dritten Himmelskorper

Die in der Bewegungsgleichung im korperzentrierten System auftretende Scheinkraft durch einen dritten Storkorper o
ist

£ =iF“—iFg,
m M

oder, eingeschrinkt auf gravitative Krifte,

f°‘=Gm(x[ L7r T ] (10.17)

‘ra - rr ‘rcxr

wobei r, und r die bzgl. eines im Raum beliebig gewihlten Referenzpunktes definierten Ortsvektoren des als eine

Punktmasse betrachteten Storkorpers und der angezogenen Einheitsmasse sind. Die entsprechende Storfunktion erhilt
man als Wegintegral

v, =Gm, | 2=t - Fe | = G, | T T
\fr = I, oo e
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Anwendung (10.17) fiir den reziproken Abstand und r, -r =|r,||r|cos(r,.r) fiir den zweiten Term ergibt

G’"«+Gm“2[£r«] —A”(])Jf’no(cos(ra,r)) fir r,<r

r LS| r

(10.18)

Gm“Z[r] P, (cos(r,.r)) fir £, >r

ra n>2 ra

mit den Abkiirzungen

2
r p—
A W= 5”(1) [r_] R 6”(1) Kronecker Symbol.

In (10.18) sind 7, =|r,| und r=|r|. Als Referenzpunkt wihlt man den Massenmittelpunkt des Zentralkorpers (die Sonne).

Dann gibt (10.18) die Storfunktionen fiir die Planetenbewegung an. Mit dem Additionstheorem erhélt man

nx1 m=1

Va=G:1‘*{1+Z£(r;jn—An(])][P (cosB,,) P, (cosB) +22(n+m;:f’nm(cose )P, (cos@)cosm(?»—}»a)]} fur r>r,,

Vm:Gm“Z[rjn[P (cos0,) P, (cosB) +22 )‘P . (cos8,) P, (cosB)cosm (A —A )j fir 7, >r. (10.19)

r r (n+m) "

o n o

Damit sind die Koordinaten des Storkorpers und die des angezogenen Teilchens faktorisiert.

10.2.3 Ausdruck der Potentialfunktionen im baryzentrischen Koordinatensystem

Aus der Definition des gesamten MZs O des Erde-Mond-Systems erhélt man (M +m)x, = Mx. +mx . In dem mit dem
Punkt O als dessen Ursprung definierten Koordinatensystem ist x, =0; man erhélt x—x,. =(1+m)x mit m=m/M . In
der erhaltenen Gleichung bedeuten x —x,. und x den Ortsvektor des Mondes bzgl. des Punktes C bzw. O; die Gleichung
beschreibt also den Wechsel des Bezugssystems. Da beide Vektoren x —x,. und x auf derselben Linie liegen, bleiben
die Winkelbeziehungen zu jedem gegebenen Vektor bei dem o.g. Wechsel unverindert. Deshalb ergibt der Wechsel r zu
(1+ 77 |x| —umschreiben in_(y , ) in (10.12)

=1GM{1+GMZ(%J (c 0099 Z > (c0s0) (¢, cosmA +7, smm)»)j} (10.20)
nz2

1+m r r r n( nm nm

m=1

o= Cm 5 Sm (10.21)
nm (l + ]/Tl)n nm (1 + ]/Tl)"

das Potential in dem baryzentrischen Galilei-System. Fiir die Bewegung im baryzentrischen System lédsst sich die Kraft
durch einen dritten Storkorper mittels

£ = Gm, M ra—r3 r, —r. ro=—mr —Gm, M ra—rz_ r(x+rﬁr3
M+m{ e, ~xf |r,-r[ M +m\|e, —x[" |, +mr|

anstelle von (10.17) ausdriicken. Das Scheinpotential ergibt sich als Wegintegral

M r,—r r, +mr
V,=G [| = -dr
“ maM +m [rm—r3 ‘r(x +mr3] ’

in dem der Ortsvektor r, von r unabhingig ist. Integration ergibt

V,=Gm, M ! +é 17 .
M +m\|r,—x| mlr, +mr|
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Beide Terme in der Klammer fiihren zu der skalarwertigen Funktion |a TLb|'1 von zwei Vektoren a und b. Fiir diese ist
die folgende Formel unschwer zu beweisen:

1 1 N ..
T =—2 (#1) [;) P,y (cos(a,b)) flir a>b. (10.22)

a p>0

worin a = \a

., b=|b| die Betrige der Vektoren sind; P, 0 (cos(a,b)) ist das Legendre-Polynom vom Grade n.

Anwendung auf beide Terme ergibt (die Terme fiir n =0 verschwinden wegen dessen Unabhingigkeit vom Ortsvektor
und n=1 wegen 1—(—;1‘1)0 =0)

Gm ()
Vo= ;“[Mﬂim);(l—(—m) )(;J P, (cos(r,.r)): (10.23)

o o

(10.23) gibt die Storfunktionen fiir die Mondbewegung an, worin 7, =|r,| der Abstand des Storkorpers zum Bary-
zentrum des Erde-Mond-Systems ist. Anwendung des Additionstheorems ergibt

PN

o

+2(~Lj" mi: (n- m)‘(l - (—rTz)"fl)P"m (cosé(X)Pmn (cosﬁ)cosm(?x —}:m> ) (10.24)

Ty

worin (Fn, 0., Xn) die Kugelkoordinaten des Storkorpers in dem mit dem Planet-Mond-Massenmittelpunkt verbundenen

ekliptikalen System bezeichnen.

Anm.: Wenn man den Abstand des Mondes zum MZ der Erde mit 7 bezeichnet, erhédlt man nach der Definition
r=(1+ rTz)fl 7 . Trigt man letztere in (10.23) ein , so ergibt sich

Gm LY (=m YT FY
v =2 ) e ,
“T 7 Z;‘[(l+m) (1+rﬁ] ][7J o (cos(rer))

2 3 2 2 4
Gm,| (7 M-m(T7 (M -Mm+m ) 3
TR [{;J B (Cos‘lfa)JrM +m[g] g(o)(coswﬂ)+7(M vm) 7 P,y (cosw, ) +... |-

o

Die ersten beiden Terme sind in der klassischen Mondtheorie zu finden (Brown, 1895, Brower & Clemence,
1961). Der Ausdruck (10.23) stellt eine Verallgemeinerung der klassischen Theorie dar und erméglicht die
Einbeziehung der Terme hoherer Ordnung.

10.2.4 Transformation der (Planet-Mond-)baryzentrischen Koordinaten (F 8 Xn) eines Planeten in

me Um?

heliozentrische Koordinaten

Weiter sind die Koordinaten (Fn, 0,. Xﬂ) in das heliozentrische System zu transformieren. Die Sonne-Planeten-Geo-
metrie zeigt
sin®_cosh_ COSA, sin®, cosA.,
7| sin®_sinA_ |=r| sinA, |+, | sin@_sinA_ |*

cos0, 0 cosO,

worin (,,0,4,) die Kugelkoordinaten der Sonne in den mit dem MZ des Planeten-Mond-Systems verbundenen eklipti-
kalen Koordinatensystem bezeichnen; (r,6,,1,) geben die Kugelkoordinaten eines Storplaneten 7 in dem helio-

zentrischen ekliptikalen Koordinatensystem an. Daraus erhélt man

~ .2 T . ~ & 2

7.sin@ cosA, =r,cosA, +r,sin0, cosA, = .cosA, =r,cosA +1,COSA, +O(r,[ cos 6,[),

7 sin® sinA_=rsinA_+7 sin@_sinA = 7 sink_=rsinA_+rsinA +0(r cos’ 0 ),

ks 1 K 5 s 1 1 s ks m s s ks k11 T s

7,cos0, =7, cos0O, = cos0, = Tcos0, =-Tsini cosu, (10.25)

a
o ‘;s
a
A5
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und

(7)) = (r) +(r,) =2r,r,sin0, cos(f»,t -X, ) =(r) +(r,)" =2rr,cos(h, —7»l\)+0(cos2 en) (10.26)

Die ersten beiden Gleichungen in (10.25) ergeben

cosmh, Z( J(rn\JK[’:"JmKcos(mkn—K(kn—X )): sinmh, Z[ ][%}K[;:]mKsin(m)»n—K(}Ln—}Ls))- (10.27)

I

Die negativen Potenzen des Abstandes 7 lassen sich durch

E

ausdriicken (& >0 ). Die Funktion (1 N 2occosq;)7k/2 lasst sich weiter in eine trigonometrische Reihen der Form

ki/2 T

k
. (i} (1+0c2—20ccos(7»n—kx))i mit o=-> fir r>r,
—k/2 I,
IR ORI RS hd
[i} (1+0£2—20Lcos(7\,n—7»x))7k/2 mit o=2 fir r>r
T T

¥ —

(1+0 —20ccosw)w2 =L (0)+2) L (o) cosny »

n=1
mit den Koeffizienten
2
= k n +n fij —
_1+;(bu) o, L (o) = bjo +Z}b"b}’jwocz“ fir (n=1,2,3,...) (10.28)
2. M>
entwickeln, wobei

o (K /2) (kI 2=1)e(k/2=n+1)  k(k+2)...(k+2n-2)

b= B2 = (] =
! ! (-1) n! 2-4..(2n)

die binomischen Koeffizienten fiir den negativen Grad —k/2 sind. Fiir k =odd sind [ (o) in der Himmelsmechanik als

Laplacesche Koeffizienten bekannt (siehe z.B. Brouwer und Clemence, 1961). Damit erhilt man

k
(’:") €,)+2> L (& )cosv(A, —A,) mit E=5 fir r>r
I vzl -
k
(2] B 2B eosvn) it = o (10.29
A vzl I

Mit (10.25), (10.27) und (10.29) sind die in (10.24) auftretenden Koordinaten eines Storplaneten bzgl. des baryzentri-
schen Systems durch seine heliozentrischen Koordinaten unter Vernachlidssigung der Terme der Ordnung 0(sin2in)

approximativ ausgedriickt, worin ; die Inklination der Planetenbahn um die Sonne bezeichnet. Die heliozentrischen
Koordinaten eines Storplaneten als Funktionen der Zeit sind als gentigend genau bekannt angenommen.

10.3 Die Potentialfunktionen fiir die Bahnbewegungen im Sonnensystem

Die Hamilton-Funktion der Bahnbewegung lautet

2
F=-ljp_ G—z +V-T
2 2r
wobei T der zu der Zeitvariablen 7 (als die vierte generalisierte Koordinate) konjugierte Impuls ist; die Potentialfunktion
lasst sich fiir Satelliten-, Planeten- und Mondbewegung mit der Hilfe der im vorigen Abschnitt skizzierten Methode
formulieren. Sie sind im folgenden, als Vorbereitung fiir die vorgesehenen Problemldsungen, zusammengestellt.
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10.3.1 Erdpotential fiir die Satellitenbewegung

Koordinatensystem: geozentrisches dquatoriales System.

1) Satellitenbewegung mit erheblicher Inklination

GM a, Y’ ‘
V= {1 * 2(7] c(zp)oF(zp)()p (l)
p=2

r r
k+2p k+2p
+ 222[ j Clvapyo Fleappop (1) cOSku+ 222( J Clsapyo Frapyop () sinku
k=2 p k=l p
(o) a \F2r
+ ZZ Z(Te) Fik+2p)mp(i)(c(k+2p)m Cos Ly, + S(k+2p)m Sln(ka)
m=l k p
5[ ae) ™ 10.30
+ZZZ(7€j Fik+2p)mp(i)(c(k+2p)m sin (x‘km - S(k+2p)m Cosa‘km) ( : )
mzl k p

mit der Abkiirzung
Oy, =k + m(Q - 0),
() (0)

worin die Summation Z fiir n —m = even durchgefiihrt wird und Z fiir n—-m=o0dd.

n2 n2

2) Satellitenbewegung mit extrem kleiner Inklination

GM a 2p a 2p+l
V= {1 + Z(TFJ Cpypo (71?2,,)0 + 71?2,,)2 cos’ 9) + Z(iﬂ) C(217+1)0n?2p+1)1 cos6

r p=1 p=1 r

+Z( jZ(nZ’O+n:’2c0529)(cnmcosm()» ®)+s”msinm(7»—®))

m=1

+Z[&J in;’, cos6(c,, cosm(h—©)+s,, sinm(A— @))} +0 (cos3 9) ) (10.31)
EANEA m=1

mit den Abkiirzungen

o (v . (vE)(2m2v+2)
Nims2vyo _(_l) m’ Nims2ven _(_ ) 2m+2v+lv!(m+v+1)! ’

S (2v)!(m(mAv+1) +v(2m+2v+2)(2m+2v +1))
2"V (m+ v +1)!

n;’:mzv)z = (_1)

10.3.2 Potentialfunktionen fiir die Planetenbewegung

Koordinatensystem: heliozentrisches ekliptikales System.

Potential der Sonne

GM  GM(a)’ -
V.= —+—(a—:) {cz(o)(F( o ( )+ 2F cosZu) ZF ( cosoc(2 22 52) smoc(zfzp)z)

r r P20

+ZF ( 1) SO )1 = S50 COS&EZZ[))])} (10.32)
p=20

mit der Abkiirzung

o, =ku+m(Q-0,).
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Planetenstorungen

G ’r .. iy
Kl “Z(%j (apjop i) + Fppop i) 0520

p=1

(e) k+2p
+ ZZZ(L"j ((I)(k+2p)0p(i’ in) + ‘I‘(Hzp)op(i,in)cos 2un)cosku

k+2p
+ ZZZZ(L’T) (QD(kﬂp)mp(i,in) + "I”(kﬂp)mp(l',in)COSZMn)COS(XZm
P

m=1 k r
(0) r k+2p - (o) ’ k+2p -
Y] Rhagopsinkir XY F (5] Rl sined, sini, s
k=1 p m=1 k=1 p
1 01 1
+ 2[2‘ - (:j ](1 - Zsin2 i + Zsin2 i cos2un) ((1 + cosi)cosoca)l +(1- cosi)cosaz‘_l)l)
2
_{rn_(r) Jsin ipsinisinusinu, (fiir n<7), (10.33)
r rn
G 2”
m, r . o
v, = - {Z(r] (d)(zp)op(z,zn) + ‘P(zp)op(z,zn)coﬂun)
T p2l N

k+2p
5 ZZZ(:) (q)(k+2p)0p(i,in) + lI’(Hzp)op(i,in)c032un)cos ku
k+2p
r . .. T
+ ZZZZ(] (CD(k+2p)mp(z,zn) + ‘{‘(k+2p)”lp(z,zn)cos2un)cosockm
p

(g) k+2p - (0) k+2p N . _
+2[22[r) F&ﬁzp)op(i)sin ku+ ZZZ(:] F(sz)mp(i)sin Otgfm] sini_ cosu, (fir 7>T7). (10.34)

m2l k p

mit den Abkiirzungen
q)nmp (l’ln) = (]?n?np (l) + %SiHZ iTE]?n?np (l)j ’ anmp (l’ln) = _%Sinz inﬁnzmp (l) ’

ﬁ;z{np (l) =nrjianmp (l)’ (J :0’ 1’ 2)’
op, =ku+m(Q-2,)-

Hier sind die Planeten entsprechend ihrer Entfernung von der Sonne nummeriert. 7 indiziert den angezogenen Planeten,
1 — den Storplaneten.

10.3.3 Mondbewegung

Koordinatensystem: geozentrisches ekliptikales System.

Potential der Erde

GM a : ~ . . 23 m oA .
V= —(1 ) {1 + (fj {CM) (FQ(O)1 (i)+ 2F, g (i)cos 2u) - 2;;(—1) & Bty (i)cos s 2 }} (10.35)
mit

O,y = ku+mQ .
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Sonnenstorung

2p k+2p
Gmy, r .
‘C=U+"ﬂﬂ{§(] D, 10, (i +2§ E(Sj D120, () cOS K

T =2 p

k+2p
+2222( ] CD?HZP)OP(i)cosocim}

m=l k

mit den Abkiirzungen
@)= (1= ()" i () (=01
und

o, =ku+m(Q-21,),

111

(10.36)

worin r, der Abstand der Sonne zum Erde-Mond-Zentrum ist. A bezeichnet die ekliptikale Linge der Sonne, r. und A,

sind von der Mondbewegung unabhingige Funktionen der Zeit.

Planetenstorungen

o {z[] 0, O 1)+ 25 O Jeosv 1.1, |

% s vzl

k+2p
+222[ } CI)OMP)OP(z)(Lf)*Z””( Jeosku+ Y L (n, (cosoc ooy )+cosocf()v)]

k=2 p vzl

k+2p
+ 2—9111; ZZ[ } Dy 2000 (z)[[ﬁ*z”“ (n,)sinku+ Y L (nn)(sinocfo(_v) +sin ocZOV)

k21 p vl

(e) , k+2p m o
+zzzz(] (D?"'*Zp)mp (i)z(Kj(n") [lf;zmmﬂ (nn)cosa;{[mK

K

k+2 1
+Y L (i, )(cosoa,(m(K ,) Tosoy

vzl

2B S ol 0 (5 (e

% m21 p «

vzl

(fiir ., >r,)

vzl

o {z[] 0, 0 B )+ 3T 2 (1 )eons 02,

k+2p
* zzz :] (I)((]k+2p)0]7 (i)(l‘flJrZIH] (E.:n )COSOCZO() + szerZIH] (&n )(COSOL:(J(—V) + COSOL:OV )j
n

vzl

(0) k+2p
. r
+ 251nzn Z[rj Dy a7 )([@*2"” (€,)sinoy, + DL (&, (smot 0wy T SINOy, ))cosun
P T

vzl

2552 (3 IETNG) [’”](&n)“[zz*”*m*'@ Joosc,

k=22m=1 p K

+2L1;+2p+m+1 (g )(cos(ka(K v T€os OLAm(HV))]

v=l
=1 p « \ K

+ ZZZ[ ] (D;k-v-Zp)Op (I)Z(mj(gn )m_K (Lflﬂpmﬂ (E-m )sin Ol

vzl

(fiir r, >7,)

k+2p+m+l E—
+ L )(sm Oy FSINOG, (L )jsm i cosun}

k+2p+m+l ..
+ I )(smoakm(K ) Fsin ockm(Kw))jsmln cosun}

(10.37)

(10.38)
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mit der Abkiirzung
o, = ku+m(Q—-1. )+ j(h, = 1,)-

10.4 Zerlegung der Hamilton-Funktion einer Bahnbewegung im Sonnensystem in eine
integrable Form und ein periodisches Residuum

Die Hamilton-Funktion des gegebenen Bewegungssystems lautet

Fe-MpyG iy sy, -7 inHill-Variablen
2 P ¢ et

oder

F:—;(rﬂ_,_l[]z_,_ HZBDWJZV«FT in Kugelvariablen

mit
V. — Potential des Zentralkorpers, das mittels (10.30) oder (10.31), (10.32) und (10.35) fiir die Satelliten-,

Planeten- und Mondbewegung ausgedriickt wird,

vV, — Storfunktion des Storkorpers o, die durch (10.34), (10.36)-(10.38) fiir die Planeten- und Mondbewegung
angegeben ist.
Eine allgemeine Losung des gegebenen Systems erhilt man aus den Integralen eines zu dem System geniigend nahe

liegenden integrablen Systems (integrablen Niherungssystems). Zur Problemlosung ist daher ein solches Néherungs-
system zu finden. Es wird das integrable System

2
F=—lfz—lr—z+ﬁ+q>(G,H,e2)+\P(G,H,r)—T (9.53)

2 2r r
als ein Muster des gesuchten integrablen Ndherungssystem angenommen.

Die Frage ist, ob es einen Teil in der Hamilton-Funktion eines Bewegungsproblems gibt, der sich durch ein integrables
System der Form (9.53) erfassen ldsst und wie man diesen Teil aus der Hamilton-Funktion abtrennen kann.

Aus den o.g. Potentialfunktionen lasst sich ein in Form (9.53) dargestellter Teil V* durch die folgenden Schritte

abtrennen:

e AusschlieBung der Bahnvariablen Q oder « aus den Potentialfunktionen; also im Fall der Kugelkoordinaten der von
A abhingigen Terme und der Terme, welche die Faktoren sin6 oder (] / G)2 sin”@—cos’ 0 enthalten. Es ergibt sich
z.B. aus der Stérfunktion (10.37)

2p
Gm, r . . .
Vrc = m;{:j @?2”0” (l)(L(Z)p ! (nn) + ZVZZ; L?,p ! (nn)COSV(}\ln _)\,S)J + ...

K

e Ersatz des Radiusvektors r in den von den Winkelvariablen A_, A oder u_ abhingigen Termen durch p=T"/u;

2p
Gm, r N\ y2p+
T z[] &, (027 (1,)
s P S

K

Gm, I’ v . -
+2 Z[] CD?ZP)OP(Z)ZLZVI "(ng)cosv (A, =, )+...

(1+m)r, 5, =

e Zerlegung der Potenzen der Radiusvektoren r und r, in je einen konstanten Teil und einen von der Zeit (iiber die
wahre Anomalie) explizit abhingigen Teil:

[]- Y(vw(ei)*[[’;j‘jv ‘Yw)o(ei)]’ (2] - Y(V)O(ez){[z;:]” ]

Dabei ersetzt man den mit dem zweiten Teil verbundenen Faktor » durch p.
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Damit ergibt sich aus dem o.g. Beispiel

Gm

v, z[} Vo (€200, (1) (1)

(1+m)p, S\ p,

G 2p . : 2p+l .
* (1+ :nil; D, IZ)(Z} 2 )op ( )LOP ( )[[i] - Y(Zp+1)0 (es )J

2p
Gm,, p . .
) Z(r] ®eor (’)él‘zf H(ne)eosv(h, =2, )+

s

e Ersetzung der verbleibenden Potenz von r durch

(2 A5 ()1

womit die von der wahren Anomalie abhingige Komponente abgetrennt ist:

Gmn F2 p 2p+l )
V“:(lm) zz(j Yoy (€)Pleppop (D57 (1)

wrt S p,

(1+m Z[ ] Y(217+1)0(ez) 2p017()l‘0p+1(nn)( _2,,20(6‘2)—1)

] 5] e

p G (1) L2 (n,)cosv(h, =)
+ (1+n7)r z . 21)0p z COSV )
s P

Mr; vzl

e Ersetzung des Faktor I'”/7* in dem von der Exzentrizitéit abhéingigen Term:

2p+l

Z[ Y(2p+1)0 (62) (2p)0p ( )Lﬂpﬂ (m)

T

(l+m
Gm, W p o 2\ g0 2p+1 2 2)32
+(l+r71n)MF j Y(2p+l)0(eS )(D(Zp)()p( )Lﬂl (nn)( -21;—2)0(6 )_l)(l_e )
P
_Y(2p+1)41 (ef )]

G 2p . 2p+1
+mn2(p] (DZpUp( )Lﬁp (m)[[lz ]
+2 Gm, p z(rzj q)(z 01)( )ZLVpH (n,)cosv(h, —A,)- (10.39)

(1+m) p, T\ p,
W7 v=l

Damit ist die zu dem integrablen Néherungssystem passende Komponente der Potentialfunktion (10.37) abgegrenzt. Der
erste Term in (10.39) geht iiber in die Definition der GroBen I'; der zweite Term wird durch die Funktion @ (G, H ,ez)

in (9.53) iibernommen; die letzten zwei Terme gehoren zu W (G,H ,1:) .
Zusammengefasst erhilt man als das erste annidhernde System

fiir die Satellitenbewegung im Erdgravitationsfeld:

S—"

. )
+¥2P>2(“r“;j CompFomon (Yoo () -1)(1=¢*)" =T (10.40)

mit

(1 ZZ[FZJ Conp (2,,>0,,(i)J (10.41)

=2

oder
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N | =

S U B TR TERC ATV
F =—5r2—5r—2+7+F"22 2| Cem ﬂllzp)<1+

mit

My . Si0° iJ(Y(le)O (e)-1)(1-&)" -1 (10.42)

2p
1 Y
(1 ZZ[ r J o [ﬂ?z,wgn?z,,)z smzz]]- (10.43)

nx2

fiir die Planetenbewegung:
2
Fe-tp LD BN g (6.m.e)(1-¢)" B (61T (10.44)
r

mit

2p+l
+ z an(l[:] Y(2P+1)0 (efzf)q)(2p)0p (i’iﬂ) ’ (10.45)

i M P

uzux+ﬁiun =G(MJ+EMHJ’

=1

(10.46)
B, (G.H. )= ey P "y (€2)® a0, (1) (Y0 (¢) 1)
=\ 11, _nZI w=p (=2p)0 \"n ) = (2p)op \" "1 J\ 7 (2p-1)0
2p+1
S L] ()0, 6 ) e
>+ p=

2p
r oo
- Y(*Zl’)“ (e’z‘ )J + [i] \P(Zp)()p (l’ln )COS 2’4,1}

pTl

_ 2p 2p
u .. r,
G.H T . . @, op \bln —-
il Zu;(pj [") (”)[(m]
+ Z hZKPLJ [Q(Zﬂ)olz(i’in)[[m] Y(ZFH)O(e )]+(pﬁj llI(ZF)OII (isin)coszun] (1048)

nemtl U1 r .

und fiir die Mondbewegung

1, 1T° n TR Vi
FM ——5r2—57+;+F M(G,H,ez)(l—ez) +FlPM (G,H,T)_T (10‘49)
mit
w=-Yme_, (10.50)
(1+m)

Y(217+1)0 (ef )q)?Zp)Op (l)

W 5\ s

2 2p+l
“al’ A b MJ p
X (G’H) = (Fj C2(0)F2(0)1 (0"’2[]

-1 2p+l
" Z“n z[pj Y(217+1)O (ef )(I)OZP )op ( )LOerl (n“)

.r

+2 ““Z(pj Yo (€)@, () B (&) (10.51)

e+l My i\ Pr
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2p+1
(0.8, =B L] ()00, (o))

x

+Z“n ( j 2p+10 217 017( )LﬂpJrl (n")( (=2p- 20(62)_1)

n= 1He P P
(L) o), O o)1) (1052

1(>1r+l Me pz1

2p+1 2p+1
‘I’ (G H, ’L' J [ 2p+1)41 (ez )]q)?Zp)Up (l)
u, 17

j [ W(ﬁ)] o (B (0,)

w2l
z[fj @0, ()L (0, )eosv(h, -2,

v=1

B - " & " -Y (I)0 p+l
n;ﬂ U, pz;( Dx j [[ T, ] (@p+1o ( ) (2p)0p ( )LO (E_m)
+2, - Z[ j G () 2L (B )cosv(A, =A,)- (10.53)

T2T+1 M(‘ p=1 v>1
Damit ldsst sich das urspriingliche System ausdriicken durch

F=—1f2—7—+ +®(G.H,e’)+¥ (G, H,1)~T+R(#G,H,T;r,u,Q,1)> (10.54)
2 27 r

worin das Residuum R = F — F" rein periodisch ist. Dieses und dessen partielle Ableitungen sind gréBenordnungs-
miBig klein. Wenn die Quadratur IRdt ebenfalls groBenordnungsmiBig kleiner als F° ist, dann ldsst sich das

periodische Residuum R durch eine fast-identische kanonische Transformation aus der Hamilton-Funktion beseitigen.
Durch die Transformation entsteht ein neues integrable System

2
Fre—tin LD B oG Het) v v (6L H ) T (10.55)
2 2r° r'

das mit einem groBenordnungsmiBig kleinen Residuum |R'| <<|R| nahe zu dem gegebenen System liegt:
F'=F"+R'(F.G H\T"r'\u’,Q\1"). (10.56)

Wenn das Residuum R' geniigend klein ist, dann lassen sich dessen siamtliche Integrale als eine Niherungslosung des
gegebenen Systems annehmen.

Anm.: Aus (10.46) erkennt man weiter, dass nicht nur der Gravitationskoeffizient u,=GM der Sonne, sondern auch

die Gravitationskoeffizienten aller nahe an der Sonne befindlichen Planeten zu dem Halbparameter der
elliptischen Bahn eines Planeten beitragen.
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10.5 Integration einer Funktion der Gestalt cos(ku+ mQ + 10 + gf ) iiber die Zeit

Zur Elimination von Termen der Gestalt cosf,,,, = cos(ku+mQ +10 + gf ) bzw. sinf,,,, aus der Hamilton-Funktion

durch eine Lie-Transformation ist das Integral
0 c0sbymg dt="pcos(ku+ mW+ 1Q + gf )dt
zu berechnen.

Aus (9.61)erhélt man (der Einfachheit halber ist W(G,H;t)=0 angenommen.)
du or oo 2 o® oI ’
e L e ;
oL oo G- 20-e) o) ]

dQ or 1 r (aCI) 2 o0d or \J( )
= ———(1- >
dt 0z [aH -0 oH F< )a > 0H

2 2 2 _M
a9 _[_ 2F o f':ﬁ%, %:(1_62)3’2“72...1"@*1M.
dt W oe” r r r dt
Die zeitliche Ableitung von O lisst sich durch
3¢ 2
@:@:ﬁ%ﬁ" I ?[“%j
dt r w A\

ausdriicken. Damit folgt

By = d (ku+mQ+ gf —10) = ﬁg M, 1- Now_ (‘LZ] —1||dt (10.57)

r Mkmql F

mit der Abkiirzung
M =ka—r+ a—F+q Ny

96 T OH

3
Ny =715 k[ai’—i(l )aijaijm[ag_g(l Srd arj o),
u 079G ) "o TV 3¢ o

unter der Bedingung

M, #0.

kmgql

Wenn

N kml [ & jz -1
M kgl r’

dann ergibt eine binomische Reihenentwicklung

rz ( jz n
- 1 kml _ 1 dB o
MAqu ;(Mkmql ] [ p o
und
’ 1 P N S
(rJ —1lar = LZ Niowt_ (r] ~1 || By
p N, T =\ M gt \\ P

<L, (10.58)

M 2e

<1 - Nkm[

kgl

dt=9"
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Fiir den Faktor ((r Ip) - 1)" erhilt man mit Hilfe des binomischen Satzes und der Exzentrizititsfunktionen

-4l ot et

->-L o (Ejz +2Z[ j )e 00§]f+222[ j ﬂ(a)z ¢’ cos jf »

Sola! < el al(j+a)!

wobei

oSy {12

(2x-1)!

eine Funktion der Integerzahl m ist. Es lédsst sich durch mathematische Induktion zeigen, dass ¢,(m)=0 fir m<n.

Damit ldsst sich der Laufbereich des Summationsindex o in o.g. Gleichung reduzieren; man erhélt

PRI O

. 2( % j Z(—l)"(q)” (J) (;j vy 0,(j+20) (;T“'”"]COS i (10.59)

= j! ‘al(j+a)

Es ist ersichtlich, dass es keine negative Potenz von e auf der rechten Seite gibt, da die darin erscheinende Funktion
¢, (m) erst ab m=n zu zihlen ist. Deshalb ist die rechte Seite von der GroBenordnung O(1). Mit Hilfe von (10.59)

erhilt man

r2 1 11 mq A%
a=r (wg S 0 cosvfjdﬁkmq,, (10.60)

kmgl vl

2
r 17 on gl v
([;j —l]dt =, [F[\P‘k’ ! +2VZ>;‘Pi e COSVf\JdBkmql

mit der Abkiirzung

Ty

nz1 kmgql 20=n [0 ! (X'
v n ra
= (_—1] i) —¢"(V+2“)(fj AN (v21). (10.61)
2 ) E\ M, ) &L al(via) (2 V!

Mit Hilfe von (10.60) erhélt man weiter

J‘E COSBkrnql g = 1+\Ijﬁ;nqu cosBkmql dB +Z\Ijkmqlevj‘ COSBkm(q—V)l +COSBkm(q+V)[ dBkmql s (10'62)
r SianWﬂ oM Sianmz/l ot vzl ' Sianm(qfv)l +Sianm(q+v)l oM

kmgl kmgql

wobei der erste Term auf der rechten Seite direkt integriert werden kann; das resultiert in

1+ \F(];mql [ sin Bkmql j .
oM —Cos Bkmql

kmgql
Das Differential dBkmql im zweiten Term lisst sich mit Hilfe von (10.57) in dr umwandeln. Damit erhilt man wieder

Integrationen iiber die Zeit, fiir die man die Formel (10.62) verwenden kann. Da der zweite Term um die GroBen-
ordnung O (e) kleiner als der erste ist, fiihrt eine iterative Verwendung von (10.62) zu einer Auswertung der Integration

Brongt
JE(COS .

) jd; mit ausreichender Genauigkeit.
sin Bkmql

Wie im Abschnitt 10.4 ausgefiihrt werden wird, lidsst sich die Formel (10.62) bei der Ausarbeitung einer Losung 3.
Ordnung der Bahnbewegung kiinstlicher Satelliten verwenden.
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Die hier vorgestellte Methode ist fiir eine Losung 2. Ordnung fiir die Satellitenbewegung mittels weniger Iterations-
schritte verwendbar. Fiir eine Losung 3. Ordnung sind aber mehr Iterationen notwendig. Ein alternativer Weg soll im
Weiteren untersucht werden, womit eine allgemeine und relativ einfache Formel erzielt werden kann.

10.6 Konzept einer Losung 3. Ordnung fiir die Satellitenbewegung

Eine analytische Losung k. Ordnung ist eine Losung mit einem Abbruchfehler von O(z—:"“), wobei € fiir einen das
Problem charakterisierenden dimensionslosen kleinen Parameter steht. In der Satellitenbahntheorie ist e=J, ~107. Des-

halb ist der relative Fehler fiir eine Losung 2. Ordnung &= 0(10‘9) und fiir eine Losung 3. Ordnung § = 0(10‘12). Eine
Losung 2. Ordnung fiir die Satellitenbewegung ist in (Cui, 1997) unter Einbeziehung der Storungen durch einen dritten
Himmelskorper, der nicht-gravitativen Storungen sowie der Resonanzeffekte angegeben.

Nach dem im Abschnitt 6.4 konzipierten Verfahren ist eine Losung 3. Ordnung mittels zweier Lie-Transformationen
moglich. Der Einfachheit halber wird hier nur das Gravitationsfeld einer im Raum gleichmifig rotierenden starren Erde
beriicksichtigt. Allerdings werden zwei weitere Einschrinkungen hinsichtlich der Problemstellung vorgenommen:

(1) Ausschluss einer Bahnkonfiguration mit kritischer Inklination, in der starke Resonanzeffekte hinsichtlich der Um-
laufsbewegungen des Satelliten beziiglich des Erdzentrums und bezitiglich der elliptischen Bahn auftreten;

(2) Ausschluss einer zyklischen Bahnkonfiguration, in der starke Resonanzeffekte zwischen der Umlaufbewegung des
Satelliten und der Rotation der Erde auftreten.

Die Schliisselaufgabe der Losung 3. Ordnung liegt im Aufbau einer Lie-Transformation als Produkt zweier Transforma-
tionen, die zur Elimination aller periodischen Komponenten bis zur 3. Ordnung aus der Hamilton-Funktion fiihrt. Sobald
eine solche Transformation aufgebaut (d. i., ihre Erzeugende ermittelt worden) ist, liegen ein integrables System und
dessen allgemeine Losung vor. Diese Losung wird als eine Naherungslosung des urspriinglichen Problems angenommen.

10.6.1 Die Hamilton-Funktion

Die das Bewegungsproblem beschreibende Hamilton-Funktion lédsst sich durch (10.54) ausdriicken. Eine Umformu-
lierung ergibt

F=F;+R(i,G,H,T;r,u,Q,‘E) (10.63)
mit
« 1., 1G? noow o 32
F, =—5r2—Er—z(l—ZX“(G,H))+7+F<D“(G,H,ez)(l—ez) -T

worin F* mittels (10.40) angegeben ist und I'(G,H), X,(G,H) und ®(G.H,e*) durch (10.40)-(10.41) definiert sind.

Da die explizite Abhingigkeit der Hamilton-Funktion (10.30) von der Zeit (durch den Winkel ©, also den Rotations-
winkel der Erde) immer mit der Abhingigkeit von der Winkelkoordinate Q verkniipft ist, entfillt in diesem Spezialfall
der Term ¥ (G, H,t). Das Residuum (Abweichung der Hamilton-Funktion von F") R lisst sich zerlegen in

R:=R_+R,.
e _ , d(f-M
R, = QFZCooqeq cosgf +I'd lzy(zp)o Fopyop (l)(Y(Zp—l)O (62)_1)¥
g=1 P22

F2
+2 = Z(C(z.\-)oo COS QL5500 T > Ciagog®’ (COS Qa5)0g TCOS Ol 0(—g) )]

s=1 q=1

I’ . ol - .
+2— Z(C(Z.\-H)OO SOy 4pp + > Cave®” (sm Qaginyog T8O 1y0(g) )] ’

r >0 q=1

1—*2 (¢) . . .
R = 722 (Ciomo €08 Oty g + S008I0 0,0 ) + Z(Ckmq (cosocmq +cos Oﬁkm(,,,)) +S, (sm Oty 8T, ))

m21 k g1

(10.64)

rad . . .
+ 7 Zz (Ckm() S oy,  — Skm() cos Ockmo) + Z(Ckmq (Slnkmq+ sin am(_q) ) - Skmq (COS a’kmq +cos akm(—q) ))

m21 k g=1
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mit den Abkiirzungen

Oy =k +m(Q-0)+qf »

/\Oq(r c.e ) ZY (k+2p)0 I<+2p op(l)y(mz,ﬂ)q(ez) > Yo = [%) Cho

P20

Cipy (T2 o .
{ A ( ) Z{Y(A 2 [ r j F“"fzn)"’l’(l)Y<H21HM (62) ’ (m=1). (10.65)

S (F c,e ) P20 | S(k42p)m

kmq
) () ) ) )

In der Summation z lauft der Index k unter der Bedingung k —m = gerade; in Z unter der Bedingung

k —m = ungerade .

Da die hier verwendete Lie-Transformation fast-identisch ist, ergibt sich die Abschitzung der GroBenordnung von T'
und @ fiir das transformierte System ebenso wie fiir das originale System zu

=G(1+0(cyy,))=G(1+0(¢)) ®=0(c%?)

ar ar 9D

£=1+0(8)9 87]—1:0(8), ar 0(8262)’

o), 2 _o(ee), 9 _o(e). (10.66)
oG oH 3¢

Fiir eine Losung 3. Ordnung wird als Ziel der dazu eingesetzten Lie-Transformation festgelegt, ein transformiertes
System der Gestalt

1., 11°

S +“+<I>(G',H',e'2)+‘P'(G',H',1:')—T'+R'(i',G',H',T';r',u',Q',r'), (10.56)
r

zu erreichen, worin R'(if',G‘,H ';r',u',(g'—@))) =0 (g“) =0 (c(2)04) .

10.6.2 Quadratur des Residuums iiber die Zeit und Integrabilitit des Systems

Zur Berechnung der Quadratur des Residuums (10.64) tiber die Zeit sind die Formeln (14.48) - (14.49) zu verwenden.
Mit

(kaq = Bkmq(—m) ’

n 20
Pl \pf;w):z(ng ! ¢,l(2oc)@ ,

nzl kmgq 2o2n (X'(X'

i ) _ [ %IJ Z( % ] [ 5 9, (v+2a) [g) L9 (V)j (v>0) (10.67)

21\ Loy ‘,al(v+o)! V!

ka = km m) k6+m(e T) Iy

kmg

=M,y =k(1+0+58)+q-m(6,-1-7),

und den Abkiirzungen

or or
oc=—-1, T:= s
%G oH
3 3
6:=19'1F—2(3(1 , )acp ar E)CDJ f;:ﬂ-‘%(3(1—e2)aqj ar_aq:}
T 9%’ 3G 0G T 9 oH oH
0 =o' 0. (10.68)
e Mz
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ergibt sich ,eingesetzt in die Integrationsformel (10.61),
_[ [ (cosa,, 0 1+ J. cosockmq +z phma J- COS Oy (4-y) T COS Oy ) i

e b = b mq . . (x mq :

r*  sinay,, 0B, | sino,, Chons ¥ £ Pkmq Sina,, ) Fsina, o)
Durch eine zweite Iteration erhilt man

1+Em i i sinot, . Elm sino )
J.l'z‘[cf)s(ka]dt _ ( E-a,(o) )[ sin oy, ] Ze E_, km(q-J) + gq(]) km(q+j) " Akmq (1069)
ro\ sy, OF,,, \ 080y, ) 5 ﬂpm(q plcoso, ) BBy —CosC,

mit den Abkiirzungen

Fhm & ko q’km(qiq) ‘Pkm a+a) ‘qu Lm o) Lm ) \Pkmq
§;(0)=w5q[1-2a2[})« +Pa P - +za( - ) e

a1 km(q—a) km(q+at) kmg ozl kmg

(j+a)

_ j O kmg O kmg \Pknjq
km  _ qkm Qs km(g—-a) qu _ qr km(g+o) lP“ km(g—j-o) ~ (j+o) 20
)=+ Z;oc‘P(‘M) - Z[oc‘l’ . - —-(j+a)7; ]e
o=

kmgq o=l kmgq Pkmq
-1 LI_,km(q nc),_FLmlI “I”km g+o) lIJ[\mq \sz;z —j-o \Pkmq
k Jj-o j+(X o +(x 2
km(a=J) da(j- ai—Za j+a) ) + () g2 |
o=l Pkm(q nn)lexq o1 kn1(q+rl)Pl<mq Pkm(q—j—a)Pkmq

Ekm \Pkmq z \PAm q+(x
4(J)

kg Prima
+ z[ kfli o ¥V, i+ (X)lPkm(q+/+nt) (j+a) ]32“

P @1 Fng By
j-1 \},km g+ ‘}lkmq \lez q-0. \Pkmq \Pkm(q+j+(x \Pkmq
+q,(l;m(q+j) Za(j_a) (j-a) Za J+OL (j+a) + (j+a) e |- (1070)
o=l km(gro)kmg 021 lel(q—(x) kg Pkm(q+ jm)Pkmq

Man sieht, dass in den Integrationsformeln (10.69)-(10.70) Divisoren P, und PP

kmq”™ kmgq'
oder P, .

(g'# q) auftreten. Ein

Resonanzeffekt kann also dann auftreten, wenn P,

g sehr klein wird. (Da die Differenz zwischen P, und

mq

B, eine Integerzahl, ndmlich g—gq' ist, ist es ausgeschlossen, dass beide gleichzeitig klein werden!) Zur Erfiillung

der Bedingung (6.25)-(6.27) fiir eine fast-identische Lie-Transformation ist es daher notwendig und hinreichend, den
Wertbereich von P durch

kmgq

I

kmq

20(8“)>0(82) (10.71)

mit 0<a<?2 zu begrenzen. Fiir m=0 tritt ein Resonanzeffekt fiir die Indexkombination ¢ =k , Pko(fk) = k(0+6) auf.

Da C_7=0(82) aus (10.66) bekannt ist, erfordert (10.71) 0:0(8“) (0u<?2). Andererseits erhilt man aus (10.66)
3 (o(1=5c0s’i) +0(e*); damit andert sich die Forderung (10.71) zu |1-5cos”i|=0(e*"), d.h. die Bahninklination

muss um O(a““) von ihrem kritischen Wert entfernt sein. Fir m=#0 erfordert die Bedingung (10.71)
[k+g+k(c+5)-m(0,-1-7)20(e")>0(e’), dh., dass die drei Zahlen {(c+5), (6, -1 7). 1} nicht kommensurabel
sind, oder grob gesprochen, die Drehraten der Umlaufsbewegung des Satelliten und der Rotation der Erde nicht

kommensurabel sind.

Unter der Bedingung (10.71) wird die Bedingung (5.26) im Abs. 5.4.1 fiir die zur Elimination der periodischen
Komponenten aus der Hamilton-Funktion eingesetzten fast-identischen Lie-Transformationen erfiillt. Damit lidsst sich
die dort konzipierte Uberpriifung der Integrabilitit zu dem Bewegungsproblem einsetzen.

Aus dem Residuum (10.64) folgt, dass sich alle durch die jeweilige im Abschnitt 6.4.2 eingefiihrte fast-identische
Transformation ergebenden Residuen K (R(k),s(”) in eine mit der integrablen Form (10.49) zusammenpassende

Komponente F*) sowie eine die gleiche Funktionsstruktur wie das Residuum (10.64) besitzende und die Bedingung

(10.71) erfiillende rein periodische Komponente zerlegen lassen. Dieser Sachverhalt ermoglicht ein immer weiter-
gehendes integrables Néherungssystem mit hoherem Anndherungsgrad.

Damit ist bewiesen, dass das Bewegungsproblem durch ein integrables System zu beliebigen Graden approximierbar,
also, integrabel ist.
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Anm.: (1) In der Himmelsmechanik ist bislang nur das Stiickel-System, zu denen das Kepler-Problem und das Vinti-
System gehoren, als integrabel bekannt.

(2) Die Bedingung (10.71) stellt sich dar als ein Sonderfall der in der KAM-Theorie fiir eine bedingte
periodische Bewegung geforderten Bedingung (Arnold, V. V. et el, 1988).

10.6.3 Zweistufige Strategie zum Aufbau des integrablen Niiherungssystems als Zielsystem

Die Elimination aller periodischen Terme aus der Hamilton-Funktion lisst sich auf zwei Transformationen verteilen:
Mittels der ersten Transformation eliminiert man alle kurzperiodischen Komponenten der zonalen Terme einschliellich
der Kopplungen bis zur dritten Ordnung; mittels der zweiten Transformation werden langperiodischen zonalen Terme
und die tesseralen Terme eliminiert. Dadurch verbleiben nur Terme 4. Ordnung, die sich ihrerseits in einen durch das
integrable System (10.49) erfassbaren Teil und einen rein periodischen Teil zerlegen lassen. Im folgenden wird der das
Resonanzverhalten beschreibende Parameter zu oo =1 angenommen.

1) Die erste Lie-Transformation, Elimination der zonalen Terme

Mit der ersten Lie-Transformation werden die zonalen Terme aus der Hamilton-Funktion eliminiert. Dazu ist die
Erzeugende

sW = '[det (10.72)

zu bestimmen. Der weitere Teil der Hamilton-Funktion bleibt dabei unverindert. Die transformierte Hamilton-Funktion
lasst sich nach (6.34) bestimmen zu:

PO =FJ‘+R,+%{Rz,s‘”}—é{{R,s“)},s(”}+2—2{{{R,s(”},s“>},s‘”}+0(85)- (10.73)

Da starke Resonanzeffekte (kritische Inklination) ausgeschlossen sind, ist hier der in (6.34) auftretende kleine Parameter
d gleich dem die Grofenordnung des Residuums beschreibenden Parameter € = V) Zesetzt.

2) Die zweite Lie-Transformation, Elimination der durch die erste Transformation belassenen nichtlinearen
zonalen Terme und der tesseralen Terme

Da die nach der ersten Lie-Transformation sich ergebende Hamilton-Funktion (10.73) noch nicht integrabel ist, ist eine

zweite Transformation erforderlich. Dazu zerlegt man den Klammerterm in (10.73) nach dem im Abschnitt 10.4
gezeigten Durchfiihrungsschema in zwei Teile:

K0 _ %{Rz,s(l)}—é{{Rz,s(l)},s(l)}+i{{{Rz,s(l)},s(l)},S(l)}: [l:xl (G.H) Jr%zcil (6.1 —ez)mj+ K,
worin der erste Teil zu der integrablen Form (10.49) passt und K, periodisch ist. Man erhilt also
FU=F +R+K, - (10.74)
mit
r: u’

F=F +7X1(G,H)+F“T’1(G’H’ez)(l‘ez)y2

Zur Elimination der periodischen Terme R,+K, ist eine Transformation mit der Erzeugenden s= _[(R,+K,)dt

erforderlich. Zur Beschleunigung der Konvergenz wird
s = [(R+K,)di+ [ KDdr = 5+ As (10.75)
gesetzt, wobei

K= LR k8- LR K= K K8 < 0(e)

den Klammerterm bezeichnet; dieser lédsst sich wieder in zwei Teile zerlegen. Einer davon, K((_Z) , passt zu der integrablen

Form, der restliche, Kl(f) , ist periodisch. Die Funktion As ist definiert durch
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As=[KFdr=0(¢)-
Nach der zweiten Transformation ergibt sich das restliche Residuum zu

R=k" +%{R, +K,,As}+0(€)

das sich ferner in eine zu dem integrablen System passende Komponente sowie eine rein periodische Komponente
zerlegen lésst; es ergibt sich demnach

. I Mz
RZT

; XZ(G,H)+F(T>2(G,H,ez)(l—ez)m+AR+O(85)

mit AR =0 (e').
Damit erhilt man die transformierte Hamilton-Funktion
F® = F, +AR+0(¢") (10.76)

mit den Abkiirzungen

2

2 2 2
Bt Ly« Lo (cm.e)(1-¢)" -1 (10.77)
2 roor o r r

X(G,H)=X,(G.H)+X,(G.H)+X,(G,H),

®(G.H,e’)=®,(G,H,e* )+ (G.H,e’)+®,(G.H,e)- (10.78)
und

’=G*-2I"X(G,H)- (10.79)

Nun weicht das System (10.77) von dem transformierten System (10.76) nur noch durch eine periodische Komponente
AR=0 (54) ab. Das System (10.77) ist daher ein fiir eine Losung 3. Ordnung ausreichendes Niherungssystem von

(10.76) als auch, iiber die o.g. zwei Lie-Transformationen, des originalen Systems (10.63). Die zur Stérungsrechnung zu
verwendende Erzeugende der gesamten Transformation ldsst sich mittels (6.14) aus s" und s® berechnen:

s=(s(l)+s(2))+%{s(l),s(z)}+é{s(l) —s(z),{s<‘),s(2)}}+0(e“)- (10.80)

Damit ist der Weg zu einer Losung 3. Ordnung des Bewegungsproblems fiir Satelliten ermittelt. Die Durchfiihrung ist
freilich sehr aufwendig.

Mit geringen Modifikationen lédsst sich die erlduterte Methode sowohl auf die Bewegung der Planeten sowie auf die des
Mondes iibertragen.
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Die Begriffe
Losbarkeit - - - - Integrabilitit ---- Separabilitit

eines dynamischen Systems sind nicht bedeutungsgleich. Nur in Ausnahmefillen wie dem Kepler-Problem, den Stickel-
Systemen oder den Cui-Systemen sind die Bewegungsprobleme sowohl 16sbar als auch integrabel/ separabel.

Schon beim Dreikorperproblem ist das nicht mehr der Fall. Zwar findet man mit den partikuldren Euler-Lagrangeschen
Losungen exakte Losungen des Dreikorperproblems, aber es scheint keine ausreichende Anzahl an Bewegungsintegralen
zu existieren, um es als integrabel einzustufen und damit die Losungsgesamtheit auffinden zu konnen. Eine Separabilitit
des Dreikorperproblems ist nicht bekannt. Auch wenn man das allgemeine Dreikorperproblem so stark vereinfacht wie
beim eingeschriankten Dreikorperproblem dndert sich das Bild nicht. Zwar existieren um die Librationspunkte Scharen
von strengen Losungen, die Charlierschen Losungen, aber eben um den Preis, da3 man wesentliche Nichtlinearitéiten der

Vollstindige Separabilitit eines Bewegungsproblems impliziert zwar die Integrabilitdt und damit die Losbarkeit, aber
wiederum kann das Bewegungsproblem losbar sein, ohne daf} es separabel sein muf. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung
kann eine Losung besitzen, ohne daf} sie separierbar sein muf}. Integrable/separable dynamische Systeme sind von
besonderer Bedeutung in der himmelsmechanischen Storungsrechnung und damit fiir die Entwicklung von Bahn-
theorien, beispielsweise von Planeten-, Mond- und Satellitenbahntheorien.

Das wohl wichtigste Beispiel eines integrablen Bewegungsproblem ist das Kepler-Problem. Es ist das den meisten
Bahntheorien zugrunde liegende integrable Bewegungsproblem. Man kennt eine ausreichende Anzahl von Bewegungs-
integralen des Bewegungsproblems

O (r,vit) =0,
aus denen man die Losungsgesamtheit des Kepler-Problems erhilt (Integrabilitét):
r=r(®,0,,.0,)=r(0,,0,,..0;t
q),.(r,v;t)=0cl.:> ( 1 2 6) ( 12 6 )
v=v(D,D,,. D) =v(0,0,,...04;)

Variiert man die Integrationskonstanten in ihren moglichen Laufbereichen, so kommt es zur einer Klassifikation der
Losungsgesamtheit.

Beispiel: Im Falle des Keplerproblems etwa erhélt man fiir
E <0 elliptische
E=0 parabolische Kegelschnitte
E>0  hyperbolische

als mogliche Bahnkurven. Und zwar ergeben sich fiir

G#0 nichtentartete
Kegelschnitte
G=0 entartete (lineare)
G Betrag des Bahndrehimpulses, Hill - Variable!!

Die linearen Keplerbahnen sind solche mit verschwindendem Bahndrehimpuls (Schneider 1 1992)

Setzt man in diese Bewegungsintegrale den Bewegungszustand r,, v, zu einem Zeitpunktz, ein, so lassen sich die Inte-
grationskonstanten ¢, berechnen, und damit sind die rechten Seiten der Bewegungsintegrale festgelegt. Aus diesen

erhilt man jetzt zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 den Bewegungszustand r(z),v (t) , also

Berechnung der

tO 155 Vo Integrationskonstanten q)i (rO » Vo3 tO) =
A Auflosung nach dem = =
q)i (I', V,l) - at momentanen Bewegungszustand r (t’ 0() ¥V (t’ 0{)
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Eines der Bewegungsintegrale muf auler von den Variablen r und v von der Zeit # abhéingen.

Man konnte zunéchst vermuten, daf die Erzeugung des ganzen Losungsverlaufs aus dem Bewegungszustand zu einem
Zeitpunkt vermittels der Bewegungsintegrale auf die Anfangswert-determinierung beschrinkt ist. Wie aus der vor
laufigen Bahnbestimmung nach Gauf3 bekannt ist (Schneider IV 1999), trifft das aber nicht nur bei Anfangswert-
determinierung des Bewegungsproblems zu, sondern auch bei Randwertdeterminierung, freilich beschrinkt auf den
durch die Zeitpunkte, zu denen die Randbedingungen gegeben sind, begrenzten Zeitraum. Dieser kann unendlich aus-
gedehnt sein. Das Beispiel der Losung einer Randwertaufgabe zum Kepler-Problem nach dem Gauf3schen Sektor-zu-
Dreieck-Verfahren (Schneider I 1992) deutet die Moglichkeit der Bestimmung der Losungsgesamtheit bei Randwert-
determinierung an. Bei diesem Verfahren wird nicht auf Bewegungsintegrale zuriickgegriffen. Es ist aber nicht klar, was
bei Randwertdeterminierung an die Stelle der Bewegungsintegrale treten und wie man Integrabilitit in diesem Fall
definieren konnte.

Die Regel scheint nun zu sein, daB Integrabilitit eines dynamischen Systems i.allg. nicht vorliegt, also keine ausrei
chende Anzahl von Bewegungsintegralen gefunden wird bzw. gar nicht existiert (Nichtintegrabilitiit).Die ausreichende
Anzahl N ergibt sich aus der Anzahl der Freiheitsgrade des dynamischen Systems.

Man kommt nun mit einer geringeren Anzahl von Bewegungsintegralen aus, wie Jacobi und Arnold gezeigt haben
(Schneider I 1992). Der Satz von Liouville fiir integrable, konservative Hamilton-Systeme (Rebhan 1999), wonach unter
bestimmten Voraussetzungen die Losung des Bewegungsproblems auf die Ausfiihrung von Quadraturen zuriickgefiihrt
werden kann, impliziert, dal vollstindige Separabilitit und vollstindige Integrabilitiat im allgemeinen dquivalent sind.
Und es folgt umgekehrt aus diesem Satz, dal bei vollstindiger Integrabilitit ein vollstindiger Satz von Winkel-/
Wirkungsvariablen existiert. Daraus aber folgt die vollstindige Separabilitit in allen Winkelvariablen. Das Beispiel par
excellence hierfiir sind die Stickel-Systeme (Schneider IV 1999).

Von herausragendem Interesse sind einerseits Theoreme iiber

e Integrabilitit/Nichtintegrabilitit,die die Existenz /Nichtexistenz von Bewegungsintegralen belegen (z.B. Theorem
von Ziglin)

und andererseits Theoreme iiber

e Verfahren zum Auffinden von Bewegungsintegralen (z.B. Theoreme von Liouville, von Stickel und von Cui), also
konstruktive Verfahren

sowie

e Bestimmungsgleichungen fiir Bewegungsintegrale, wie sie sich aus der Anwendung des Prinzips des kleinsten
Zwangs von Gauf} ergeben oder

e aus der Losung der Killinggleichungen bei der Untersuchung der Symmetrieeigenschaften des betrachteten dynami-
schen Systems.

Wihrend die Existenz- und Eindeutigkeitssitze der Theorie der Differentialgleichungen bzw. der Integralgleichungs-
theorie etwas zur Losbarkeit der Bewegungsprobleme aussagen, beinhalten die Integrabilitit/Nichtintegrabilitits-
theoreme meist Aussagen dariiber, ob ein dynamisches System integrabel/nichtintegrabel ist und unter welchen
Umstinden Integrale existieren. Das trifft vor allem auf die Separationstheoreme zu, die meist in konstruktiver Weise
aufzeigen, unter welchen Bedingungen vollstindige oder teilweise Separabilitéit eines dynamisches Systems vorliegt.

Da Nichtintegrabilitdt der Regelfall zu sein scheint, kommen integrable /vollstindig separable dynamische Systeme
somit nur als intermedidre Bewegungsprobleme fiir die Entwicklung von Bahntheorien in Betracht. Damit lauft die Aus-
arbeitung einer Bahntheorie meist auf folgenden Zweischritt hinaus

1. Formulierung eines intermediéiren Bewegungsproblems

2. Beheben der Vereinfachungen, die im intermedidren Bewegungsproblem getroffen worden sind, durch Stérungs-
rechnung.

Das setzt voraus, dal man eine Schnittstelle in der Kriftefunktion bzw. Hamilton-Funktion so legen kann, da3 die im
intermedidren Bewegungsproblem vernachlissigten Krifte bzw. Anteile der Hamilton-Funktion in einem niher zu
definierenden Sinn als klein betrachtet werden konnen.
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Die Storungsrechnung selbst kann in verschiedener Weise angelegt werden, beispielsweise im Sinne
e der Variation der Konstanten des intermedidren Bewegungsproblems
e der Theorie der kanonischen Transformationen, vermittelt durch eine erzeugende Funktion.

Im ersten Fall bleiben Systeme von Variationsgleichungen fiir die variierten Integrationskonstanten zu losen, die die
zeitliche Entwicklung der variierenden Integrationskonstanten des intermedidren Bewegungsproblems und durch Ein-
tragen in dessen exakt bekannte Losung den Bewegungsablauf des aktuell gestellten Bewegungsproblems ergeben.

Im zweiten Fall wird versucht, durch eine bzw. eine Folge kanonischer Transformationen die Funktionsstruktur der
Hamilton-Funktion des Storungsproblems so abzuédndern, daf} dieses leichter einer Losung zuginglich wird.

Statt dessen kann auch versucht werden, die Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems so weit als moglich
dadurch anzunihern, daB man ein intermediires Bewegungsproblem sucht, dessen Hamilton-Funktion diejenige des
aktuellen Bewegungsproblems annihert. Die intermediidre Losung wird hierbei als eine die aktuell gesuchte Losung so
weit als moglich approximierende Zielfunktion einer bzw. einer Abfolge kanonischer Transformationen, vermittelt
durch erzeugende Funktionen, eingesetzt.

Wenn das aktuelle Bewegungsproblem nichtintegrabel ist, dann wird ein nichtintegrabler Rest der Hamilton-Funktion
verbleiben. Dieses von Cui vorgeschlagene Verfahren einer Exhaustion der Hamilton-Funktion durch eine integrable
Hamiltonfunktion, wobei ein moglichst kleiner Restanteil aus der Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems
verbleibt, wird am Beispiel des Konzepts fiir die Ausarbeitung einer Satellitenbahntheorie 3. Ordnung aufgezeigt. Vor-
ausgesetzt werden muf} hierbei, daf}

1. die kritische Bahnneigung auller Betracht bleibt und

2. die mittlere Bewegung des Satelliten und die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung inkommensurabel
sind.

Das Verfahren weist in eine dhnliche Richtung wie die quadratischen (superkonvergenten) Verfahren (Lichtenberg &
Liebermann 1983, Schneider Il 1993), die auf dem KAM-Theorem aufbauen. Im Unterschied zu diesen geschieht hier
die Exhaustion mit einer vorgegebenen intermedidren Losung als Zielfunktion, die durch frei wihlbare Funktionen
parametrisiert ist.

Offene Fragen fiir kiinftige Untersuchungen sind unter anderen:

e Losung bzw. Ausarbeitung eines Losungsweges fiir die aus dem GauB3schen Prinzip des kleinsten Zwanges folgende
partielle Differentialgleichung;

e Aufsuchen und physikalische Deutung der den Stickel-Systemen korrespondierenden Symmetrie-transformationen;

e Bestimmung weiterer nach den Theoremen /Korollaren von Cui moglicher (partiell oder vollstindig) integrabler
Fille;

e Anwendung der Cui-Theoreme auf Fragen der Theorie der Rotation von Himmelskorpern;

e Ausarbeitung einer Satellitenbahntheorie 3. Ordnung nach dem skizzierten Konzept der Exhaustion;

e Anwendung des Konzepts der Exhaustion der Hamilton-Funktion auf die Planeten- und Mondbewegung;
e  Genauer Methodenvergleich mit den superkonvergenten Verfahren basierend auf dem KAM-Theorem;

e  Untersuchung des Hauptproblems der Satellitenbahntheorie auf Nichtintegrabilitit nach dem Konzept der
Exhaustion;

e Untersuchung von Stabilititsfragen mit Hilfe der neuen Separationstheoreme von Cui und dem Konzept der
Exhaustion,;

e Untersuchung der Frage nach der Existenz eines "third integral" (Contopoulos 2002) mit Hilfe der Theoreme von
Cui.
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