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Funktionenkegel und Integralungleichungen
Von Heinz Bauer in Erlangen

Herrn Otto Haupt zum go. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

In dieser Note soll ein neuer Zugang zu dem folgenden Resul-
tat von Choquet-Deny [4] mitgeteilt werden: Fur einen Haus-
dorff-Raum X bezeichne C(X) den Vektorraum aller stetigen
reellen Funktionen auf X; er sei versehen mit der Topologie der
gleichmiBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen. Man
betrachte zwei (eventuell leere) Familien §, = ((o;, x,) );=, und
8. = (7,);c s wobel x; Punkte aus X und o, 7, positive Radon-
MaBe auf X sind, welche simtlich von kompakten Teilmengen
von X getragen werden, und wobei ferner o; den Punkt x; nicht
mit Masse belegt, also

0 o({x}) =o e i)
gilt. Dann ist — selbst bei Aufgabe der Bedingung (1) — die Menge
K (31, §,) aller den Ungleichungen

(2) [ udo, < ulx) el
und
(3)  Judry <o vern

genligenden Funktionen # & C(X) ein abgeschlossener, inf-sta-
biler, konvexer Kegel in C(X). Dabei wird X C C(X) wie tiblich
ein Kegel in C(X) genannt, wenn AKX C K fir alle reellen Zah-
len 2 > o gilt; K heiBt inf-stabil, wenn mit je zwei Funktionen
#, v & K stets auch deren untere Einhiillende inf(z, ), also die
Funktion x — min ((«(x), v(x)) in K liegt. Man nennt X (F;, 2
den Familien §,, §, assoziiert.

Das erwdhnte Resultat von Choquet-Deny besagt nun, dal3
auch die folgende Umkehrung gilt: Jeder abgeschlossene, inf-sta-
bile, konvexe Kegel K C C(X) ist swei Familien § und §y mit
den eben genannten Eigenschaften assoziiert.
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54 Heinz Bauer

Beim Beweis dieses Satzes kann man sich sofort auf den Fall
eines kompakten Raumes X zuriickziehen. Der Satz besagt dann,
daB es zu jeder Funktion f € C(X)\ K einen Punkt x & X und
ein positives Radon-MaB ¢ auf X mit ¢ ({x}) = o und

) [ fdo > f(x),
! Judo < u(x) fiir alle v € K
oder aber ein positives Radon-MaB 7 auf X mit
ffdt > o,
U2 :
Judr <o fur alle n € K

gibt. Fiir welche Funktionen f & C(X)\ X der Fall (U,) bzw. (U,)
eintritt, bleibt durch den in [4] gegebenen Beweis offen.

Der im folgenden dargestellte Beweis verliuft dagegen von
vornherein so, daB — wiederum fiir kompaktes X — zu X ein ab-
geschlossener, inf-stabiler, konvexer Kegel A* mit X C K* C
C(X) angegeben wird, der folgende Fallunterscheidung fiir
Funktionen f & C(X)\ K gestattet:

Fall 1. f liegt in A*\ K. Dann gibt es ein positives Radon-
Mal ¢ auf X und einen Punkt x & X, welcher durch ¢ nicht mit
Masse belegt wird, so dal3 (U,) erfiillt ist.

Fallz. fliegt in C(X)\ K*. Dann gibt es ein positives Radon-
MaB 7 auf X, so daB3 (U,) erfullt ist.

Auf diese Fallunterscheidung wies ich bereits frither in einem
Vortrag im Séminaire Brelot-Choquet-Deny [2] hin. Allerdings
stand dabei die spezielle Situation, in welcher A* mit C(X) zu-
sammenfillt, im Vordergrund. Dieser Spezialfall liegt bei vielen
Kegeln der Analysis vor, z. B. beim Kegel der stetigen, reellen,
superharmonischen Funktionen, welche auf einem Gebiet im
R” definiert sind.

2. Der Kegel K*

Sei also nunmehr X ein kompakter Raum und X ein abge-
schlossener, inf-stabiler, konvexer Kegel in C(X). Dabei trigt
C(X) die Topologie der gleichmiBigen Konvergenz. Wir bezeich-
nen mit K™ die Menge der K-majorisierbaren Funktionen aus
C(X), also die Menge aller f € C(X) mit



Funktionenkegel und Integralungleichungen 55

@ F=x

fir ein geeignetes # & K. Dagegen bezeichne K* die Menge
der fast K-majorisierbaren Funktionen, d. h. aller f € C(X) mit

(5 f—eE K"
fiir alle reellen Zahlen & > o. Offenbar gilt X C K*.

Lemma 1. K™ wund K* sind [linksseitig erbliche*), konvexe
Kegel in C(X). K* ist der Abschluf von K™ in C(X).

Beweis. Definitionsgemif ist K = K + C_, wenn hierbei
C_ den konvexen Kegel aller f & C(X) mit f < o bezeichnet.
Als Summe zweier konvexer Kegel ist daher auch & ein kon-
vexer Kegel; wegen (4) ist K linksseitig erblich. Der Ab-
schluB K von K7 in C(X) ist in K* enthalten, denn zu f & K7
und ¢ > o existiert ein ¢ & K7 mit [f—g| < ¢, also mit f — ¢
< g. Hieraus folgt f—e& & K™, da K™ linksseitig erblich ist.
Also legt fin K*. Ist umgekehrt f & K*, so liegt die Funktion
gi=jf-—ein K”; wegen | f—g| = ¢ folgt hieraus f & K. Da-
mit ist K* = K" gezeigt. Als AbschluBl eines konvexen Kegels

ist aber auch A™* ein solcher Kegel. Die linksseitige Erblichkeit
von K* folgt aus der von K™

Ahnlich wie in der Theorie der Integraldarstellungen auf kon-
vexen kompakten Mengen (vgl. [5]) ordnen wir jeder fast K-ma-
jorisierbaren Funktion f eine Funktion 7 auf X mit Werten in
]—o0, 400} wie folgt zu:

(6) f i=sup (inf ).
e>o0 f—e=<u
uE K

Es gilt offenbar
(7 f=F fe &,
Lemma 2. Zine Funktion f & K* liegt genaw dann in K,
wenn f = f gilt.
Beweis. Fir f € K ist
inff{fuc K:f—e<u}<f

*) Eine Menge L C C(X) heiBt linksseitig erdlich, wenn aus f € L, g €
CX) und g < fstets ¢ © L folgt.
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fir jedes & > o und somit f < £, also wegen (7) f = f. Gilt um-
gekehrt f = f fiir ein f € K*, so existiert zu jedem & > o0 und
jedem x & X eine (von € abhingige) Funktion #, & K mit

f—e<u, und wux) < f(x) + ¢,

also mit #,(y) < f(y) -+ e fur die Punkte y einer offenen Umge-
bung U, von x. Endlich viele dieser offenen Mengen geniigen zur
Uberdeckung von X, etwa le, ..., U, . Fir die zugehorigen

X
n

Funktionen Uy v U & KX liegt dann

#, 1= inf (u"1’ ey zzxn)

nach Voraussetzung in XK. Es gilt offenbar
f—e<u <f+e,
also |f— u,| < e. Somit liegt fin £ = K.

Zur Illustration figen wir zwei einfache Beispiele an:

Beispiele. 1) Sei X = [0,1] das Einheitsintervall und & der
Kegel aller auf X affinen Funktionen 2 > o mit #(0) = o. Man
rechnet leicht nach, daB genau die folgenden Funktionen
F &€ C(X)in K liegen: Es gilt entweder

Jfo) <o
oder

f(0) =0 und lim sup f(;;)‘ < + Q.

x—+0

Dagegen gilt

K* ={f & C(X):f(o) <o}
Dieses Beispiel lehrt, da3 £ nicht abgeschlossen zu sein braucht;
beispielsweise liegt x +— Jx in K*\ K”. Setzen wir fir f & K*
noch ‘

fHx)

O'.fZ:SUp p:

o<x=1
so ist die Restriktion von £ auf ]o,1] die konstante Funktion 00
fir o, = +00 und die affine Funktion x +> ax fir a, << 4-o00.
Stets gilt f(0) = o.

2) Fir einen beliebigen kompakten Raum X und einen Punkt
x & X sei K der Kegel aller Funktionen z & C(X) mit 2 >0
und #(x) = o. Dann folgt
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K7 = K* ={f € C(X): /(%) < o}.
Fiir jedes f € K* ist £ gleich dem Positivteil f* von £.

3. Beweis des Satzes von Choquet-Deny

Nun kommen wir zur angekiindigten Fallunterscheidung und
damit zum Beweis des Satzes von Choquet-Deny. Hierzu sei f
eine Funktion aus C(X) | X.

Im Fall 1, wo f in £*\ K liegt, gibt es gemidll Lemma 2 ein
x € X mit f(x) < f(x). Wir behaupten:

Satz. Liegt [ in K*\ K, so gibt es zu jedem x & X mit f(x) <
F(x) ein positives Radon-Maf o auf X mit o({x}) = o und
den Eigenschaften (U,). Liegt f in C(X)\ K*, s0 gibt es ein positi-
ves Radon-Mafi v auf X mat den Eigenschaften (U,).

Beweis. Sei f € K*\ K und f(x) < f(x). Es gibt also eine Zahl
¢ > o mit
(8) Jx) +e<inf{u & K:f—e <uj}

Dann aber ist die Menge f + NV, + B, fremd zu &, wenn dabei
N, bzw. B, die Menge aller # & C(X) mit # > 0 und #(x) =0
bzw. mit [#(y)| < ¢ fiir alle y & X bezeichnet. Anderenfalls géibe
es nidmlich Funktionen 2 & NV, und é & B, mit
ui=f+n+06< K,
also mit # & K und « > f — ¢. Dies aber hitte wegen (8)
J®) + e <ulx) = fx) + bx),
also &(x) > e im Widerspruch zu é & B, zur Folge.

Nunmehr koénnen wir ganz analog zu [4] weiterschlieBen:
S+ N, + B, ist eine offene konvexe Menge in C(X). Nach
einem bekannten Trennungssatz*) gibt es also eine stetige Linear-
form == o0 auf C(X), d. h. ein Radon-MaB x == 0 auf X, und eine
reclle Zahl y mit
(9) u(e) >y far alle 2 & K

und

*) Vgl. [3], p. 83, proposition 1 und remarque 1.
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(10) u(f +n) <y fur alle 2 & WV,.
Wegen o & K ist einerseits y < o; andererseits folgt aus (g)
() > o fur alle # € K, da mit 2 auch Az fur 4 > o in X liegt.
Somit kann sogar y = o gewihlt werden. Ersetzt man in (10) »
durch Az mit 2 > o, so folgt analog

puiny <o fur alle » & V..
Fiir den Positivteil g+ von u hat dies

wH(m) =sup {u(g): £ € C(X), 0 < g < n}
<sup {u(g):g €N} <o
und damit ut(%) =ofirallen & N, also auch fiir alle & C(X)
mit #(x) = o zur Folge. Fir beliebiges z & C(X) folgt hieraus

pHE) =+t — 1)) + i ()) = (),
also

ut =uae,

mit o= (1) und e,:= Einheitsmasse in x. Der Negativteil
u~ von p wird von einer zu {x} fremden Menge, also von X'\ {x}
getragen, d. h. es ist #~ ({x}) = 0. Es muBl « > o0 sein, da sonst
1t =—y ein negatives MalB wire. Wegen (9) (mit y = o) hiitte
dies flir jedes e >ound allew & K mitw > f — ¢

Hf) = u) 4 ep(1) = ep(y),
also u(f) > o zur Folge. Dies aber widerspricht (10). Damit ist
schlieBlich gezeigt, dal

1 —

g = —a- "
das Verlangte leistet.

Liegt f in C(X) \ £*, so wird der Beweis durch das nachfolgen-
de Lemma zu Ende gefihrt. Man hat nur zu beachten, da3 A™*
gemidl Lemma 1 ein abgeschlossener, konvexer Kegel ist, wel-

cher wegen der linksseitigen Erblichkeit mit jedem 2 & K* auch
die Funktion inf (z, f)enthilt.

Lemma 3. Sei K, ein abgeschlossener konvexer Kegel in C(X)
und f S C(X)\ K, devart, daff aus v & K, stets inf (u, f) E K,
Jolgt. Dann gibt es ein positives Radon-Maf © auf X mit
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(f) > o und — t(w) <o  firalleuw & K, *)

Beweis. Es gibt Zahlen ¢ > o, fur welche die Menge f + C..
+ B, fremd zu K ist, wenn dabei C, die Menge aller f & C(X)
mit / 2> o bezeichnet und B, wie im vorausgehenden Beweis de-
finiert wird. In der Tat: Es genligt o < ¢ << d(f, K,) zu wiihlen,
wobei d(f, K,) den Abstand von f und K, in der tblichen Supre-
mumsnorm ||. . .| auf C(X) bezeichnet. Nach Voraussetzung gilt

Ilf —inf @, Al > &
fur jedes 22 & K. Dann aber kann # nicht in f + C + B, lie-
gen, da sonst
o < f—inf(u,f) =sup (f —u, 0) <g,
also || f — inf (2, f)ll < e wiire.
Ziehen wir den oben erwdhnten Trennungssatz erneut heran,

so ergibt sich die Existenz eines Radon-MaBes 7 #= 0 auf X und
einer Zahl y mit

(11) () <y fur alle 2 € X,
und
(12) of+p)>y fur alle p € C,.

Wie oben erkennt man, daf3 y =0 gewihlt werden kann. Aus
(12) folgt ©(p) > o fiir alle p & (4, da C; ein Kegel ist. Somit
ist 7 ein positives MaB, welches das Verlangte leistet.

4. SchluBbemerkungen

1. Die Aussage des obigen Satzes 148t sich im Fall 1 noch ver-
schirfen: Zu f € K*\ K gibt es kein positives Radon-Maf} T auf
X mit den Eigenschaften (U,). Wegen f & K* ist f fast K-majo-
risierbar, also gibt es zu jedem & > 0 eine Funktion » &€ K mit
f < u + e Aus (U,) wiirde dann fiir das positive MaB 7 folgen:

o < ©(f) < () + e1(1) < e7(1).

Die Ungleichung o < 7(f) < e7(1) kann aber nicht fiir alle ¢ > o
richtig sein.

*) Vgl. hierzu Guber [6], wo sich eine andere Anwendung dieses, dort nur

fiir einen Spezialfall formulierten Lemmas findet.
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Verzichtet man also im Satz auf die Fixierung des Punktes x,
verlangt man vielmehr nur die Existenz eines x € X und eines
positiven MaBes ¢ mit o({x}) =0 und (U,), so liefert die Exi-
stenz des Paares (g, x) bereits der urspriingliche Satz von Cho-
quet-Deny bei Beachtung obiger Bemerkung.

2. Anders verhalten sich Funktionen f & C(X)\ K*. Fur sol-
che kann es neben einem positiven Mall 7 mit der Eigenschaft
(Uy) auch ein positives Maf3 ¢ und einen Punkt x & X mit
o({x}) = o und der Eigenschaft (U;) geben. Man wihle etwa
im Beispiel 1 eine Funktion f& C(X) mit f(1) < f(0) und
f©)>o(d.h.f& C(X)\K*).Dann leisten 6 : = ¢ und x : = 1das
Verlangte.

3. Im Fall £* = ((X) kann X allein durch Ungleichungen
vom Typ (2) beschrieben werden. Notwendig und hinreichend
fiir £* = C(X) ist die Existenz einer strikt positiven Funktion
in K. Aus K* = C(X) folgt ndmlich, daB3 die konstante Funk-
tion 2 in A*, also die konstante Funktion 1 =2 — 1in K™ liegt.
Die Umkehrung ist evident, da bereits K = C(X) gilt.

4. Kann X allein durch Ungleichungen vom Typ (2) beschrie-
ben werden, so folgt nicht notwendig A* = C(X). Ein Beispiel
hierfiir ist das folgende: Sei X" kompakt und nicht einpunktig.
Es sei 7:=N X (X x X\ 4), wobei IV die Menge der natiir-
lichen Zahlen und 4 die Diagonale von X X X bezeichnet. Fir
jedes Tripel ¢ = (7,x,y) & 1, wobei » & N sowie x und y ver-
schiedene Punkte aus X sind, sei 0;:= n¢, und x;:=y. Man
erhilt so den der Familie (o;,x,);c ; assoziierten Kegel K. Man
sieht sofort, daB3 X der Kegel aller auf X" konstanten Funktionen
mit Werten < o ist.

5. Im Fall £* = C(X) ist fur jedes x © X die Abbildung
J > f(x) eine auf C(X) definierte Sublinearform. Nach dem Satz
von Hahn-Banach gibt es zu f, & C(X)\ K und zu x € X mit
Jfo®) < folx) ein Radon-MaB ¢ auf C(X) mit o(f) < f(x) fiir alle
J & C(X) und o(fy) = fo(x).¥) o ist dann ein positives Radon-
Maf auf X, welches o ({x}) = o0 und (U,) erfiillt. Es wiire inter-
essant zu wissen, ob man im allgemeinen Fall, nidmlich

*) Vgl. Choquet [5], chap. 6 sowie [2].
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in der Situation unseres Satzes, dhnlich schlieen kann, indem
man cinen der Fortsetzungssitze von Anger-Lembcke[1] her-
anzieht. Die Rolle der Sublinearform im Satz von Hahn-Banach
miiBte dann von der Hypolinearform f +> f (%) itbernommen wer-
den, welche auf dem Kegel A* definiert ist.

Literatur

(1] Anger, B, Lembcke, J.: Hahn-Banach type theorems for hypolinear
functionals. Math. Ann. 209, 127-151 (1974).

[2] Bauer, H.: Cdnes convexes semi-réticulés de fonctions continues. Théo-
rémes de représentation et de stabilité. Seminaire de théorie du potentiel,
8e année, 1963/64, n® 5. Secrétariat math., Paris (1965).

[3] Bourbaki, N.: Espaces vectoriels topologiques, Chap. 1-2. Hermann,
Paris (1966).

[4] Choquet, G., Deny, J.: Ensembles semi-réticulés et ensembles réticulés
de fonctions continues. J. Math. pures et appl., 9¢ sér., 36, 179-189 (1957).

[5] Choquet, G.: Lectures on analysis, vol. II, Representation theory. Ben-
jamin, New York-Amsterdam (1969).

[6] Guber, S.: MaBtheoretische Kennzeichnung gewisser Funktionenkegel.
Archiv der Math. 15, 58-70 (1964).



