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Einleitung

In der vorliegenden Note soll u. a. gezeigt werden, wie sich
gewisse — oft verwendete — Methoden und Ergebnisse der nicht-
assoziativen Algebra in einen allgemeinen Rahmen einordnen
lassen. Ausgehend von einem kommutativen und assoziativen
unitdren Ring £ und einem unitidren £-Linksmodul X wird der
£-Modul Alg X': = Hom,(X,End, X) betrachtet, der bekanntlich
in natirlicher Weise als (End X)—-Lie-Modul aufgefal3t werden
kann. Die Elemente von Alg X entsprechen bijektiv den ver-
schiedenen (nicht notwendig assoziativen) Algebren auf .X. Es
erscheint bemerkenswert, dall man in sinnvoller Weise zu gegebe-
nem # & X ein Produkt (4,B)— AuB auf Alg X definieren
kann. Alg X zusammen mit diesem Produkt kann als 4/gebra der
Algebren Alg, X aufgefaBt werden. Speziell entspricht 4«4 der
Mutation (beziiglich #) der zu 4 gehérenden Algebra auf X. Der
§ 1 ist dem Studium von Alg, X gewidmet. Ist £ ein Korper, so
sind die Algebren Alg, X fiir # == O einfach und paarweise
isomorph.

Im § 2 wird gezeigt, daB der £-Modul Stand X : = X @ End X
@ Alg X in kanonischer Weise als anti-kommutative Algebra
aufgefaBBt werden kann, welche die Standard-Algebra von X
genannt wird. Von besonderem Interesse sind die Lie-Teilalgeb-
ren der Standard-Algebra. Lie-Algebren dieses Typs sind in der
Literatur mehrfach betrachtet worden, ohne daB dabei der hier
aufgezeigte Hintergrund deutlich wird: So fallen z. B. sowohl
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36 Max Koecher

algebraische Konstruktionen von Lie-Algebren vermittels Jordan-
Algebren oder Jordan-Tripelsystemen ([5], [6), K. Meyberg [7],
[8]) wie auch die Untersuchung von holomorphen Vektorfeldern
(W. Kaup, Y. Matsushima und T. Ochiai [3] und W. Kaup
[4]) und Ergebnisse iiber homogene konvexe Kegel und zuge-
hérige Tubengebiete (O. Rothaus [9]) in diese Kategorie. Ein
kiirzlich von J. R. Faulkner [2] formuliertes Prinzip pafit sich
ebenfalls in diesen Rahmen ein.

Nach der Diskussion einiger Klassen von Beispielen im § 3
wird im § 4 der Zusammenhang mit den sogenannten biniren
Lie-Algebren [6] hergestellt und gezeigt, daBl man jeder Lie-
Teilalgebra der Standard-Algebra eines endlich-dimensionalen
Vektorraums X eine Gruppe von birationalen Abbildungen von
X zuordnen kann.

§ 1. Die Algebra der Algebren

1. Der Lie-Modul Alg X. Es sei £ ein kommutativer unitirer
Ring, X ein unitirer A-Linksmodul und

Alg X: = Hom,(X,End, X".

Das Beispiel £: = Z, X : = Q/Z zeigt, daBl Alg X = O méglich ist.

Auf die Angabe des Grundringes £ wird verzichtet, wenn keine
MiBverstindnisse méglich sind. Fir 4 & Alg X soll mit 2 — A4,
u & X, die zugehorige lineare Abbildung von X in End X
bezeichnet werden. X zusammen mit einer £-bilinearen Abbildung
(2¢,v) — 2ev von X' X X in X nennt man wie liblich eine A/lgebra
¥ auf X und (1,v) — nv das Produtkt in dieser Algebra. Zu jedem
A & Alg X erhilt man eine Algebra X, auf X durch Definition
des Produktes

vy udv: = 4,0, u,v & X.

Umgekehrt kann jede Algebra auf X als ein X, mit 4 & AlgX
erhalten werden. Setzt man

Alg* X ={4;A€ AlgX,udv= + vAufiru,vc X},

so entspricht AlgtX der Menge der kommutativen und Alg—X
der Menge der anti-kommutativen Algebren auf X.
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Fir 7E End X und 4 € Alg X wird ein 7-4 € Alg X
durch

(I w(T+ Av:=T(wAdv)— (Tu)ydv —ud(Tv)
definiert. Wie man sieht ist dies gleichwertig mit
(II) (T.A)u= [T’Au]—ATu'

Analog erkldrt man fur W aus der Gruppe GL X der bijektiven
Endomorphismen von X und 4 € Alg X ein W+ 4 € Alg X
durch

(IN) (Wu)(W+ AYy(Wv): = W(nAv),
d. h. durch
(119 (WA, = WAy, W

Wegen (II) ist dann W: X, — X, , ein Isomorphismus der
Algebren.
Fir A € Alg X, 7, S &€ End X und W & GL X verifiziert

man ohne Miihe

1) TS S e e S
(2) T+Alg*X C Algt X, W Alg* X C Alg*X,
(3) W (T A)= (WTW-Y.(Wx A).

Wegen (1) ist Alg X beziiglich (T, A)—> T + A ein (End X)~-Lie-
Modul und Alg= X sind wegen(2) Lie-Teilmoduln. Bei gegebenem
W & GL X erhilt durch die Abbildung 4 +> W * A einen Iso-
morphismus des £A-Moduls Alg X und GL X wird damit einer
Untergruppe von GL (Alg X) isomorph.

2. Die Algebra der Algebren anf X. Fir z &€ X und
A,B & Alg X definiere man das Element 4« B € Alg X durch
() x(AuB)y: = uAx)By + xBuAy) — uA(xBy),

d. h. durch

(III,) (AZ‘B).::_[Au’Bx] + ‘Bqu'
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Ein Vergleich mit (1") ergibt
(111" AuB =—4,- B.

Der £-Modul Alg X zusammen mit dem Produkt (4,5) — A« B
wird damit zur Algebra Alg, X auf Alg X. Man kann Alg, X die
Algebra der Algebren anf X nennen. Ist M ein (End X)~-Lie-
Teilmodul von Alg X, so ist M wegen (II1"') ein Linksideal von
Alg, X. Speziell sind Alg* X Linksideale in Alg, X.

Mit Hilfe von (3) berechnet man
(1) Wx(AuB) = (W* AY(Wu)(W* B)

Fird,B & AlgXund W & GL X. Damit ist A— W+ A, W&
€ GL X, ein Isomorphismus von Alg, X auf Alg,, X.

Bemerkung 1. Ist £ ein Kérper, so operiert GL X transitiv auf den
von Null verschiedenen Elementen von X. Damit sind alle Al-
gebren Alg, X fiir 2 #= O paarweise isomorph.

Unter Verwendung von (I11") und (3) verifiziert man
aV) A@Cv)B=(CuAd)vB + Av(CuB)— Cu(AvB)

fur 4,8,C € Alg X und %,v & X. Wie man sieht, ist dies die
nduale' Formel zu (I1T).

Fir eine Algebra % auf X mit Produkt (z,7v) — zv definiert
man die Mutation U, von U beziiglich eines Elementes ¢ von X
als die Algebra auf X" mit dem Produkt

(1.2) (2,v) = u(gv) + v(gu) — q(uv).
Setzt man 4 = B in (III), so folgt
(I11%) Xpua = (X,

und z = v in (IV) ergibt
Iv" (Alg, X)e = Alg,c, X

Bemerkung 2. Ist £ cin Korper, so ist die rechte Seite die Null-
Algebra oder nach der Bemerkung 1 isomorph zu Alg, X. Fir
jede Algebra ®: = Alg, X ist somit die folgende bemerkens-
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werte Eigenschaft richtig: Jede Mutation von B ist die Nuli-
Algebra oder isomorph zu B.

Da ecine anti-kommutative Algebra % genau dann eine Lie-
Algebra ist, wenn jede Mutation % die Null-Algebra ist, folgt aus
(I11*) das
Lemma 1.1. #iir A € Alg~ X sind dquivalent .

a) X, ist Lie-Algebra

b) AuAd = O fiir alle v & X.
Aus (IV) folgt speziell

(AuA)uAd = A(wAdu)4.

Die Potenzassoziativitit der dritten Potenzen in Alg, X charak-

terisiert die Jordan-Algebren auf X. Mit Hilfe der Basis-Identi-
titen von Jordan-Algebren zeigt man miihelos

Lemma 1.2. Ewnthilt X ketne 2- und 3-Torsion, dann sind fir
A & Algt X dguivalent :
a) X, ist Jordan-Algebra
b) (Audyud = Au(Adud) firaleuw S X.
3. Tripel-Systeme. Es ist manchmal zweckmiflig, die vorlie-

gende Situation unter dem Gesichtspunkt eines Tripel-Systems
zu betrachten: Vermoge

X X Alg X X X — X, (14, 4,v) —uAw,
Alg X X X X Alg X — Alg X, (4,%,B)— AuB,

erhdlt man ein Tripel-System (X, Alg X), fiir das die beiden
Grundformeln (IIT) und (I'V) gelten. Eine Wiederholung von (I1)
und (1.1),

W(uAv)y=Wu)(WxA)Y(W0), W (AuB)=(Wx*A)(Wu)(Wx B),

zeigt, daff GL X wvermdge (u, A) — (Wu, W x A) als Gruppe von
Automorphismen des Tripel-Systems operiert.

Analog erhilt man aus (I) und (1)

TwAv) = (TuwyAdv+ u(T - A)v + ud(Tv),
T (AuB) = (T ADuB + A(Tu)B + Au(T- B).
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Damit operiert (End V)~ vermdage (u, A) > (Tu,T + A) als Lie-
Algebra von Dertvationen des Tripel-Systems.

4. Die Ideale von Alg, X. Zur Untersuchung der Ideale von
Alg, X benétigt man eine hinreichend umfangreiche Menge von
explizit definierten Elementen von Alg X. Nach Wahl einer bi-
linearen Abbildung «: X X X — £, einer linearen Abbildung
A: X — £, eines U & End X und ecines 2 € X definiert man die
Elements C*¢ und D*Y von Alg X durch

1.3) 2(C*y: = alx,y)a, x(D*Ny: = Ax)Uy.

Mit Hilfe von (III) berechnet man fir 4 € Alg X und « € X
zunéchst

(1.42) 2(AuCy = [a(uAz,y) + a(xudy)]e— a(vy)uda,
(1.4b) 2(C**ud)y = a(u,x)ady + o(u,y)x Ada— a(u,x Ay)a,
(1.49) 2(AduD"%)y = Mudx)Uy + 1()[UwAy) — A U)),
(1.40) 2(D*Yud)y = — 4w [U(xr Ay) — (Ux) Ay — x A (Uy)).
Wegen (I) bedeuten die letzten beiden Formeln

(1.4¢)  AuD Y =D¥"Y 4 DROUYT mit V= 4,

(1.4d") D"Yud =—i(u) U+ A.

Fiir die weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts wird an-
genommen, daB} 42 ein Kérper ist und dim, X < co gilt. Dann
bilden sowohl die C** als auch die D*Y je ein Erzeugenden-
system von Alg X. Sei nun % == O aus X gewihlt.

Lemma 1.3. Fiir cinen Teilmodul M von Alg X sind dquivalent .

a) M ist ein Linksideal in Alg, X
b) 77 M C M fiir alle T aus End X.

Beweis - Folgt aus (1.4d") und 2.
Man definiert
N,:={d4; 4 & Alg X,A, = O}

und entnimmt (1.4¢)
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(1.5) [AuD"Y), = A(uAu)U + A@w@)[U,4,)

fir U € End X und 1 & X*. Speziell ist N, ein Rechtsideal in
Alg, X.

Lemma 1.4. Fiir ein Rechtsideal M von Alg, X gilt entweder
M C N, oder M = Alg, X.

Beweis : Man nehme an, da M nicht in N, enthalten ist.

Behauptung 1. Es gibt A © M mit uAwu 5= O. Zum Beweis wihlt
man B & M mit B, == O. Im Falle # B2 = O gehort wegen (1.5)
auch 4 : = BuD*Y zu M und man hat uAu = —A()uB(Uxw).
Wegen B, = O kann man A und U so wihlen, daf3 # 42 == O gilt.

Behauptung 2. Es gibt A & M mit A, = [d. Man wihlt B & M
nach Behauptung 1 und setzt U = /d in (1.3) cin. Fiir gecignetes
A erhilt man ein Element 4 : = BuD*/?in Mmit 4, = /4.

Ist nun 4 € M mit A, = 7d gefunden, so ergibt (1.4a)
AuC*®® = C*° so daB alle C** zu M gehoren.

Satz 1.5. /st k ein Korper und w =F O, so ist die Algebra Alg, X
etnfach.

Beweis: Sei M == O ein zweiseitiges Ideal in Alg, X. Aus (1.4b)
entnimmt man im Falle 4, = O

[C*%uA], = oa(u,u)A,

fir alle « und alle @ & X. Damit enthilt M ecin B mit B, == O, so
dall M nicht in N, enthalten ist. Lemma 1.4 gibt nun die Be-
hauptung.

5. Die Etns-Rdume von Alg, X filr gewisse Idempotente. Ist u
eine Links-Eins von X 4, also 4, == /d, so ergibt (I11") sofort
AuB = B fir alle B € Alg X. Damit ist 4 eine Links-Eins von
Alg, X.

Bemerkung 3. /st & ein Korper und A eine Links-Eins von Alg, X,
so ist w eine Links-FEins von X ,. Man wihlt dazu U = /4 in
(1.4¢”). Mit analogen Schlissen kann man sehen, da} Alg, X
keine Rechts-Eins enthilt.
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Sei nun 4 € Alg X und sei ¢ = ¢, das Einselement von X ,.
Damit ist 4 eine Links-Eins, also ein /dempotent von Alg, X.
Man definiert

g=g s Alg X — X, ¢(B):=c¢Be.
Ohne Miihe verifiziert man nun
(Bed)eAd = —A, 5+ A =[(Bed)eAleA

fir B & Alg X, Wie man sieht, hat der Endomorphismus
B Bed von Alg X héchstens die Eigenwerte o und 1. Man
setzt daher

F1(A):={B; B AlgX, Bed = B},

So(A):={B;, BE Alg X, (BeA)ed = O},

BY = (Bed)yed =—A,5- -A4E F(4),

BO i =B—(Bed)ed =B+ Ay AE Fo(A4).
Es folgt B = BN + B® und Alg X = §,(A4) + §,(A).
Lemma 1.6, Die Abbildung 1w Aud ist eine Bijektion von X auf

$:(A) mit Umbkehrabbildung q:§(A) - X. Speziell gilt
g(Aud) =1

Beweis: Sei B = F1(A), also B = BeAd =—25,- Aund B, =
=A4,5, = Ay Damit wird 8= A x4 mit u: = ¢(B). Ist um-
gekehrt B = Aud fireinu € X,sofolgt B, = — (A, - A),= A4,
und daher Bed = — B, - A =—A4,+-A=AuA=2B

Nach diesem Lemma entsprechen die Elemente von §(A)
genan den Mutationen X 4, , von X 4 (vergl. (I11%)).

6. Der Fall einer kommutativen Algebra. Wie in 5 habe X,
A & Alg™ X, ein Einselement ¢. Wegen 2 folgt dann §, (4) C

C Algt X. Mit Hilfe von (4, + 4), =— A, und (4, - A4), ¢ =
= —u Aa berechnet man
[(Aad)u(AbA)], =—[(A4,+ A),-(4,+ 4)], =

= [(Aa ‘ A)u’ Ab] — (Ab ° A)uAa = [[Aa’ Au]7 Ab] + AbA(uAa)’
so daBl man wegen (I1I)

(1.6) ¢((Aad)u(AbA)) = a(Aud)b firabu, & X
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erhilt. Ist M ein Teilmodul von §;(4), so wird wegen Lemma 1.6
(1.7) M= {dud; uC gM)}.

Lemma 1.7. Sez A & Algt X wund X, unitér. Fiir einen Teil-
modul M von §,(A) sind dquivalent :

a) M 75t fiir jedes w & X eine kommutative Teilalgebra von
Ale X,

Du

b) M ist fiir jedes w & X etne Teilalgebra von Alg, X.
c) (X, M) ist edn Unter-Tripel-System von (X, Alg X).

d) (1) a(AuA)b & g(M) fiir alle a,b = g(M) und v & X.
(2) (AaA)yu(AbA) = A(a(AuA)b)A fiir alle a,b & g(M)
und 1w & X.

Beweis : Aus a) folgt b), wegen 3 ist ferner b) und c¢) dquivalent.
Sei also M eine Teilalgebra von Alg, X fur jedes 2 & X. Wegen
(1.7) gibt es dann ¢ & ¢(M) mit (AdaAd)u(dbAd) = AcA. Bei
Beachtung von Lemma 1.6 ergibt (1.6) sofort ¢ = a(4uA)é,
also Teil ¢). Da die rechte Seite von (d.2) in @, 4 symmetrisch ist,
folgt a) aus d).

Da Teil d) fiir Jordan-Algebra X, uneingeschrinkt gliltig ist, hat
man das Korollar. [st X, eine unitire Jordan-Algebra ohne 2-
Torsion, so ist §(A) fiir jedes 1w © X eine kommautative Teil-
algebra von Alg, X.

7. Der endlich-dimensionale Fall. In diesem Abschnitt sei £
ein kommutativer Koérper und X == O ein Vektorraum iiber £ der
endlichen Dimension 7. Nach Wahl einer Basis 4, ..., 4, von X
Uber £ definiere man die symmetrische nicht-ausgeartete Bilinear-
form o von X durch ¢(4,,6;) = d,,. Zu jedem 4 & Alg X gibt es

dann eindeutig bestimmte A 1 <7 < 5, aus End X mit
(1.8) wdv =3 o(AVu,0)b,.
{
Man hat fiir ¢ = 4 (fiir welches man in Formeln manchmal
& = - 1 zu lesen hat)

(1.9) A E Alg'X @ [AD]7 = 49,
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wobei fur ein 7 & End X mit 77 der beziiglich ¢ adjungierte
Endomorphismus bezeichnet wird.

Fir 4, B € Alg X definiert man
(1.10) B(A,B): = > Spur {49 B9},

Offenbar ist § eine (von der Wahl der Basis &4, . . ., 4, abhdngige)
symmetrische Bilinearform von Alg X. Man beweist ohne Miithe

Lemma 1.8. a) f isz nicht-ausgeartet.

b) Fiir T & End X und A, B & Alg X gilt
(T A,B)=p(A,7°+ B).

) Ist die Chrakteristik von k nicht 2, so ist Alg X die B-ortho-
gonale Summe von Algt X und Alg— X.

Man hatte in 1 gesehen, daB3 die Alg®X beziglich (7,4) —
— 7"+ A beide (End X)~-Lie-Moduln sind. Fiir 2 > 1 ist keiner
dieser Moduln einfach: Sei fir 4 € X* das Element B%° von
Alg® X gegeben durch

u(B*Hv: = AMw)v + eA(v)u,

und U° der von den B*¢, 4 & X*, aufgespannte Teilmodul von
Alg® X. Wegen (I) folgt 7+ B** = — B**"¢ fiir 7 € End X,
so daf sich W als ein (End X )~-Lie- Modul erweist. Entsprechend
zeigt (1), dal

B°:= {4, 4 & Alg° X, Spur 4, = O fir alle v € X}

ebenfalls ein (End X)—Lie-Modul ist.
Bei Beachtung von (1.8) und (1.10) berechnet man fir 4 € Alg*X
(1.11) Spur (8%, = (n + &) A(w),
(1.12) Spur 4, = ¢(s4,%) mit 5, =e):/1<‘7 by
(1.13) B(B %, A) = 2¢0(a,s,) mit A(z): _ o(a,n).
Ein Vergleich von (1.11) und (1.12) ergibt

sy = (n + &)a, falls B = B**, i(2) = o(a,n).
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Wegen (1.13) folgt daher das

Lemma 1.9. 7eilt die Charakteristife von k nicht 2(n -+ &), dann
ist Alg® X die f-orthogonale Summe von W und T°.

§ 2. Lie-Teilalgebren der Standard-Algebra

1. Die Standard-Algebra von X. Die Elemente des £-Moduls
Stand X : =X @ End X G Alg X

schreibt man unmifverstindlich in der Form @ =2 @ 7 @ A.
In Stand X" wird ein anti-kommutatives Produkt (@,¥) — [D,¥]
definiert durch

[7,S):=7S—S7,[7T,u]: =7, [T,4A): = T- A4,
[4,2]: = A, [#,v] = O, [4,B8] =0,

!

fir v,v € X, 7,5 End X und 4,8 & Alg X. Damit ist
(End X)~ als Teilalgebra in Stand X eingebettet und sowohl X
als auch Alg X sind Null-Teilalgebren. Ferner gelten die Kom-
positionsregeln

[X,End X] C X, [End X, Alg X] C Alg X, [X, Alg X] C End X.

Mit dieser Konstruktion ist jedem k-Modul X in kanonischer
Weise eine anti-kommutative k-Algebra Stand X, die Standard-
Algebra von X, zugeordnet.

Fir ¥: =0 @Id § 0O und (ad V) D: = [V, D] erhilt man
@dY) @R TR A)=uPO P (—4A). Folglich ist (ad ¥)? =
= ad ¥ und X, End X bzw. Alg X sind die Eigenriume von
ad ¥ zu den Eigenwerten 1, 0 bzw. — 1, sofern X keine 2-Torsion
zulaft.

Der Definition entnimmt man, da8 ein Teilmodul 8 @ T @ M
von Stand X genau dann eine Teilalgebra ist, wenn gilt

(a) & ist Teilalgebra von (End X)-,
(b) 7B C Bfiuralle 7 € €,
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(©) 7.MC furalle 7 & §,
(d) A, &eXfurallex &€ Bund 4 & M.

Von einem besonderen Interesse sind die Teilmoduln von Stand X
der Form X @ € @ M. Im Hinblick auf Bedingung (d) definiert
man fir jede Teilalgebra T von (End X)~

MIA:={4; 4 AlgX, A, € TLfurallex € X}.
Diese Bildung tritt in spezieller Situation schon bei O. Rothaus
[9] auf.

Wegen (1) ist M (R) ein T-Lie-Modul beziiglich (T, A)—> T+ A.
Man erhélt damit das

Lemma 2.1. Ein Teilmodul X @ T P M won Stand X st
genaw dann eine Teilalgebra von Stand X, wenn gilt :

a) X 45t eine Teilalgebra von (End X)—.
b) M ist T-Teilmodul von M(Z).

Korollar. Fiir jede Teilalgebra T wvon (End X))~ ist X T P
D M(X) eine Teilalgebra von Stand X,

2. Lie-Teilalgebren von Stand X. Zur Behandlung der Lie-
Teilalgebren definiert man das Jacobi-Produkt von drei Ele-
menten @, ¥, 2 & Stand X durch /(D,¥,Q): =[D,[¥, 2]] +
+ [P, [Q,2]] + [2,[2,7]]. Mit Hilfe von 1 verifiziert man

cinerseits
(2.1) J,v,4)=vAu—udv, [(4,A,B)=AuB — BuA,

fir #,v € X und 4 B & Alg X, und andererseits, daf3 alle hier-
von ,,wesentlich verschiedenen Jacobi-Produkte Null sind,

wenn die Argumente aus X, End X bzw. Alg X" genommen wer-
den. Es folgt daher

Lemma 2.2. Eine Teilalgebra X T B M wvon Stand X st
genaw dann eine Lie-Algebra, wenn

wAv=vAu und AubB = BuA
fiir alle w,v € X und A, B & M gilt.
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Der Definition des Produktes in Stand X entnimmtman, dal3 der
Teilmodul
StandtX: =X @ End X @ Alg*X

eine 7eilalgebra ist.

Bemerkung 1. 7» Stand* X is¢ das Produkt zweier belicbiger
Jacobi-Produkte Null. Denn wegen (2.1) liegt jedes Jacobi-
Produkt in Alg+X und dies ist eine Null-Algebra von Stand +.X.

Wegen Lemma 2.2 ist jede Lie-Teilalgebra von Stand X schon
in Stand X enthalten. In Analogie zu /(%) definiert man daher
fiir jede Teilalgebra T von (End X))~ den A-Modul

MHE):={4;4 € AlgtX, 4, € T fur alle » € X7}.

Man sieht wieder, daff M+(RX) ein T-Lie-Modul beziiglich
(T,A4)— T+ A st
Eine Kombination der Lemmata 2.1 und 2.2 fihrt zu

Lemma 2.3. Ein Teilmodul X @ T @B M wvon Standt X st
genaw dann eine Lie-Teilalgebra von Stand* X, wenn gilt:

a) T ist eine Teilalgebra von (End X)—,
b) M 25t - Teilimodul von M*+(T).
c) AuB = BuA fiir alle w @ X und A, B & M.

Das Beispiel € = End X, M = Alg+X, zeigt, daBl die Bedin-
gung c) nicht immer aus a) und b) folgt.

Man entnimmt diesem Lemma, dal X @ T @ M +(T) eine
Lie-Algebra darstellt, sofern ¢) fiir 4/ +(Z) erfallt ist. In § 3.2 und
3.3 werden hierfiir einige Beispiele angegeben.

3. Eine duale Konstruktion. Bisher hatte man nach Vorgabe
einer Teilalgebra T von (End X))~ Konstruktionen betrachtet, die
zu Lie-Teilalgebren von Stand X fithren. Umgekehrt kann man
von einem Teilmodul M von Alg+X ausgehen und im Hinblick
auf Bedingung (c) von 1

S@): ={7;7 & End X, 7+ M C M}

definieren. Wegen (1) 45z S(W) eine Teilalgebra von (End X)—
und M ist ein S(M)-Lie-Modul beziiglich (T,4)— T+ A. Die
Bedingung (a) bis (c) von 1 sind daher fur X G S(M) M

4 Miinchen Ak, Sb, 1974
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erfiillt und (d) bedeutet 428 & M fiir alle 4,8 & M. Zusam-

men mit Lemma 2.2 erhilt man

Lemma 2.4. FEin Teilmodul X @ T @ M von Stand+ X s
genaw dann eine Lie-Teilalgebra von Stand* X, wenn gilt .

a) M 75t fiir jedes w & X cine kommutative Teilalgebra von
Alg, X.
b) T ist eine Teilalgebra von S(M).

Ein Vergleich mit Lemma 1.2 ergibt das

Korollar. Ist X @ T P M eine Teil-Lie-Algebra von Stand+.X
und enthdlt X keine 2- und 3-Torsion, dann ist X , fiir jedes
A E M eine Jordan-Algebra.

Damit ist ein Ergebnis von K. Meyberg [7] erneut bewiesen.

4. Die Einfachheit der Standard-Algebra. Zunichst betrachte
man zerfallende 1deale, d. h. Ideale von Stand X der Form

Q=VPTPM
Die Idealeigenschaft von Q tbersetzt sich wegen 1 in
(2.2) % ist Ideal von (End X)=,
(2.3) TX C B,(End X)®B C B,
(2.4) T-Alg X CMEndX)- M C M,

(2.5) A, & T sowohl flir #« & X, A € Mals auch fiir z & B,

Man sieht, dafl 8 = O schon Q = O nach sich zieht.

Bezeichnet man mit £(X)denvonallen 4,2 & X, 4 € Alg X,
erzeugte Teilmodul von End X, so zeigt (I"), daB T(X) ein
Ideal von (End X)~ ist. Weiter sei M(X) der von allen Az 5 fir
# & X und 4,8 & Alg X erzeugte Teilmodul von Alg X. Man
verifiziert nun ohne Miihe, da

QX)) =X PI(X) M)
ein Ideal in Stand X i1st.

Lemma 2.5. Sei X als (End X)-Linksmodul einfach und 2 == O
ein zerfallendes Ideal von Stand X. Dann gilt Q(X) C Q.
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Beweis: Man schreibt Q wie oben und entnimmt (2.2) sofort
B = X. Wegen (2.5) folgt L(X) C T und (2.4) liefert 4, - B &
E Mfireu € Xund 4,8 & Alg X. Damit gilt auch M(X) C M.

Bemerkung 2. 75z Alg X = O, so wird Stand X = X @ EndX
und Q(X) = X. Die Standard-Algebra ist also nicht einfack. Das
Beispiel £: = Z, X : = Q[Z, zeigt, dal3 dieser Fall auch eintritt.
Im Gegensatz hierzu gilt jedoch

Satz 2.6. Ist k ein Korper der Charakteristik == 2, dann sind die
Algebren Stand X und Stand+X einfach.

Beweis - Sei == O ein Ideal von Stand X. Wegen [O @ 74 @ O,
u BT Al =u PO P (—A)zerfilltQ,alsoQ =V P LT P M.
Man kann nun Lemma 2.5 anwenden oder direkt mit (2.2) bis
(2.5) schlieBen:

Wegen (2.3) folgt 8 =X und (2.5) liefert £ = End X. Fir
7 = 7d erhilt man M = Alg X aus (2.4).

Der Beweis der Einfachheit von Stand+X geht analog.

Bemerkung 3. Fir einen Korper k kann gezeigt werden, daf
Jede Derivation von Stand X die Form @ — [O @ 7 P O, D] it
7 € End X Zaz.

§ 3. Einige Beispiele fiir M+(Z)

1. Es sei £ ein Korper der Charakteristik ungleich 2, X == O ein
endlich~-dimensionaler Vektorraum uber £ und ¢ eine symme-
trische nichtausgeartete Bilinearform von X. Fiur 7 & End X
bezeichnet 7 den beziiglich ¢ adjungierten Endomorphismus zu
7.

Die Teilalgebra ¥ von (End X)~ sei bezliglich ¢ seléstadiun-
geert, d. h. mit 7 gehort auch 77 zu . Damit hat ¥ eine direkte
Summendarstellung € = & -+ P mit

:={TTe T =—T7T},Y:={T;T€71°=T}
Offenbar gelten die Kompositionsregeln

[2,9] C & [P CY, [$,9] C &
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Wie in § 2.1 bzw. § 2.2 sind fiir Teilvektorrdume 2 von End X die
Teilvektorrdume

MER):={4;4 € AlgX, 4, € Qfuruec X},
M+Q):={4;4A € AlgtX, 4, €Qfiruc X}

von Alg X bzw. von Alg+X definiert. Fir P € M) ist 6 (v Pw,
2¢) in 7, w symmetrisch.

Lemma 3.1. Sei 7 beziiglich o selbstadjungiert. Ein 4 € Alg X
gehirt genan dann zu M+ (), wenn es etn H & M (D) und ein
P e M®) gibt mit folgenden Eigenschaften :

a) A ist durch P gemdfs

o(wAv,w) = oc(wPv,w)+ o(vPu,w) — o(wPu,v)
definiert.

b) o (uHv,w) = o(vPu,w) — o(wPu,v).
Beweis: Sei A € M+(X). Dann gilt A = H + P &€ Algt X mit
He Hund P& 9.
Wegen A = — H, -+ P, erhilt man

oc(udv,w)=o(v,Ajw) = — o(v,ulHw) + o(v,uPw),
also wegen 4, = A, — P,
og(uAv,w) + oc(udw,v) = 20(,uPw).

Man vertauscht #, v, w zyklisch zweimal, bildet die alternierende
Summe der drei Gleichungen und erhilt

oc(udw,v) = oc(uPw,v) + o(wPuv,u)— o(vPuw).

Da P, selbstadjungiert ist, hat man Teil a) gezeigt. Teil b) erhilt
man durch Einsetzen von 4 = A - P in Teil a).

Ist umgekehrt 4 wie in Teil a) definiert, so gehoért 4 zu Alg+ X,
denn P, ist selbstadjungiert. Mit Teil b) wird 4, = H, -+ P, &
CITfiru © X, also 4 & M+ (T).

Korollar 1. Gilt T° = — T fiir alle TE T, soist M+(T) = O.

Wendet man das Lemma auf ¥ = (End X)~, so folgt 2P, =

= A7+ A4, also

w)
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Korollar 2. Ein A € Algt X st durch A, + A, u © X, ein-
deutig bestimmet.

2. Eine Teilmenge $ von (End X)~ soll g-s¢/izef genannt wer-
den, wenn H° = — H {ir alle # € § gilt. Fiir 22,v & X definiert
man #7° & End X durch (#2”)x: = o(v,x)n. Sei ferner

1(9): = {a;a € X,a’ —ua® € § fir alle w & X}

und
w(BYv: = o(a,u)v + o(a,v)u — o(x,v)a,

so ist 1(§) ein Teilraum von X und B* € Alg+X flira & X.

Satz 3.2. Ist § eine o-schiefe Teilalgebra von (End X))~ und
T =kld - 9, so gilt.

a) Die Abbildung av B® ist eine Surjektion von i(9) auf
M+ (Z).

b) £ (%) C i)
) Fiir H € % und a € i(9) gilt H+ B* = B
d) Im Falle (D) =F X ist§(9) beziiglich o total isotrop.

e) Fiira,b € 1(9),u € X, gilt B*uB’ = B mitc: = a(BV6E
€ 19

Beweis: Fur P = {ald;0 € £}, T=HH + VP, sind Bedingungen
von 1 erfiillt. Da 2 &€ M®) mit P, = o(a,2)/d fur geeignetes
a & X gleichwertig ist, zeigt Lemma 3.1, daB 4 € M +(%) mit
A = B% a&i(®), gleichwertig ist. Teil b) entnimmt man
[H,a’ —ua’) € § fir HE & und Teil ¢) folgt aus (I). Fir
a,b € 1(9)ist wegen b) auch (e2” — na’)b < (), alsoo(a,b)u &
€ 1(9) fiir alle z © X. Hieraus entnimmt man Teil d). Teil e) ist
ohne Miithe nachzurechnen, wobei B° & M*(Z) aus B* & T fiir
1 & X folgt.

Offenbar sind die Bedingungen von Lemma 2.2 erfiillt, man hat
daher das

Korollar. X @ T P M*(X) ist edne Lie-Teilalgebra der Standard-
Algebra von X.
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Dieser Satz gibt eine volle Klasse von Beispielen, fiir welche
M+ () nicht-trivial ist: Geht man ndmlich von einem Teilraum 7
von X aus, der beziiglich o total isotrop ist und bezeichnet mit
H:=(V,o) den von allen au’—ua’, a & V,u & X, aufge-
spannten Teilraum von End X, so verifiziert man

(1) §: = (V,0) ist eine o-schiefe Teilalgebra von (End V),
@i ="

Vergleicht man dieses Ergebnis mit Satz 3.2, so erhilt man
Mk 1d + ) = M*((E(9),0)

fiur jede o-schiefe Teilalgebra & von (End X)=. Durch M+(Z)

wird daher in der vorliegenden Situation nur die Teilalgebra

1(8),0) von § gemessen.

Bemerkung 1. Wéhit man § = {T; 7 € End X, 77 = — T},

so wird () = X und man erhdlt durch (u,v,w)— {nvw}: =
= u(B")w ein Standard-Jordan-Tripel-System.

3. Fiir ein weiteres Beispiel geht man von einer kommutativen
Algebra % = X, mit Einselement ¢ aus und schreibt vereinfacht
L{u)= L, und

wv: =ulv=L{uv.

Es wird angenommen, dal3 die Spurform a(«,v): = Spur L (%v)
nicht-ausgeartet und assoziativ ist. Speziell sind alle Z (z) bezlig-
lich o selbstadjungiert.

Fiar D € Der ¥ gilt [D, L(2)] = L(Du), so daB o(e,Du) = O,
also D% = O gilt. Man erhilt O = a(¢,D(xv)) = o(Dun,v) +
-+ o(u,Dv), so daB Der ¥ eine o-schiefe Teilalgebra von (End X))~
1st.

Lemma 3.3. Se: Q ein Ideat von U mit
[L(),LA)] C Der ¥, (Der MQ C Q,

dann ist A © M+((Der U 4 L(R)) gleichwertig mit A = Lal,
a& Q.

Beweis.: Man setzt 1 = Der 4,P: = L(Q) und ¥ = H 4 Pund
sieht, daBl die Voraussetzungen von 1 wieder erfillt sind. Ein
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P & M (D) hat die Form P, = L(Su) mit einer linearen Abbil-
dung S:X —9Q. Wegen Lemma 3.1 kann jedes 4 & M*(T)
daher geschrieben werden als

o(uwAv,w) = o(Su-v,w)+ o(Sv-u,w)—o(Sw: «,v),

folglich
wAv=Su- v+ wu-Sv— S (uv).

Die weitere Bedingung von Lemma 3.1 lautet
H,:= Lu)S— S°L(u) & Der U flr alle w & X.

Man wendet dies auf ¢ an und bekommt z:Se = S%%, also
S? = L{a) = S mit a: = Se & Q. Damit folgt

nvAv=ulav) + vian) —awv)y =u(lal)v

und dies ist die Behauptung.
Man kann wieder zeigen, dal} die Bedingungen von Lemma 2.2
erfullt sind.

4. Als letztes Beispiel soll ein von J. R. Faulkner [2] angege-
benes Verfahren in die vorliegende Situation eingeordnet werden:
Man geht von einer Lie-Algebra € aus, von der sogleich ange-
nommen wird, daf3 sie eine Teilalgebra von (End X))~ ist. Weiter
sei eine assoziative symmetrische und nicht-ausgeartete Bilinear-
form «: 3T X T — £ gegeben. Zu jedem A& X* und 2 E X
wird ein 4% € ¥ erklirt durch

o (T, A% = A(Tw) fur alle 7 € .

Damit ist A% % — A%, ein Element von Alg X und der Definition
entnimmt man

A e M) fur 2 € X*
Flur 77 & € verifiziert man ohne Miihe

TeA4*=—A4%7 ) & X*
und damit
(ANu(A4*) = A°mit o: =p o A?

fir 4,4 € X. Das Bild von X™* unter der Abbildung 4 — A% ist
daher fiir jedes # & X eine Teilalgebra von Alg X.
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§ 4. Ein Zusammenhang mit birationalen Abbildungen

1. Der Begriff des generischen Elementes. Sei k ein Kérper mit
einer von 2 und 3 verschiedenen Charakteristik und X ein Vektor-
raum Uber £ der endlichen Dimension 7z > 0. Weiter seien
Ty, - - ., T, algebraisch unabhingige Elemente einer Koérperer-
weiterung von 2und £: = £(7q, . . ., 7,) der K&rper der rationalen
Funktioneninty, . . ., 7, mit Koeffizienten aus 4. Ist ¥ ein weiterer
endlich-dimensionaler Vektorraum tiber £, dann bezeichnet

V=@, Y

die zugehorige Skalarerweiterung. Nach Wahl einer Basis

€1 -« ¢, von ¥ iiber £ kann man die Elemente y von ¥ ein-
deutig schreiben als

(4’1) Y =q14a + 200 + Ponm mit Prr e P e %
Ist 4y, ..., b, eine Basis von X {iber £, dann heil3t
x=1b+...+16,EX

ein generisches Element von X. Fiir y € ¥ schreibt man dann
auch y = y(x).

Ist 2 ein Element einer Skalarerweiterung von X und y &€ ¥, so ist
durch

" d 1
Niy@):=—yE+ 7).,

ein Differenzialoperator A definiert. Man vergleiche hierzu [1],
Kap. I, § 1.

Ist  ein genauer Nenner von y & ¥ und ist # aus einer
Skalarerweiterung von X, so sagt man, daf y 7n u definiert ist,
wenn die Spezialisierung x — #z von % nicht Null ist. Ist dies der
Fall, so schreibt man

@) =y@)|..

Ein y € ¥ nennt man (homogenes) Polynom in x, wenn in der
Darstellung
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(4.1) die ¢y, ..., ¢, (homogene) Polynome (gleichen Grades) in

Ty, - - o T, sind.

2. Der Zusammenhang mit bindren Lie-Algebren.In [6], Kap.1,
wird im £-Vektorraum X die Lie-Algebra Rat X mit dem Produkt

(/&)= 1/:8),

(4.2) [/,8](x): = AL® flx) — AP g (%),
betrachtet.
Man bezeichne mit®,,» = o,1,2,..., den Teilraum von Rat X,

der aus den homogenen Polynomen vom Grad #» in x besteht und
setzt P_; = O. Die Menge aller Polynome in x erhilt man dann
in der Form

PolX: =@,
r2o0

Wegen
[%,,9]CP .., ns=0,1,2,. . .,

ist Pol X eine graduierte Teilalgebra der Lie-Algebra Rat .X. In
[6] werden sogenannte bindre Lie-Algebren, d. h. die Funktion
f(x) = x enthaltende Teilalgebren von P: = Py - P; 4 Dy, be-
trachtet.
In der Bezeichnung von §2.1 und §2.2 ist eine Z4-lineare
Injektion
y: Standt X — Pol X

vermoge

(e @T B A)](x): = u + Tf—f——;l; xAx

definiert. Offenbar ist P das Bild von y. Mit einer elementaren
Rechnung verifiziert man nun

Lemma 4.1. Fiir @,V < Standt X gilt
[ (D), 2 ()] = 2([D.YF]) + 2,
wobet das Polynom p gegeben ist durch
2p(x): =(xAx)Bx— (xBx)Ax

und wobei A bzw. B die in Algt X liegenden Anteile von @ bzw.
¥ sind.
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Da Pol X eine Lie-Algebra ist, erhilt man das

Korollar 1. Eine Teilalgebra X @ T P M von Stand+ X ist genau
dann eine Lie-Algebra, wenn

(4.3) (xAx)Bx = (xBx)Ax

Sir alle A, B aus M gilt. Ist dies der Fall, dann ist ihy Bild eine
Teilalgebra von V.

Vergleicht man dies mit Lemma 2.3, so sieht man, dal} fur
Teilalgebren X @ T @ M von Standt X die Bezichung (4.3)
gleichwertig ist mit A 2B = BuAdfirallex & Xund 4,8 &€ M.

Korollar 2. Die Abbildung y induziert eine Bijektion von der
Menge der Lie-Teilalgebren X QT DM mit Id EX von
Stand* X auf die Menge der bindren Lic- Algebren in Pol X.

3. Die zaugeordnete Gruppe von birationalen Abbildungen. Nach
dem Korollar 2z kénnen alle Ergebnisse von [6], Kap. I, auf die
hier betrachtete Klasse von Teilalgebren von Stand*.X tbertra-
gen werden:

Sei dazu £ = X @ T @ M eine Lie-Teilalgebra von Stand+X
mit Id & T und in der Bezeichnung von [6], Kap. I, § 2,

Q= H=XPTDHX

die zugehorige bindre Lie-Algebra. Hierbei ist @ mit {7%;7EX}
identifiziert und

X=qyM ={p;p(x) =x4x, A & W}

gesetzt.
In der Bezeichnung von § 1.1 sei

I(®):={W; WEGLX, W*M C M.

Ein Vergleich mit [6], Kap. I § 4, zeigt, daB dann I'(¢) mit der
dort definierten Gruppe I'(Q) tibereinstimmt.
Man definiert nun

t,(x)i=x-+a fUirac X,
fo(x): = (Id + A)1x fiir 4 € M,
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und entnimmt [6], Lemma 2.4, daB ¢, mit 7,, v(x) = x A x, {iber-
einstimmt, also birational ist. Aus [6], Kap. I, § 4, entnimmt man
nun den

Satz 4.2. Sei L = X @ XL P WM eine Lie-Teilalgebra won
Stand+t X mit Id € T und Z(&) die von den birationalen Abbil-
dungen

t,, Wund?,

fiira @ X, W& I'®) und A © WM erzeugte Gruppe von biratio-
nalen Abbildungen.

Dann gilt:

a) Jedes f € E(®) hat die Form f= Wot,0f,0¢ mit
werl®,abc Xund 4 M.

b) Die Teilmengen {t,; a © X} und {£,; A € M) sind abelsche
Untergruppen von = (%),
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